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DISCOURS  PRELIMINAIRE 


Ce  Traité  qui  doit  comprendre  deux  parties  dont  la 
seconde  paraîtra  incessamment , compte  deux  éditions  , 
l’une  en  un  volume  in-8° , faisant  partie  du  Cours -de 
ilezout,  l’autre  in-4°,  qne  je  publiai  comme  professeur  à 
l’École  Polytechnique  , et  qui  fut  en  totalité  distribuée 
aux  élèves  de  cette  École.  Je  songeais  depuis  longtems 
à cette  troisième  édition;  mais  d’autres  occupations  et  an 
concours  de  circonstances  peu  favorables  au  débit  d’un 
ouvrage  qui  sort  du  cadre  des  élémens , m’avaient  déter- 
miné à l’ajourner  : cependant  j’ai  cédé  à la  crainte  d’être 
prévenu,  et  aux  désirs  de  quelques  professeurs  et  de  plu- 
sieurs élèves , et  je  suis  revenu  d’autant  plus  volontiers 
à mon  projet,  que  j’avais  repris  et  complelté  la  rédaction 
du  Calcul  différentiel  à l’occasion  d’un  cours  sur  cette 
matière  que  je  fis  l’année  dernière  à plusieurs  de 'mes 
élèves , en  sorte  qu’il  ne  me  restait  que  le  travail  de  la 
révision  des  épreuves. 

J ai  pris  pour  texte  de  cet  Ouvrage  la  Théorie  des 
Jonctions  analytiques  de  l’illustre  M.  Lagrange  , en  em- 
ployant cependant  la  notation  de  Leibnitz  , adoptée  par 
tons  les  géomètres  du  continent;  j’ai  ajouté  des  déve- 
loppemens  indispensables , et  j’ai  multiplié  les  exemples 
qui  sont  les  véritables  interprètes  de»  théories.  Ce  Traité 
est  divisé  en  chapitres.  J’observerai  seulement  qu’ayant 
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eu  jusqu’à  la  fia  de  l'impression  le  projet  de  ne  donner 
que  le  calcul  différentiel,  j’ai  fait  entrer  ici  des  choses 
qui  seraient  mieux  placées  dans  le  calcul  intégral.  Au 
reste , il  conviendrait  peut  être  de  mener  ensemble , au 
moins  jusqu’à  un  certain  point , ces  deux  branches  de 
calcul. 

L’Ouvrage  contient  vingt-cinq  chapitres  dont  les  qua- 
torze premiers  sont  consacrés  à l’exposition  des  principes , 
et  les  onze  derniers  aux  applications  à la  géométrie.  A 
l’imitation  de  M.  Lagrange , je  commence  par  le  déve- 
loppement de c’est-à-dire,  parla  démonstra- 
tion de  la  formule  de  Taylor  qui  fournit  cette  consé- 
quence. importante  que  toute  fonction  d’une  seule  variable 
comporte  une  différentielle  de  la  forme  Pàx  , dont  le 
coefficient  P ne  devient  ni  nul , ni  infini  , tant  qu’on 
n’assigne  à la  variable  aucune  valeur  particulière  -,  de  la 
formule  de  Taylor , je  déduis  celle  de  Maclaurin.  Tel 
est  le  résumé  des  deux  premiers  chapitres. 

On  trouve  dans  les  chapitres  troisième  , quatrième  , 
cinquième  et  sixième  , la  différentiation  des  quantités 
algébriques  et  transcendantes  à une  seule  variable,  et  celle 
des  équations  entre  deux  variables  dont  l’une  est  consé- 
quemment fonction  de  l’autre.  A l’égard  des  transcen- 
dantes , j’ai  obtenu  la  différentielle  première , ou  plutôt 
le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre,  par  deux  pro- 
cédés différens  i°.  en  développant,  par  les  méthodes 
connues  , la  fonction  variée  jusqu’au  terme  inclus  de  pre- 
mière puissance  de  l’accroissement,  qui,  d’après  la  défi- 
nition, est  la  différentielle  première  de  laquelle  on  déduit 
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les  suivantes  et  les  coefficiens  différentiels  de  tous  les 
ordres  ; en  sorte  que  les  développemeüs  indéfinis  des 
fonctions  variées , n’exigent  que  le  calcul  des  deux  pre- 
miers termes;  2°.  en  partant,  comme  l’a  fait  M.  Poisson , 
d’une  propriété  caractéristique  de  chaque  fonction  trans- 
cendante, et  développant,  d’après  le  théorème  de  Taylor , 
l’un  des  membres  de  l’identité  qu’elle  fournit , ce  qui 
donne  la  fonction  elle-même  développée  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable,  dont  lès  coéfficiens  fonctions  d’une 
autre  variable  combinée  avec  la  première  dans  la  carac- 
téristique , doivent  être  égalés  à des  constantes  ; et  comme 
on  prouve  que  toutes  ces  constantes  ne  sont  que  les  puis- 
sances de  la  première  qui  demeure  arbitraire , on  a déjà 
le  développement  de  chaque  fonction  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable , sauf  l’évaluation  de  ce  coefficient 
indéterminé,  ce  qui  ne  présente  pas  de  difficultés.  D’ail- 
leurs, les  égalités  précédemment  obtenues  renferment  les 
coefficiens  différentiels  d’une  fonction  absolument  sem- 
blable à la  proposée. 

Le  chapitre  septième  offre  les  formules  à l'aide  des- 
quelles on  rapporte  les  expressions  et  les  équations  diffé- 
rentielles à différentes  variables,  formules  qui  sont  du 
plus  grand  usage  dans  les  applications  du  calcul  diffé- 
rentiel à la  géométrie  et  à la  mécanique.  Ici  nous  en 
montrons  l’emploi  dans  quelques  questions  d’analyse. 

Le  chapitre  huitième  qui  traite  des  équations  déri- 
vées et  des  constantes  arbitraires,  aurait^té  renvoyé  au 
calcul  intégral  auquel  il  appartient , si  je  n’avais  eu 
d’abord  le  projet  de  m’en  tenir  au  calcul  différentiel. 
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J’ai  traité  avec  beaucoup  de  soin,  dans  le  neuvième 
chapitre,  le  cas  eu  défaut  du  développement  de /(x-f-i), 
<jui  s’offre  fréijuemment  dans  les  applications  à la  géo- 
métrie , où  l’on  considère  des  points  particuliers  d’une 
courbe  et  conséquemment  des  valeurs  particulières  de 
l abscisse,  pour  lesquelles  les  coefGciens  différentiels  de- 
viennent infinis  , circonstance  qui  avertit  que  le  déve- 
loppement de  y*(x-f -/)  ne  doit  plus,  ainsi  qu'on  l’a 
supposé,  procéder  suivant  les  puissances  entières  et  posir 
tives  de  l’accroissement  de  la  variable. 

La  recherche  des  valeurs  vraies  des  fractions  qui  deiç 
viennent  zéro  divisé  par  zéro  dans  une  seule  hypothèse 
faite  sur  x , et  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples , sont  le  sujet  du  onzième 
chapitre.  Dans  le  fait,  la  dernière  questiou  rentrant  dans 
la  première,  j’ai  dû  passer  de  l’une  à l’autre,  quoiqu’assez 
ordinairement  on  ne  traite  la  décomposition  que  dans  le 
calcul  intégral. 

On  a vu  que  toute  fonction  f {x  -f-  i)  se  développe 
dans  une  série  qui  va  à l’infini , à moins  que  les  fonc- 
tions dérivées  , c’çst- à- dire , les  coefficiens  différentiels 
de  fx , ne  deviennent  nuis,  ce  qui  a lieu  lorsque  fx  est 
une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  variable  x;  tant 
que  ce  développement  ne  sert  qu’à  la  génération  des 
fonctions  dérivées , il  est  indifférent  que  la  série  aille 
ou  non  à l’infini  ; c’est  ce  qu’on  peut  encore  dire,  lors- 
qu’on ne  considère  le  développement  que  comme  unç 
simple  transformation  analytique  de  la  fonction  ; mais  si 
l’on  yeut  l’employer  pour  ayoir  la  valeur  de  la  fonction 
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dans  les  cas  particuliers  , comme  offrant  nne  expression 
d’une  forme  plus  simple  , à raison  de  la  quantité  i qui 
se  trouve  dégagée  de  dessous  la  fonction , alors  ne  pou- 
vant tenir  compte  que  d’un  certain  nombre  plus  ou  moins 
grand  de  termes  , il  est  important  d’avoir  un  moyen 
d’évaluer  le  reste  de  la  série  qu’on  néglige , ou  du  moins 
de  connaître  les  limites  de  l’erreur  qu’on  commet  en  né- 
gligeant ce  reste.  La  détermination  de  ces  limites,  ajoute 
M.  Lagrange  , est  sur-tout  d’une  grande  importance  dans 
l’application  de  la  méthode  des  fonctions  à l’analyse  des 
courbes  et  à la  mécanique  , pour  donner  à ces  applica- 
tions la  rigueur  de  l’ancienne  géométrie.  Dans  le  onzième 
chapitre,  j’ai  donné  ces  limites  de  deux  manières-,  d’abord 
d’après  M.  Lagrange  ( Calcul  des  fonctions ),  ensuite 
en  partant  d’un  développement  obtenu  à l’aide  de  l'inté- 
gration par  parties  , ce  qui  ne  suppose  que  l’emploi  de 
cette  formule  fuiv  = vv — /Vdu , «lu11*  on  reconnaît 
l’identité  par  la  différentiation. 

Le  douzième  chapitre  ne  contient  que  des  applications 
du  calcul  différentiel  aux  dévcloppemens  en  séries  des 
fonctions  d’une  seule  variable,  et  il  * est  terminé  par  une 
application  de  ce  calcul  à la  formation  de  l’équation  finale 
résultant  de  l’élimination  de  x entre  deux  équations  en 
x et  y , l’une  du  degré  m , l’autre  du  second  (jlegré  seu- 
lement, ce  qui  n’est,  à $a  vérité  , qu’un  cas  particulier, 
mais  qui  cependant  peut  se  présenter  assez  souvent.  J’au- 
rais peut-être  mieux  fait,  pour  ne  pas  interrompre  l’expo- 
sition des  principes  , de  rassembler  dans  un  seul  chapitre 
toutes  les  applications  du  calcul  différentiel  aux  questions 
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d’analyse  , et  de  commencer  ainsi  la  seconde  section  de 
ce  Traité. 

Dans  les  treizième  et  quatorzième  chapitres  qui  ter- 
minent l’exposition  des  principes,  je  considère  les  fonc- 
tions d’un  nombre  quelconque  de  variables  inde'pendantes; 
je  démontre  , d’après  M.  Laplace  , le  théorème  des  fonc- 
tions homogènes  ; je  fais  quelques  applications  à des 
questions  d’analyse , et  j’assigne  encore  par  les  deux  mé- 
thodes employées  plus  haut,  les  limites  des  développe- 
mens  de  J {x  + i,  y + k)  et  f {x , y) , les  seuls  dont 
on  fasse  usage  dans  les  applications  à la  géométrie. 

La  méthode  des  tangentes  est  le  sujet  du  quinziéme 
chapitre  qui  est  le  premier  des  applications  du  calcul 
différentiel  à la  géométrie.  Suivant  les  anciens  géomètres, 
dit  M.  Lagrange , une  ligne  droite  est  tangente  d’une 
courbe , lorsqu’ayant  un  point  commun  avec  celte  courbe , 
on  ne  peut  mener  par  ce  point  aucune  autre  droite  entre 
elle  et  la  courbe  -,  c’est  par  ce  principe  qu’ils  ont  déter- 
miné les  tangentes  dans  le  petit  nombre  de  courbes  qu’ils 
ont  considérées  ; mais  depuis  que  par  l’application  de 
l’algèbre  à la  géométrie , les  courbes  ont  été  soumises  à 
l’analyse , on  a envisagé  les  tangentes  sons  d’autres  points 
de  vue-,  on  les  a regardées  comme  des  sécantes  dont  les 
deux  points  se  réunissent,  ou  comme  des  prolongemens 
des  côtés  infiniment  petits  de  1^ courbe  considérée  comme 
un  polygone  d’une  infinité  de  côtés , etc.  Dans  le  chapitre 
suivant,  nous  traiterons  le  problème  des  tangentes  sous  le 
premier  point  de  vue,  et  dans  celui-ci,  nous  regardons  la 
tangente  comme  une  sécante  dont  les  intersections  se  réu- 
nissent. 
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Dans  le  chapitre  seizième , des  contacts  et  des  déve- 
loppées des  courbes  planes  , qui  comprend , comme  cas 
particuliers , le  problème  des  tangentes  et  celui  du  cercle 
oiculateur  ou  de  courbure , on  est  conduit  à la  théorie 
des  asymptotes  rectilignes  et  curvilignes  des  courbes , en 
considérant  les  cas  particuliers  dans  lesquels  le  dévelop- 
pement de  f(x-\-i)  échappe  à la  forme  générale,  ce 
qui  arrive , comme  nous  l’avons  dit , lorsque , pour  une 
valeur  donnée  de  x,  les  coefficiens  différentiels  deviennent 
infinis  , et  les  puissances  de  i sont  autres  que  des  nombres 
entiers  positifs.  Quelques  développemens  et  sur-tout  des 
exemples  nous  ont  paru  nécessaires  pour  l’intelligence 
de  ce  point  de  théorie.  C’est  dans  cette  théorie  des  con- 
tacts , qu’on  fait  un  premier  emploi  des  limites  du  déve- 
loppement de  Taylor , lorsqu’on  veut  prouver  que  si  une 
courbe  donnée  est  touchée  par  une  autre  courbe  dont 
l’équation  contient  n constantes  arbitraires  déterminées 
en  vertu  des  égalités  entre  pareil  nombre  des  premiers 
termes  des  développemens  de  leurs  fonctions  en  x + i , 
x étant  l’abscisse  du  point  de  contact , aucune  autre 
courbe  dont  l’équation  aurait  moins  de  n constantes  arbi- 
traires, ou  pour  laquelle  le  même  nombre  d’égalités  n’au- 
rait pas  lieu  , ne  peut  passer  entre  les  deux  premières. 

Lorsqu'on  veut  assigner  l’aire  comprise  entre  l’arc  d’nne 
courbe  plane,  l’axe  des  abscisses  et  les  deux  ordonnées 
qui  la  terminent,  c’est-à-dire,  la  forme  de  la  fonction 
en  x qui  la  représente , on  suppose  à l’abscisse  x un 
accroissement  i,  et  on  a une  autre  aire  dont  la  différence 
avec  la  première , est  une  nouvelle  aire  curviligne  ayant  i 
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pour  base  , laquelle  est  toujours  comprise , quelque  petit 
que  soit  i,  entre  les  aires  de  deux  rectangles  ayant  même 
base  i j et  conséquemment  la  différence  entre  l’aire  cur- 
viligne et  l’une  quelcouque  de  celles-ci , doit  être  moindre 
que  la  différence  entre  ces  deux  dernières.  De  cette  iné- 
galité énoncéé  au  moyen  des  développcinens  limités,  on 
déduit  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  encore 
inconnue  et  représentative  de  l’aire  , en  sorte  que  l’inté- 
gration que  nous  n’effectuons  ici  que  dans  des  cas  très- 
simples,  fait  connaître  la  fonction-  Dans  la  rectification 
de  l’arc,  on  cherche  encore  deux  limites  entre  lesquelles 
soit  toujours  compris  l’accroissement  de  l’arc  correspon- 
dant à l’accroissement  de  i et  de  x dans  la  fonction  qui 
représente  l’arc  à rectifier , et  alors  par  un  raisonnement 
semblable  à celui  qu’on  a fait  pour  l’aire , on  découvre 
le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  à laquelle  on 
repasse  par  l’intégration.  Ces  formules  pour  la  quadrature 
et_  la  rectification  des  courbes  planes  avec  quelques  appli- 
cations, sont  données  dans  le  chapitre  dix-septième. 

Dans  le  dix-huitième  chapitre,  on  se  propose  de  re- 
chercher les  plus  grandes  et  les  moindres  valeurs  d’une 
fonction  d’une  seule  variable , question  qui,  quoiqu’indé- 
pendante  de  la  considération  des  tangentes  , peut  néan- 
moins s’y  rapporter-,  en  effet,  à la  seule  inspection  de 
la  courbe  qui  est  le  tableau  des  valeurs  de  la  fonction 
représentées  par  l’ordonnée , on  voit  que  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  de  la  fonction  , ne  peuvent  être 
que  celles  qui  répondent  aux  points  dont  les  tangentes 
sont  parallèles  à l’axe  des  abscisses , et  que  lè  maximum 
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h lieu  si  la  courbe  présente  sa  concavité  à l’axe  , et  le 
minimum , si  elle  présente  sa  convexité  au  même  axe  : 
or , les  expressions  des  coordonnées  du  centre  du  cercle 
de  courbure , rapportées  aux  points  où  la  tangente  est 
parallèle  à l’axe,  servent  à distinguer,  par  le  signe  de 
y11,  si  la  courbe  est  concave  ou  convexe , et  conséquem- 
ment, s’il  y a maximum  ou  minimum.  Ainsi  la  question 
serait  généralement  résolue , si  la  fonction  y11  ne  deve- 
nait jamais  nulle  pour  la  valeur  de  l’abscisse  qui  rend  la 
fonction  plus  grande  ou  moindre  ; mais  comme  la  chose 
peut  arriver , on  a été  obligé  de  recourir  à une  autre 
solution  de  la  question  , qu’on  a tirée  de  la  série  de 
Taylor,  sans  la  considération  intermédiaire  des  courbes. 
Nous  avons  aussi  considéré  le  cas  où  la  valeur  de  x, 
tirée  de  l’égalité  à zéro  du  coefficient  différentiel  du 
premier  ordre  , rendrait  infini  l’un  des  coefficiens  diffé- 
rentiels qui  doivent  rester  pour  le  maximum  ou  le  mi- 
nimum. 

« • 

Le  dix-neuvième  chapitre  traite  des  points  singuliers 

qui  sont  les  points  multiples,  les  points  conjugués , les 
limites  des  courbes  dans  le  sens  des  ordonnées  et  dans 
celui  des  abscisses , et  enfin  les  points  d’infiexion  et  ceux 
de  rebroussement.  Le  calcul  différentiel , dit  M.  Poisson , 
fournit  des  règles  certaines  pour  trouver  les  points  d’une 
courbe,  qui  peuvent  être  des  points  singuliers , lorsqu’on 
connaît  l’équation  de  celte  courbe  ; mais  pour  reconnaître 
si  les  points  de  la  courbe , indiqués  par  le  calcul  différen- 
tiel , sont  effectivement  des  points  singuliers , ainsi  que 
pour  en  reconnaître  la  nature ,»  il  n’y  a pas  de  moyen 
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plus  assuré,  du  moins  en  général,  que  de  discuter  le  cours 
de  la  courbe  aux  environs  de  ces  points.  Dans  les  points 
d’inflexion  qu'il  importe  plus  particulièrement  d’examiner, 
yn  devient  nul  ou  infini , ce  qui  annonce  uu  passage  de 
la  concavité  de  la  courbe  à la  convexité , ou  réciproque- 
ment -,  mais  ici , comme  dans  les  autres  cas , l’inverse  n’a 
pas  lieu.  En  effet , un  point  d’inflexion  est  absolu  par  sa 
nature  , c’est-à-dire,  qu’il  reste  tel , quel  que  soit  le  sys- 
tème d’axes  auquel  on  rapporte  la  courbe;  mais  en  dé- 
plaçant les  axes , il  peut  arriver , et  il  arrive , en  effet , que 
* tel  passage  de  la  concavité  à la  convexité , et  réciproque- 
ment , cesse  d’avoir  lieu  ; ainsi , dans  un  point  d’inflexion , 
ce  passage  n’a  pas  toujours  lien,  et  ce  cas  d’exception  paraît 
arriver , lorsque  l’axe  de  la  variable  indépendante  passe 
par  ce  point  ; c’est  ce  que  nous  avons  montré  par  des 
exemples. 

Dans  le  vingtième  chapitre , où  il  est  question  des  courbes 
polaires,  apres  avoir  traduit  dans  ces  coordonnées  les  ex- 
pressions de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale , et  les 
équations  do  la  tangente  et  de  la  normale  , noos  avons 
donné  en  coordonnées  polaires  les  expressions  usuelles 
des  sous-tangentes  et  sous^normales  comptées  sur  un  axe 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur , à partir  du  foyer , et 
celle  de  la  tangente  de  l'angle  entre  ce  rayon  et  la  tan- 
gente ; puis  nous  avons  passé  a la  recherche  du  rayon 
et  du  sous-rayon  de  courbure , et  aux  formules  des  aires 
et  de  la  rectification  des  courbes  planes  ; nous  avons  en- 
suite recherché  les  équations  et  les  principales  propriétés 
des  spirales  d’Archimède>  hyperbolique , logarithmique  , 
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et  de  la  courbe  trisectrice  ; et  enfin  nous  avons  exposé  la 
génération  et  donné  les  équations  des  courbes  conchoïde, 
cissoïde  , logarithmique , sinusoïde , quadratrice  et  tro- 
cboïde. 

A la  suite  des  courbes  planes  qui  appartiennent  & la 
géométrie  de  deux  dimensions , nous  avons  considéré  les 
surfaces  courbes  et  les  courbes  à double  courbure  qui 
rentrent  dans  la  géométrie  h trois  dimensions.  Par  rapport 
»ux  surfaces  , nous  avons  donné , dans  le  vingt-unième 
chapitre,  i°.  l'expression  d’un  volume-,  2°.  celle  d’une 
surface , l’une  et  l’autre  de  révolution.  Ici , comme  dans 
la  quadrature  et  la  rectification  des  courbes  planes,  après 
avoir  représenté,  par  une  fonction  de  l’abscisse,  le  volume 
ou  la  surface  , nous  avons  recherché  deux  volumes  et 
deux  surfaces  qu'on  sache  exprimer , et  qui , quelque 
petit  que  soit  l'accroissement  de  la  variable  contenue 
dans  la  fonction , interceptent . toujours  le  volume  et  la 
Surface  représentée  par  la  fonction  variée  diminuée  de  la 
fonction  primitive.  Alors  au  moyen  de  l’inégalité  formée 
des  différences  entre  la  grandeur  moyenne  et.  l’une  des 
limites  et  les  deux  limites , nous  avons  découvert  le  coef- 
ficient différentiel  de  chacune  des  fonctions  représen- 
tatives du  volume  et  de  la  surface  de  révolution.  Dans 
ces  solutions,  nous  avons  fait  Usage  des  limites  de  la 
série  de  Taylor.  Nous  avons  ensuite  recherché,  i°.  la  for- 
mule de  l’aire  d’un  cylindre  droit,  compris  entre  un  arc 
d’une  courbe  à double  courbure,  sa  projection  horisontale 
et  les  deux  ordonnées  verticales  extrêmes  j 2°.  celle  de 
rectification  d’un  arc  de  cette  courbe-  Qr,  la  solution  de 
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ces id^aia^ûestions  devient  facile,  en  considérant  la  courbe 
de,  projection  sur  le  plan  horisontal  de  la  courbe  à double 
^éo'urbdfe , coin  rte  l’axe  curviligne  de  cette  courbe  sur  le- 
{uel  ou.  coîùplej  les  abscisses,  à partir  d’un  point  fixe, 
m ordonnées  étant  les  arêtes  verticales  du  cylindre  droit 
vil  igné  pour  contour  de  la  base  ; car  en  sup- 
posant que  l’arc  qui  sert  d’axe  des  abscisses , soit  étendu 
eu  ligne  droite,  on  est  ramené  aux  problèmes  de  la  qua- 
drature et  de  la  rectification  des  courbes  planes.  Quelques 
applications  terminent  ce  chapitre. 


Le  chapitre  vingt-deuxième  offre  la  Théorie  des  contacts 
et  des  développées  des  courbes  à double  courbure.  Après 
avoir  préliminairement  trouvé  les  équations  de  la  tangente 
à une  courbe  à double  courbure  et  celle  du  plan  nor- 
mal, nous  avons  recherché  les  formules  du  rayon  du 
cercle  osculateur  et  des  coordonnées  de  la  couibe  des 
centres-,  nous  avons  prouvé  que  cette  couibe  des  centres, 
ne  serait  une  développée  que  dans  le  cas  où  la  courbe 
proposée  serait  toute  entière  dans  le  même  plan.  Au  reste, 
pour  ne  rien  laisser  k desirer  sur  cette  matière,  nous  avons 
démontré  , d’après  M.  Monge  ( Théorie  des  surfaces 
courbes  et  des  courbes  à double  courbure  ) , une  suite 
de  théorèmes  sur  les  développées  des  courbes  planes  et 
à double  courbure;  ensuite,  et  toujours  d’après  M.  Monge , 
nous  avons  résolu  ces  deux  questions  : étant  données  les 
équations  d'une  courbe  à double  courbure , trouver , 
i°.  celle  de  la  surface  développable  , qui  est  le  lieu 
géométrique  de  ses  développées  -,  a°.  celles  de  l’arête 
de  rebroussement  de  la  même  surface  -,  et  nous  avons  été 
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conduits  de  nouveau  à la  formule  déjà  obtenue  du  rayon 
tfe  courbure.  Enfin  , après  avoir  défini  les  points  de  simple 
et  de  double  inflexion  des  courbes  à double  courbure  , 
nous  donnons  les  formules  qui  font  trouver  ces  points  en 
même  tems  que  ceux,,  de  rebroussement. 

Dans  le  vingt-troisième  chapitre  où  11  est  question  des 
surfaces  courbes , nous  donnons  d’abord  les  équations  du 
plan  tangent  et  de  la  normale  , et  les  expressions  des 
tangentes  de  l’inclinaison  du  plan  tangent  aakle  plan 
horisontal , et  de  l’angle  de  la  trace  horisontàle  cfe  ce  plan 
avec,  l’axe  des  abscisses  , puis  celles  des  cosinus  des  angles 
de  la  normale  avec  les  trois  axes.  Nous  étendons  ensuite 
.anx  surfaces  courbes  la  théorie  des  contacts,  exposée 
relativement  aux  lignes  courbes,  et  nous  démontrons , 
i°.  qù*il  existe,  pour  chaque  point  d’une  surface  courbe, 
deux  lignes,  l’une  de  plus  grande  et  l’autre  de  moindre 
pente  ou  courbure,  qui  se  coupent  à angles  droits  ; a0,  que 
ces  courbes  sont  les  seules  sur  la  surface  qui  puisseut 
avoir  une  développée  formée  par  les  centres  de  courbure. 
Nous  terminons  ce  chapitre  par  les  équations  des  sur- 
faces cylindrique,  conique  et  de  révolution,  déduites  de 
la  considéraition  du  plan  tangent. 

Lorsqu’il  s’agit, de  la  cubature  des  solides  en  général, 
on  assigne  aisément  les  expressions  des  deux  volumes 
entre  lesquels  est  toujours,  compris  l’accroissement  du 
volume,  cherché  , .c’est-à-dire , celui  qui  s’appuie  sur  le 
rectangle  des  accroissemcns  des  variables  indépendantes 
et  qui  se  termine  à la  surface  courbé,  en  sorte  qn’on  peut 
former  une  inégalité  qui  devant  avoir  lieu,  quelque  petits 
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que  soient  les  accroissemens  des  variables  indépendantes, 
donne  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la 
* fonction  inconuue  par  laquelle  on  a représenté  le  volume. 
Mais  la  recherche  des  limites  a des  difficultés  par  rap- 
port à la  portion  de  surface  qui  recouvre  le  volume,  et 
M.  Lagrange  n’a. pas  traité  celte  question  : pour  la  ré- 
soudre d’après  les  mêmes  principes,  j’ai  d abord  supposé 
la  portion  de  surface  qui  recouvre  le  parallélipipède  qui 
s’appuie  sur  le  rectangle  des  accroissemens  des  variables 
indépeu  amies , toute  entièrê  concave  ou  convexe  vers  le 
plan  horisontal,  et  telle  qu’elle  ne  renferme  pas  de  points 
singuliers,  et  j'ai* démontré  que  cette  surface  parallélo- 
grammique  est  comprise  entre  celles  des  deux  paiaüélor 
grammes  tangens  menés  par  les  extrémités  de  la  plus 
grande  et  de  la  plus  petite  ordonnée  , et  inscrit!  entre 
les  faces  du  parallélipipède  : alors  il  restait  à évaluer  ces 
limites;  cela  fait,  on  obtenait,  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la 
fonction  par  laquelle  on  a représenté  la  surface.  Dans  ces 
deux  questions  qui  sont  le  sujet  du  vingt  - quatrième 
chapitre,  on  emploie  les  limites  des  développemens  d’une 
fonction  de  deux  variables. 

» Enfin  , le  dernier  chapitre  de  l’Ouvrage  contient 
la  théorie  des  plus  grandes  et  des  moindres  fonctions  do 
deux  et  d’un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes. J’ai  considéré  le  cas  où  il  existait  entre  plusieurs  de 
ces  variables  une  ou  plusieurs  relations  données  qui  doivent 
être  en  plus  petit  nombre  que  ces  variables,  et  celai  où  les 
cnefficîens  différentiels  prennent  des  valeurs  infinies.. 
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Il  me  reste  à parler’  des  notes  qui  sont  à la  suite  de 
l’Ouvrage.  Celles  qui  se  rapportent  au  texte  , sont  au 
nombre  de  quatre  : la  première  renferme  une  démons- 
tration du  théorème  de  Taylor , due  à M.  Poisson  , et 
consignée  dans  la  Correspondance  sur  l’École  Polytech- 
nique ; dans  la  seconde,  je  donne,  d’après  M.'  Lagrange 
( Calcul  des  fonctions ),  une  détermination  annoncée  dans 
le  texte  , du  coefficient  qui  reste  indéterminé  dans  la 
série  du  sinus  suivant  les  puissances  de  l’arc  ; dans  la 
troisième,  je  démontre,  ainsi  que  je  l’ai  encore  annoncé 
dans  l’Ouvrage  , que  qpicl  que  Soit  l’exposant  d’un  bi- 
nôme, le  coefficient  numérique  du  second  terme  du  dé- 
veloppement, est  toujours  égal  à cet  exposant;  enfin, 
comme  le  théorème  des  limites  des  développemens  des 
fonctions  d’une  et  de  deux  variables,  sert,  comine  on  l’a 
Vu,  de  fondement  aux  applications  dAalcul  différentiel, 
j’en  donne  une  nouvelle  démonstration  tirée  du  grand 
Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  M.  Lacroix , 
qui  a paru  au  moment  où  l’on  imprimait  ces  notes. 

J’ai  pensé  qu’il  convenait  de  faire  connaître  la  méthode 
infinitésimale  et  celle  des  limites  , parce  que , dans  la 
mécanique  et  dans  toutes  les  applications,  on  emploie  tou- 
jours la  première,  et  qu’assez  généralement  on  expose  Ih 
calcul  différentiel  parla  seconde.  Ainsi  j’ai  refait,  par  les 
infiniment  petits,  non-seulement  les  chapitres  de  l’Ouvrage 
que  leur  emploi  abrégeait , mais  entforp  d’autres  solutions, 
dans  le  seul  Rut  de  familiariser  le  lecteur  avec  Ces  considé- 
rations. De  celte  manière,  l’identité  de  la  méthode  dti  texte 
.*■  « 
et -de  la  méthode  infinitésimale  étant  prouvée  par  celle  des 
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résultat?,  j’ai  été  dispensé  de  m’étendre  sur  les  principes  de 
celle-ci , qu’on  trouve  discutés  avec  une  rare  sagacité  dans 
un  excellent  écrit  de  M.  Carnot , ayant  pour  titre  : Ré- 
flexions sur  la  métaphysique  du  calcul  infinitésimal  ou 
différentiel.  Quant  à la  seconde  méthode  généralement 
adoptée  dans  l’enseignement,  il  me  semble  que  ce  que  j’en 
ai  dit , suffit  pour  mettre  le  lecteur  en  état  de  faire  lui-mème 
le  calcul  différentiel  par  les  limites.  Ici  j’ai  démontré, 
d’après  MM.  Ampère  et  Binet  atnê , que  toute  fonction 
d’une  seule  variable  comporte  une  différentielle  première 
qui  ire  peut  devenir  nulle  ou  infinie  tant  qu’on  laisse  la 
variable  indéterminée  , théorème  fondamental  lorsqu’on 
veut  débuter  par  les  règles  de  la  différentiation  , à la  suite 
desquelles  je  donne  une  démonstration  de  la  série  de 
Taylor,  encore  due  à M.  Ampère,  et  qui,  dan*  cette 
nouvelle  distributif  des  matières,  ne  devient  nécessaire 
que  lorsqu’on  passe  aux  applications. 
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ligne  3,  A^"- '■  =r  , liiez  : =. 

, 10,  x ■+•  i = , lisez  : /(x  + i)  =. 

, il , ■+■  />dÿ  •+■ , lisez  : + bdq  + . 

d y 

, 10  en  semant. , P'  = — Aa~x,  lisez  : - — — — An—*, 

i 0 > rar  *e  carré  du , lisez  : par  la  racine  carrée  du. 


• 7'» 

8a, 


£ 

V d.r*  J 

\ <îx’  / 

0 

cU  . 

’ 

de 

5 

xy' — : 

eu  lemontant , — e 

; /«e*  -• 

+ s/-é 
e 

d’x  . d’x 

8.  ■ — , Inez  : — — • 

U/’  d y»  l 

ht  . /il 

n en  remontant , ■+■  — , lisez  : 

J 7 7 

4 , A'  + B'a*  + Cu>  •+•  J?'u<  /ùe*  : 

.4'  + i'u+  C'u>  -l-  ÆV  ■*-. . . 
g,  x -4-  i = , /«es  ••/(*•  ■+•  «)  =• 
îo  en  remontant ,-  x'  et  j , Aies  : x et  _y. 

1 1 en  remontant , ai  FV  et  fx , /irez  : si  Fx  et  *x. 

1 1 , «»  — a*  + , lisez  : a’  — i»  + . 

dernière,  (P'Q — PQ'% — — , lisez  : (PQ—PQ)  • 
cose  cose 

4 en  remontait,  (pag.  1 3y  ),  /«*«*  : (Pg-  *38). 

3,  (p*g.  137),  lisez:  (pag.  i38). 

4 en  remontant , + a y — 1 — , lisez  : + 2 l/ — !• 

■ Lr"")  y* 

°*  ’*’■  1. a. 3. ..(/»-  1)  ’ 1.2.3. ..(n—i)  ( 

3 , 0 = — a . » = , /«if*  é = — « , r = • 

d"4-/»u  d'n+nu 

5 en  remontant , *“*  • Ux"dy"  * 

4 , -F  ( * J')  = 0 » ,isez.  *■  4 = °- 

4 en  remontant , y i,  x + dx , j ■+■  d_y  ) =:  , /lier  : 

/•(x  + dx  ,.y  + dx)  = h.  1 
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xii> 


Page  igî, 

«95> 

209, 

; a“i 
a37> 


34»  > 


ligne  5,  f(x  + dx,y  + dx)  = , Usez  : J\x  + ix,jr+dy) 

dJu  dJw 

3,  = — ; = , lisez  : = — — - 

dx*djr  dxdydx 

4 en  remontant , de  * , ürtes  : de  fi. 

6 en  remontant , — (C/j*)9)',  Æies'  : — (C/*)9)'. 

a * a 

d b âa  d b da 

ire-  -t — •“ — , /««  : “T — : — — , les  deux  poiuts  dé- 
dæ  dx  dx  dx 

signant  un  quotient. 

, (-*)  . •(-*)* 

11,  r = = , lisez  ; r = — = » 


34*  > 
/</. 
258, 
367, 

282 , 

»84, 

395 , 
3o3 , 
309, 
3u  , 
3ia, 


3^9. 

320, 

334, 


i5,  l’angle  QM'Q,  lisez  : l’angle  QM’Q'. 

9 en  remontant , Ç/  = AQ' , lisez  : QI  = À Q‘. 

6,  —AP Mm — /(Mm  = , //iez  ; — APMn  —HMn  =. 

7 , du  centre  oscillateur  , /irez  : du  centre  du  cercle 

osculateur. 

dym  dny 

4 en  remontant , — , lisez  : —, . 

’ dx"  ’ dx" 

1 3 , si  ce  point , lisez  : si  chacun  de  ces  points. 

4 3 

8 , X = V3  ub* , lisez  : 3 ah>. 

9,  par  rapport  à X . /irez  : par  rapport  à y. 

2 , x = o , //sez  : r = o , y = o. 

4 en  remontant , r et  jet  f,  /irez  ; x , y et  (. 

7 au  dénominateur  de  la  sous-normale , /<>ez  ; . . , 


cos  ? — 5 sin  p. 

d» 


5»  de 


, lisez  : 


’ da 


•la  d j 

it  en  remontant , ^{sinf  , Z/sez  : = ; sin  e. 

7 en  remontant , *•  ( y A )*  1 , lisez  : ir(y+k)*i. 

337 , 6 en  remontant xdx  t -4-  > lisez:.. 
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Page  34o,  ligne'  10  en  remont. , = — (ax—x),  lisez  : = — (a.r-rr). 

554 , les  douze  dernière*  ligne*  *e  rapportent  à la  fig.  48. 

376,  6 en  remontant , x , y , z,  <1,  b,,  e , d , R , lisez  j- 

*..T,  z>  ",  *,  «»  ■fi- 

8 , par  les  rayon*  de  courbure , lisez  : par  le*  centre* 
des  cercles  de  courbure. 
dS  . d Z 

dernière , 


379, 

383, 

4a». 

43r, 

455, 


lisez  i 

d y dr 

q en  remontant , — ss  , lisez  , 
x 

■d”+3  u 


dernière , 


dx""*"3 


lisez 


d’u 


7 en  remontant,  — —,  Usez:  — — 


» 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 

Dans  l’Algèbre  ordinaire,  on  distingue  les  quantités  en 
connues  et  en  inconnues , et  on  a coutume  de  désigner  les 
unes  par  les  premières  lettres  de  l’alphabet,  et  les  autres  par 
les  dernières. 

L’application  de  l’algèbre  à là  théorie  des  courbes  , a fait 
d’abord  distinguer  les  quantités  qui  entrent  dans  l'équation  d’une 
conrbë,  en  données , telles  que  les  axes,  les  paramètres,  etc., 
et  en  indéterminées . Depuis , on  a envisagé  ces  mômes  quan- 
tités sous  l’aspect  plus  naturel  de  constantes  et  de  variables. 

Une  expression  analytique  de  forme  quelconque , qui  ren- 
ferme des  VaHables  et  des  constantes,  s’appelle  fonction  de 
ces  variables. 

Nous  désignerons  les  variables  dfe  la  fonctibn  par  x , y,z,  etc., 
■et  les  constantes  par  a , b , c , etc.  Pour  marquer  une  fonc- 
tion d’une  Seule  variable  comme  x,  nous  ferons  simplement 
précéder  cette  variable  de  la  caractéristique/^ ou  F,  sans  mettre 
en  évidefree  les  constantes  qui  se  trouvent  combinées  avec  la 
Variable  souS  le  signe  fou  F)  mais  lorsqu’il  s’agira  de  désigner 

1 


V 
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a Leçons 

la  fonction  d’une  quantité  déjà  composée  de  celte  variable , 
comme  jr‘, ....  n -f-  bx , etc.  , il  faudra  renfermer  cette  quantité 
entre  deux  parenthèses  : ainsi  f (jt1)  ,f  (a  -f-  bx)  etc.,  dési- 
gneront des  fonctions  de  de  a -f-  bx , etc. 

Lorsqu’une  équation  entre  deur  variables  x et  y,  est  ré- 
solue par  rapport  à yt  par  exemple , en  sorte  qu’on  ait 

J=fx,  ' 

on  dit  que  j'  est  une  fonction  explicite  de  x ; mais  si  y dépend 
de  x par  l’équation 

on  dit  que  y est  une  fonction  implicite  de  x. 

Celle  des  deux  variables  qui  est  sous  le  signe  de  fonction 
dans  y— fx , est  dite  variable  principale  ou  indépendante , 
et  l’autre  est  la  variable  dépendante. 

Il  _y  a lieu  aux  mêmes  distinctions  dans  les  fonctions  de  plu- 
sieurs variables  x , y,  z , etc.  liées  par  une  seule  «quation  ; 
cette  équation  peut  être  ou  n’être  pas  résolue  par  rapport  à 
l’une  des  variables,  et,  dans  le  premier  cas,  les  variables  qui 
sont  sous  le  signe  fonction  , sont  dites  variables  principales 
ou  indépendantes t parce  que  des  valeurs  successives  attribuées 
à celles-ci,  dépendent  celles  de  la  variable  par  rapport  à la- 
quelle l’équation  est  résolue. 

Les  fonctions  se  distinguent  encore  en  fonctions  algébriques  , 
fonctions  transcendantes , fonctions  intranscendantes. 

Les  premières  sont  celles  qui  peuvent  toujours  être  rame- 
nées à une  forme  rationnelle  sous  un  nombre  fini  de  termes. 

Les  secondes  contiennent  des  exponentielles,  des  logarithmes, 
des  lignes  trigonométriques,  des  arcs  de  cercle,  etc. 

Les  troisièmes  enfin,  ainsi  nommées  par  Leibnitz,  parce 
qu’elles  tiennent,  pour  ainsi  dire,  le  milieu  entre  les  deux 
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premières , sont  celles  dans  lesquelles  les  exposans  des  varia- 
bles sont  irrationnels  , comme  \/2  , y'  5 , etc. 

«A  la  naissance  du  Calcul  différentiel , dit  Lagrange  , on 
n’avait  pas  encore  urté  idée  assez,  étendue  de  ce  qu’on  entend 
par  fonction. 

« Les  premiers  analystes  n’avaient  employé  ce  mot  que  pour 
« désigner  les  différentes  puissances  d’une  même  quantité  , et 
« on  en  a ensuite  étendu  la  signific%lion  à toute  quantité 
a formée  d’une  manière  quelconque  d’une  autre  quantité  ; il  est 
« aujourd’hui  généralement  adopté  pour  exprimer  que  la  va- 
« leur  d’une  quantité  dépend,  suivant  une  loi  donnée,  d’une 
« ou  de  plusieurs  autres  quantités  données.  » 

« Sous  ce  point  de  vue,  on  doit  regarder  l’algèbre  comme, 
a la  science  des  fonctions , et  il  est  aisé  de  voir  que  la  réso- 
« lution  des  équations  ne  consiste,  en  général  , qu’à  trouver 
« les  valeurs  des  quantités  inconnues  en  fonctions  déterminées 
« des  quantités  connues.  Ces  fonctions  représentent  alors  les 
u opérations  qu’il  faut  faire  sur  les  quantités  connues  pour 
« obtenir  les  valeurs  de  celles  que  l’on  cherche , et  elles  ne 
« sont  , à proprement  parler , que  le  dernier  résultat  du 
« calcul.  » 

«r  Mais  en  algèbre,  on  ne  considère  les  fonctions  qu’autant 
« qu’elles  résultent  des  opérations  de  l’arithmétique  , généra- 
« lisées  et  transportées  aux  lettres } au  lieu  que , dans  le  calcul 
« dont  il  va  être  question , on  considère  les  fonctions  qui 
« résultent  de  l’opération  algébrique  du  développement,  lors- 
« qu’on  attribue  à une  ou  plusieurs  des  quantités  de  la  fonc- 
tion,  des  accroissemens  indéterminés.  » 
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Développement  de  f(x-t-i)  suivant  les  puissances 
ascendantes  , entières  et  positives  de  i , x et  i 
étant  quelconques.  Un  terme  quelconque  de  ce 
développement  peut  être  rendu  plus  grand  que 
la  somme  de  tous  les  suivons. 


* Soit  fx  une  fonction  quelconque  de  x ; si  on  augmente  x 
d’une  quantité  quelconque  i,  la  fonction  variée  f ( x -f-  i J 
pourra  toujours  se  développer  suivant  les  puissances  croissantes , • 
entières  et  positives  de  i-,  la  variable  x restant  indéterminée  r 
c’est-à-dire  , ne  prenant  aucune  valeur  particulière. 

Il  s’agit  donc  de  démontrer  que,  lorsqu’on  ne  prononce 
rien  sur  x , on  doit  avoir 

f (x  + i)  t=fx  + Pi  -f-  P’i1  -f-  P* P -4-  etc.  , 

D’abord' pniSque  la  fonction  non  développée  f {x  -\-  i)  doit 
devenir  fx  pour  i—Of  le  développement  doit,  sous  la  même» 
hypothèse*,  se  réduire  à fx  qui  sera  conséquemment  son  pre- 
mier terme , Ou  le  terme  sans  i.  ' A ‘ • • 

Je  dis,  en  second  lieu,  que  ce  développement  ne  peut  com-> 
porter  un  seul  terme  de  puissance  négative , ou  fractionnaire  de  t.» 
Supposons  d’abord  que  l’un  de  ses  ternies  puisse  être...." 

„ . G . G ....  G 

G i~m  ou  — : pour  1=0,  le  terme  — deviendrait  — =co  , 
im  r 1 im  o 

en  sorte  qu’on  aurai» 

, i 

fx  = CO  OU  — O , 

Jx 
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équation  de  laquelle  on  tirerait  des’ râleurs  particulières  de  X r 
et  l’on  a supposé' que-  la  variable  x restait,  indéterminée.  ,t 

Passons  au  second  ças- , et  soit  l’un  des  termes  Ci  " 

‘ V-  r . . 

ti  - * * * 

ou  C[/im  : -il  est  clair  .que  les  radicaux  qui  sont  dans  la 
fonction  fx , se  retrouvent  tous  et  sou  S les  mêmes  indice^  dans  ' 
f (x  -f-  i)  , et  qu’ainsi  les  fonctions  f ( x -Ç;ij  el  fx  pred- 
nent  le  même  nombre  de  valets*,  en  observant  que  tout 
radical  a autant  de  valeurs  différentes  qu’il  y a tPiAités  dans 
son  exposant,  et  que  toute  fôri^fîdn  irrationnelle  a,^par  coït*- 
séquent,  autant  de  valeurs  dîfféréntes  qu’on  peut  faire  de 
combinaisons -des  différentes  Valeurjjdes  radicaux  qu’elle  ren- 
ferme. Donc , si  le  développajncnt  f (x  -j-  i)  pouvait  conte- 

m 

nir  un  term^tel  que  Gi  “ , chaque  valeur  de  fx  se  combine- 

u 9 u !' 

rait  avec  chacurft  des  n valeurs  du  radical  y im , de  sorte 

que  la  fonction  développée  aurait  plus  de  valeurs  différentes 
que  la  même  fonction  non  développée  f(x~i -i),  ce  qui  est 
absurde. 

Cette  démonstration  suppose  , à la  vérité,  que  les  radicaux 
de  fx  qui  repassent  dans  f ( x-\-i  )^conservent  leurs  indices 
dans  les  fonctions  de  x , représentées  par  P,  P' , P",  etc.  ; 
c’est  ce  que  prouvera  la  'détermination  par  le  calcul  diffé- 
rentiel de  ces,  coeificiens  P y P’,  .P",  etc. 

Ce  développement  de  f [x  -{-  i)  çs(  donc  vrai  tant  que  x ét 
* restent  indéterminés,  ce  qui  n’aurait  plus  lieu  , si  on  don- 
nait à x des  valeurs  déterminées  ; car  il  serait  possible  que 
cés  valeurs  détruisissent  dans  fx  quelques  railicaux  qui  pour- 
raient neanmoins  subsister  dans  / fa: -(-s).  ...  >, 

Pour  donner  un  6eul  exemple  de  cette  circonstance  ? soit. 


fx  = Fx^x.  V x — a. 


* 

* 


V. 


Digitized  by  Google 


6 Leçons  m 

c 

Fx  étant  un£  fonction  de  x sans  radicaux  j la  fonction . . . 

m 

fyx  4-  i)  sera  F{x  + i)  V x — a -f-  * ; et  pour  x = a , va- 
, leur  qui  anéantit  le  radical  dans  fx , on  aura 

m 

f(a  + i)  = F(a  + i)  xy/i, 

i • 

•n  sorte  que  le  développement  de  f (x  -f- t),  pour  x = 4, 
contiendra  des  puissances  fractionnaires  de  i.  Si  l’on  supposa 
encore 

Jx  =»  Vx  -} - a ; 

auquel  cas 

t 

/(*  + *)  = '/(*  + «)+.*  =(«  + «)*  + i (x+a)~'i 

_a 

-\-M(x  + à)  * j*-f-etc.f 

V 

on  voit  que  si  l’on  fait  x,=  — a , hypothèse:  sou»  laquelle 
le  radical  disparaît  dans  fx,  les  coefliciens  {je  f,  s*,  etc.,  de- 
viennent infinis,  et  en  même  tems,  la  fonction  J (x i ) 
dévient  y'  i. 

Mais  nous  examinerons  à part  ces  sortes  de  cas  et  les  con- 
séquences qui  en  résultent. 

On  peut  concevoir  le  développement  général  formé  comme 
il  suit.  Qn  a d’abord 


i , J (x  -(-#')  vsfx  + ip 

en  désignant  par  ip  la  totalité  du  développement,  à l’excep- 
tion du  premier  terme,  en  sorte  que 

ips=Pi  + P'i'  4-  p«p  4.  etc. 

= i (P+  P'i  4-  F'i'*  4-  etc.) 
d'où,  après  la  division  par  *. 

p = P 4-  P'i  -f-  P'i*  4-  etc.  •'  * 


Aiusi  P est  ce  que  devient  p , ou 

t. 


f(x  + i)  — fx  * 

> •»  J 
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faisant  i = o.  On  aura  donc , pour  i = o , 


On  a ensuite 
en  posant 


p==nr+i)-fx_ (i) 

. r-*  *. 

p =z  P + iq, 

iq  = P'i  + P«i 1 + P'"»s  -f  etc. 


■ . . ••  * 
d’où , après  la  division  par  i , • 

qz=.P'  + P"i  + P"'i * + etc.  } , . 

ainsi  i3'  est  ce  que  devient  9 en  faisant  i = o dans  q ou 

„ p ' 

dans  — ■ : nous  poserons  donc , pour  i = o, 

l \ . * 


J” 


p-P 


, • % • • 


(a). 


Si  l’on  fait 

" ir—  P*  i + P"' P + etc , d’où  r = P"  + P"i  -f  etc. 

on  aura 


<7  = P'  + ir  ; 


! ' » * 

Ainsi  Pn  est  ce  que  devient  r,  ou 

ce  que  nous  noterons  ainsi , 

pu—  q~P—  . 


ponr  1 = 0;  c’est 


.(3) 


pour  iso.  Dans  la  même  hypothèse, 


' pm  


r — PU 


(4) 


et  ainsi  des  autres  «oefïiciens.  Ces  coefïicicns  P,  P , P',  P",  etc. , 

....  — fx 

sont  donc  les  valeurs  vraies  des  fractions  — — » 
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, etc.,  qui  toutes  se  réduisent 


8 

p — P q — P' 

ï * » 

à £ dans  la  sejde  hypothèse  i = o ( Alg. , ir*.  sect.  ). 

Aussi,  dit  Lagrange,  Calcul  des  Fonctions,  page  3»8  : 

« Ceux  qui,  d’après  Euler,  regardent  les  différentielles 

« comme  de  véritables  zéro , et  par  conséquent  leur  rapport 

n comme  celui  de  zéro  à zéro , sont  dans  toute  la  rigueur  de 

« l’analyse , qtc.  » C’est  donc  sur  cette  considération  que  nous 

établirons  le  Calcul  qui  est  l’objet  de  ce  Traité. 

Nous  avons  vu  que  le  coefficient  P de  la  première  puissance 

de  i dans  le  développement  de  J ' (tr  + 0 > était  k*  v®leur 

. , , >.  , y(.r4-i) — Sx 

vraie  de  la  fraction  pour  1=0;  mais  toute 

fraction  qui  devient  £ lorsqu’on  attribue  à une  seule  des  quan- 
tités qu’elle  contieut-, -une • valeur  particulière  , prend  pour 
valeur  vraie  , soit  zéro  , soit  l’infini , soit  enfin  une  fonc- 
tion des  quantités  qu’elle  contient  ( Alg. , i".  sect.  ) : or 
nous  ferons  voir , dans  le  chapitre  suivant , que  la  variable  x 
restant  indéterminée,  la  fonction  P ne  peut  être  ni  nulle, 
ni  infinie. 

i 

Le  développement  de  J (x  i)  peut , sous  ces  abrévia- 
tions T 

p = P -{-  P'*  + PHPy  + etC< 

q P 4P*i+  P"'i‘,  etc. 

r = P"  -f-  P'"i  -f-  P,Ti’,  etc. 

etc. 

être  mis  sous  l’une  quelconque  de  ces  formes 

’ i 

/ (x  + i)  — Jx.  -f-  pi 

+ Pi  + <7I* 

i z=.Jx  -f-  ÿ-f-P'i1  + ri3  . ' 

=Jx  -f-  Pi  -f-  Pt*  -f-  P't3  + si^  , 

* ' 4-  etc.  •- 
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et  alors  il  devient  facile  de  démontrer  qu’on  peut  toujours 
assigner  pour  «'une  valeur  telle  que  l’un  quelconque  des  ternies 
de  la  suite  qui  représente  J {x  - f-  i) , l’emporte  sur  la  somme 
de  tous  les  suivans,  théorème  qui  est  d’un  grand  usage  dans 
les  applications  de  ce  calcul  à la  géométrie  des  courbes- 
En  effet  , i n’étant  pas  dans  Jx , ni  dans  les  fonctions  P, 
P',  P H,  et».,  on  peut  toujours  concevoir  i tellement  petit 
qu’on  ait  i°. 

Jx  > pi,  et  conséquemment 

Jx  > Pi  -{-  + P"is  -f-  etc. 

a®.  P>  qi , d’où  Pr>  qi% , c’est-à-dire, 

Pi  > Pi ? -f-  P'i 3 -f-  P"'iï  -J-  etc.  j 

3*.  P'  > 'ri,  d’où  P' P > ris , c’est-à-dire, 

P' P > P"P  + P"/4  -f  P"is  -f-  etc. 

' et  ainsi  de  chacun  des  autres  termes  du  développement , par 
rapport  à la  somme  de  eeux  qui  le  suivent. 

• * • • * t m 

t . y 

' 1 ' # * * X - > 

f . 1 

* 


’ t • • * . ' ' • * * ** 
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CHAPITRE  II. 


Des  Théorèmes  de  Tajlor  et  de  Maclaurin. 


Considérons  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x , 
que  nous  désignerons  par  jx.  Nous  avons  démontré  que  le 
développement  de  /'(x-j-t),  lorsque  x étoit  quelconque, 
procédait  toujours  suivant  les  puissances  ascendantes  entières 
et  positives  de  t , et  que  le  terme  sans  i de  ce  développe- 
ment était  la  fonction  primitive  elle-même , c’est-à-dire , Jx. 
Il  reste  maintenant  à déterminer  les  fonctions  de  x qui  mul- 
tiplient les  puissances  de  i , ou  , au  moins  , à rechercher  com- 
ment ces  fonctions  dépendent  de  la  fonction  primitive. 

A cet  effet , donnons  à la  variable  ou  à l’abscisse  x une 
suite  de  valeurs  xf  x' , x" , x"’ , etc.,  en  progression  par 
différences  égales,  et  soient  y,  J,  y",  y" , etc.,  les  valeur* 
correspondantes  de  la  fonction  fx  ou  de  l’ordonnée  y j si  on 
dénote  la  différence  entre  deux  ordonnées  consécutives  , par  le 
signe  A appliqué  a l’ordonnée  qu’on  retranche , différence  qui 
peut  être  en  plus  ou  en  moins,  on  aura  cette  suite  de  difféiences 
premières. 

y -y- Ay,  y"-j'=&ir',  j'"~y',=Ar‘/  ,y'r-j"'=Aj'",  etc. . .(i) 


Si  on  considère  les  différences  entre  ces  différences  suc- 
cessives Ay,  A y',  Ay" , etc.,  et  qu’on  applique  toujours  le 
signe  A à la  différence  retranchée , on  aura  cette  suite  de 
différences  secondes. 

A/ — Af—Aj,  Ay" — Ay'=Aty,  AJ" — AyU—Aj". . . .(a). 
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On  aurait  pareillement  cette  suite  de  différences  troisièmes , 
donnée  par  les  différences  entre  les  différences  secondes  con- 
sécutives 

Ay'  — A'y  = A}y,  Ay"  — a y = A3/,  etc * (3) 

et  généralement 


A^-Oy'  — tSn—'':y  — A Wy. 


(M) 


(n 1)  et  (n)  étant  des  nombres  d’accens. 

De  toutes  ces  suites  , on  déduit  facilement  celles-ci 

y =y  -f-Ay  —y  + Ay 


y"  —f  + a y =y  + 2A y + A’y 
y » — yil  4.  Ay"  ==y  -{-  3a y 4-  3A’y  4-  A ly 
y"  = y 4-  a y»  =y  4-  44 y + 6A!r  + 4 + Air. 

" etc. 

On  remarque  dans  t*us  ces  développcmens,  i°.  que  les 
coefliciens  numériques  sont  ceux  de  la  puissance  d’un  bi- 
nôme , marquée  par  le  nombre  qui  compterait  les  accens  de 
la  fonction  y qu’on  développe  5 2*.  que  le  premier  terme 
est  toujours  la  fonction  primitive,  ou  la  première  ordonnée; 
3°.  que  les  indices  du  A vont  toujours  croissant  d’une  unité 
depuis  zéro , en  regardant  y comme  A°y,  jusqu’au  nombre  des 
accens  de  l’ordonnée  qu’on  considère. 

11  est  donc  naturel  de  supposer 

m=y+  T,Ay+  - Ay  4-  -4 A3y  +etc . . . (2V); 

mais  la  relation  entre  _y(n+I) , y' , et  les  différences  succes- 
sives relatives  à y',  devant  être  la  même  que  celle  qui  a lieu 
entre  yW , y et  les  différences  relatives  à y,  on  aura 


1.2 
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en  sorte  que  si  on  remplace  y , Ay' , A'y',  etc.  par  leurs 
•valeurs  tirées  des  égalités  (i),  (2),  et  (3),  etc.  , on  trou- 
vera 

, , . „ (n  4-  1 ) n 

—y  + CB  + »•)  Ar+- — — — &y 

( n -4-  O n[  n — 1)  , 

+ L-  -\r *?y  + etc. 

1 • 2 1 J a 

...  <1 

_ . . (n-4-i)n  Cn  + ,)n(n — «1 

Or("+i)»- —>  5 , etc.,  sont 

* 1 •? • J 


1.2 


aussi  les  coefficiens  numériques  d’un  binôme  élevé  à la  puis- 
sance n -J-  1 : donc  ces  coeffiaicns  ayant  été  vérifiés  jusqu’au 
développement  de  yin) , auront  encore  lieu  en  passant  de  ce 
développement  à celui  de  j'i"**"1) , dans  lequel  la  loi  des  dif- 
férences de  y est  d’ailleurs  la  mime  que  dans  j'C"). 

Si  l’on  observe  que  y(H)  est  l’ordonnée  qui  répond  à l’abs- 
cisse xi"),  et  qu’aussi  les  abscisses  x' , s*,  x'",. . . .x(")  , 

forment  une  progression  croissante  dont  la  différence  est  cons- 
tante , on  aura  d’après  la  notation  déjà  convenue , 


:2AX, 


x"f — x = oAx  , etc. , 


x' — x = Ax  , x1/ — x : 

et  conséquemment 

"X'—X-yAX,  x"—X-{-2AX  y X,"=:X-\-'iAX....X^,)—X-{-nAX. 


Si  donc  on  fait  nAx  —i,  d’où  Ax  = — -,  et  qu’on  se  rappelle 
qne  y1-")  = f (x  nÂx  )—f  {x  -f-  i) , ( N)  deviendra 

/>+0  =/*+»*r+ 

or , il  a été  démontré  (chap.  Ier.)  que  si  dansyx  on  change 
x en  x-f-Ax  t le  développement  de  J \x Ax)  est  de  la  forme 

/ (x  -[-  Ax)  = fx  -j-  PAx  -J-  PAx*  -j-  PU  Ax'*  4*  etc (4i 
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P,  P',  P",  etc,  étant  des  fonctions  de  x;  donc,  à causé  de 
J ( x -f*  Ax  ) —y',  lorsque  y = fx  , on  aura 

— j = Ay  = PAx  + P'Ax’-f-  P"Ax3  -|-  P" Ax'q  -}“  etc.  (5) 

Pour  passer  du  Aj'  au  A^' , et  conclure  le  développement  du 
Ay,  il  faut  dans  A/-,  c’est-à-dire-,  dans  P,  P',  Pff  , etc.  , 
changer  x en  x-f-Axj  et  comme  alors  P deviendra 

P -j-P, Aar-f-  P/(Ax’  -f-  etc., 

P'  deviendra  -y  . . 

P -f-P/Ax-j-P^'Ax’-f-  etc. 

P"  deviendra 

P^-l-P^Ax-J-P/^Ax’-f-  etc. 
etc. 

J « • 

il  s’ensuit  que  la  différence  Aj-*'  — Ay , c’est-à-dire  , A' y 
aéra,  après  les  réductions, 

; A’jf  t=  ÇAx1  -f  Q'Ax3  -f-  <?//Ax4  -f.  etc (6) 

où  ÇJ*  représente  P r 1 

* Pour  former  le  A3/,  on  composera  Ay'  par  la  substitution 
x -f-  Ax  pour  x dans  A‘y , ou  dans  Q,  Q',  Ç"  , ctb,  ce 
qui  changera  Q çn 

Q + QiAx  + QnAx* , etc. 

Q'  e»  * 

Q'  -f-  Q/Ax  -f-  Ç,/Ax’ , etc. 

Qu  en  ' - 

Q"  + Q,"Ax  Ç,/'Ax*,  etc. 
etc. 

et  la  différence  Ay' — Ay,~A3y  deviendra,  après  les  ré- 
ductions, 

A3J=-Pax3  -f-  fi'Ax*  -f  RI  Ai r5  -f-  etc ft)  • ■ 

où'  jR  représente  Q,.’ 
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On  trouvera  de  même 

A'y  — Sax'*  + S'Aa r5  -f-  S"Axt  -f-  etc (8) 

&(—')=  UAxn—  -f-  Vax"  +Ul,Axn•t^•  4-  etc. 

A'"y  = Fax"  4*  F'Axn+t  4-  F"ax"+’  4-  etc. 

» 

Ces  substitutions  faites  dans  ( 2V'  ) pour  Ayf  Ay , Aly,  etc.  , 
donneront 

/(x  4-  «')=/*  + « { + P'Ax*  -f-  etc.  } 


+ 


n(n—.) 


1 .2 


+ 


*+- 


w(n  — i )(w  — 2) 
1.2.3 

n(n  — 1)  (n — 2)  (n — 3) 

1 .2.3.4 


| Ç>Ax’  4-  Ç'Ax 3 4-  etc.  | 

| RAx 3 4-  Ax-*  4-  etc.  J 

| S Ax-i  4-  S'ax1  4-  etc.  ^ 

4-  etc.  y • 

Qu’en  place  de  Ax  et  de  ses  puissances  dans  le  développe- 
ment , on  mette  — , et  les  puissances  correspondantes  : on 
aura  cette  nouvelle  forme  de  développement 

/(*  + i)=/ï  + n{p  4 + 

+??+*}•••«"*> 
ae+Jp  a +<te} 


+ 


1.2.5 


-f-  etc. 


Mais  à cJuse  de  i — nAx  , on  voit  que  i ne  variera  pas  si 
l’on  prend  des  sous-multiples  quelconques  de  Ax  avec  les  mul-  , 
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tiplés  correspondons  de  n,  et  — variera  dans  les  mêmes  hy- 
pothèse*} donc  on  ne  doit  retenir  du  développement  (N")  de 
J ( x -f  »)  que  les  termes  indépendans  de  — ■ } autrement  la 

fonction  développée  aurait  beaucoup  plus  de  valeurs  que  la 
même  fonction  non-développée , ce  qui  impliquerait  con- 
tradiction. Ainsi  après  avoir  exécuté  toutes  les  multiplica- 
tions dans  le  développement  (N")  , il  faut  rejeter  la  totalité 

i t 

des  termes  multipliés  par  — , quelles  que  soient  les  puis- 
sances de  i et  de  n.  Ce  développement  se  réduittdonc  à 


(*+*')  =>+Pt'+Q  —,  + RT^  + S 7^374  ■ 


- etc. . (A™) 


Ici  les  fonctions  P,  Q,  R,  S , etc.,  sont  les  valeurs  vraie» 
de  ces  rapports 


AX  » 


= P -f-  P'Ax  + etc. 


(«) 


- AX^  ==  ^ ^ etC-  * • V • (*) 

= R + R'ùx  + etc (c) 

, t 

a(»— >)r 

— n ~ — U+  U' ax  -f  etc (m) 


aWv 

• ' ~~  = + etc (n) 

etc. 

dans  l’hypothèse  Ax=o,  pour  laquelle  on  a Ajy  = o,.,.. 
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Ay o , A*y  = o , . . A =o  , .A \n'y  = o , puisqu’a- 

lors  y',  y« redeviennent  y. 

11  est  essentiel  d’observer  que  l’hypothèse  du  Ar=o  n’a 
pour  objet  que  de  faire  trouver,  d’une  manière  abrégée  , les 
fonctions  P,  Q,  R,  etc.,  qu’on  pourrait  obtenir  sans  rien 
prononcer  sur  Ai  , en  effectuant  la  totalité  des  développe- 

A 7*  A1  T*  » 

• mens  ac  — — y •—-* , etc. , dont  on  ne  prendrait  ensuite  que  Id 

premier  terme  ou  le  ternie  sans  Ax  ; en  sorte  que  cette  hypo- 
thèse n’influe  pas  sur  l’accroissement  de  *,  et  ne  le  détruft 
pas,  comme  on  aurait  pu  le  penser  d’abord. 

Ainsi  , d’après  (4) , la  fonction  P est  le  coefficient  de  la 
première  puissance  du  A.r  daus  le  développement  de  .... 
/ ( x -f-  Ax);  elle  est  aussi  d’après  (a)  la  valeur  vraie  du  rap- 
Ar 

port  — - , pour  Ax  s=  o. 

La  fonction  Q ou  P , n’est  que  le  coefficient  du  Ax  dans  1® 
développement  de  P,  après  le  changement  de  x en  x -pAx.  Cette 
fonction  Q est  encore,  d'après  (b),  la  valeur  vraie  du  rapport 
a y 

• - , pour  Ax  — o,  . — 

La  fonction  R ou  Q,  est  le  coefficient  du  Ax  dans  le  dé- 
veloppement de  Q après  le  changement  de  x en  x-f-Ax: 

. A^y 

R est  dans  (c)  la  valeur  vraie  de  - — r , pour  Ax  = o. 

‘ AX* 

Et -ainsi  des  fonctions  suivantes  $,  71,  etc.  du  dévelop- 
pement {N'"). 

Pour  rappeler  en  même  tems  l’origipe  et  la  dérivation  suc- 
cessives de  ces  fonctions  P,  Q,  R,  etc.,  nous  %s  rempla- 

r • iïY  a 

cerons  dans  le  développement  [N'")  par  — — , ^ , etc.,  en 

changeant  cependant  A en  é,  pour  dire  que  ces  rapports  ne 


Digitized  by  Google 


I 


dk  Calcul  différentiel.  , 17 

correspondent  à ces  fonctions  <jue  pour  Ai  = o , ou  que  lors- 
qu’ils sont  rigoureusement  f,  auquel  cas  P,  Q,  R,  etc.  en 
Sont  les  valeurs  vraies. 

On  aura  donc  , en  partant  de  y s= fx  , 

_ . Jt  d y d*r  i*  dV  *‘3 

/(,  + 0=/x  + ^i  + 3^  — + 1X_+«c.. 

formule  donnée  d’abord  par  Newton,  à la  fin  du  livre  des 
Principes  pour  l’Interpolation  des  lieux  des  eomètes  , et  en- 
suite appliquée  par  Taylor  au  cas  où  l’accroissement  i devient 
infiniment  petit. 4 * 

dy  d3^ 


• dv 

Les  coefficiens  — — , — — 
dx  dx’ 


dx3 


, etc. , se  lisent  ainsi  i 


dy  sur  dx,  d'y  sur  dx*,  d3^  sur  dx3,  etc. , et  non  pas  djr 

t ’ dr* 

divisé  par  dx  , dy-  divisé  par  dx1  ; etc.  , parce  qu'ici  — ■ , 

dx 

dfy*  , 1 

-g  ^ , etc. , ne  sont  pas  des  rapports , mais  de  simples  nota- 
tions qui  rappellent  des  valeurs  vraies,  ou  des  premiers  termes. 

Ainsi,  d’après  les  développemens  (a),  (b),  (c),  etc.  et  les 
notations  convenues,  on  a 

.te 

dx  dx*  • x dx3  dxn_,‘  dx" 

Nous  appellerons  différentielles  les  termes  successifs  du  dé- 
veloppement de  la  différence  finie  f{  x -(-  i ) — fx , pris  abstrac- 
tion faite  des  dénominateurs  numériques  î.x,  t.s.5,  etc.  y 
mais  comme  pour  rappeler  que  nous  ne  considérions  que  le 

premier  terme  du  Ay,  ou  plutôt  du  rapport—^-  , nous  chan- 

AX 

gions  A en  d,  de  même  ici,  nous  noterons  par  dy  la  pre- 
• « • dv  ( * 

miere  portion  — i de  l’accroissement  total  f(x-\-L) — fxy 

et  c’est- ce  premier  terme  que  nous  nommerons  différentielle 
première* 


1 
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Le  terme  i%  qui  e&t  le  premier  de  la  différence  entre 

f (x i) — fx  et  dy,  se  nommera' différentielle  seconde , et 
on  la  notera  par  dy 

d3  y 

Le  ternie  -pL  t5  par  lequel  commence  le^  développement 

dy 

de  la  différence  entre  {/(x-j-t) — fx  } 2-  i , et  dy  sera 

la  différentielle  troisième  , qu’on  notera  par  d^y. 

Et  ainsi  de  suite.  Calculer  les  différentielles  successives  defx, 
c’est  donc  préparer,  aux  diviseurs  numériques  près , les  clémens 
du  développement  de  f(x-\-i)  : tel  est  l’objet  de  la  différen- 
tiation. “ 

Rien  n’empêche  de  remplacer  dans  le  développement  de 
f{x-\-i)y  et  dans  les  différentielles  qui  n’en  sont  que  les 
différent  termes  , aux  diviseurs  numériques  près  , t par  dx  , 
l’accroissement  dx  étant  fini  comme  i : et  alors  Jes  différen- 
tielles et  le  développement  s’énoncent  ainsi  : 

Ar=$-ir,  Vs=Pt<>*', 

J dx  ’ 1 dx’  y J dx3  * 

/(x+<jx)=y-i-d^-f-^-d*rH — r?dlr+  ; <Hr-t-etc. 

• “ 1*2  ; 1 1 2 . J 1 • 2 • J>  Z| 

On  observera  que  la  grandeur  de  l'accroissement  dx  qui 
est  en  facteur  dans  le  développement  et  dans  les  différen- 
tielles , n’jnflue  -en  aucune  manière  sur  le  mode  suivant  le- 

. T7  jn  ^ -T  , „ 

quel  chacune  des  fonctions  - , ~~ , ~r;  dérive  de  y et 
V . dx  ' dx1’  dxi  ■ t •' J 

de  la  précédente  ( pag.  16). 

Ainsi , on  emploiera  ces  abréviations  de  calcul.  On  écrira  dans 
la  fonction  proposée  x -f-  dx  pour  x j on  développera  jusqu’au 
terme  de  dxinefusivement,  qt  ce  terme  sera  la  différentielle  pre- 
mière Pilx  notée  par  dy.  Dans  P on  changera  x en  x-^  dx , ou 
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'développérâ  seulement  jusqu’au  terme  de  Jx , lequel,  multiplié 
par  dx  facteur  dans  Pdx , sera  la  différentielle  seconde  Qdx*  , 
notée  pard'l/".  On  fera  la  même  substitution  dans  Q,  le  dévelop- 
pement jusqu’à  dx  inclusivement;  on  multipliera  ce  terme  par 
dx”  facteur  dans  Qdx*,  et  on  aura  la  différentielle  troisième 
Rdx3  rappelée  par  d3y,  et  ainsi  des  autres  différentielles.  Il 
suffira  donc , pour  chaque  fonction , de  savoir  former  sa  diffé- 
rentielle première. 

D’où  il  résulte  encore  t°.  que  pour  avoir  la’difTérentielle 
seconde , il  faut  différentier  le  coefficient  du  dx  dans  la  dif- 
férentielle première , et  multiplier  par  dx. 

2".  Que  pour  avoir  la  différentielle  troisième , il  faut  diffé- 
rentier le  coefficient  du  dX*  dans  la  différentielle  seconde 
et  multiplier  par  dx*.  * 

3°.  Que  pour  obtenir  la  différentielle  quatrième , il  faut 
différentier  le  coefficient  du  dx3  dans  la  différentielle  troisième, 
puis  multiplier  par  dx3. 

Et  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  dit  que  le  coefficient  P ne  pouvait  être  ni  nul, 
ni  infini  : supposons  d’abord  qu’il  puisse  être  nul  , et  repré- 
sentons-la  par  çx,  qu’il  faut  lire  : fonction  de  X. 

Nous  avons  démontré  que , . de  la  mêiïie  manière  que  Q 
dérive  de  P,  R dérive  de  Q , S dérive  de  R , été.  , dans  le 
développement 

/ ( x +•  t ) —fx  + Pi  + Qt'*  + Ri3  + etc. J 

! 

donc  P étant  la  fonction  primitive  <px , on  doit  avoir 

ç ( x + i ) = P Qi  -f-  Ri'  Si3  -J-  etc. 

Or,  la  fonction  P,  c’est-à-dire,  çx  étant  identiquement  nulle, 
puisqu’autrement  de  P=o,  on  tirerait  des  valeurs  particu- 
lières de  x , tandis  que  la  variable  x est  quelconque  , on  au- 
rait q>  ( x -f-  *)'  identiquement  nulle  , quel  que  fût  l’accrois- 


•) 
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sement  »;  et  conséquemment  de  l’hypothèse  P=  o,  on  déduiraie 


Q—o, 

d’où  on  conclurait 


5=o,  etc.  ; 


/ (x  + »)=/x; 

donc  J'x  serait  une  fonction  de  constantes , ou  une  fonction 
identiquement  nulle.  Ainsi  l’hypothèse  P—  o est  inadmissible» 
Qu’on  ait  P infini , f [x  • i)  sera  infinie  , sans  que  J'x  le 
soit,  puisque  x est  quelconque,  ce  qui  est  absurde  ; car 
J (x-M)  est  composée  en  x -f-  » comme  Jx  l’est  en  x. 

Ainsi  toute  fonction  de  x admet  des  différentielles  succes- 
sives, lorsqu’un  ne  prononce  rien 'sur  x. 
dy  dar  * 

Ces  notations  -5 — , - — -,  etc.  , sont  encore  dites  coefficiens 

4 uZ  Q 30 

différentiels  f parce  qu’en  effet  les  facteurs  P,  Q,  R , etc.,  qui 
en  sont  les  valeurs  vraies , sont  aussi  les  facteurs  de  dx , 
dx‘ , dx3 , etc. , dans  les  différentielles  successives  : d’ail- 
leurs , comme  le  coefficient  Q n’est  que  le  coefficient  dif- 
férentiel dans  la  différentielle  de  Pj  qu’aussi  R n’est  que  le 
coefficient  différentiel  dans  la  différentielle  de  Q,  et  qu'il  en 
est  de  même  de  chaque  coefficient  par  rapport  à celui  d’où 
il  dérive,  on  a,  d’après  la  manière  de  noter  Us  coefficiens 
différentiels 


dP 

G — "K"’ 


*=-£,  *=4£, 

dur  dx 


etc. 


c’est-à-dire. 


d’y 

dx7 


<£)  av  <S) 


dx 


dx3 


dx 


dfy 

dxt 


<£) 


dx 


etc; 


transformations  qui  nous  serviront  par  la  suite. 
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^ • 

* 

Si,  dans  f {'!c  i)  y on  fait  x = o,  l’accroissement  > re- 
devient x , ce  que  l’on  comprendra  mieux  si  l’on  considère 
X comme  l’abscisse  d’une  courbe  , et  y comme  l’ordonnée 
correspondante  : cette  abscisse  devenant  nulle , l'accroisse- 
ment i de  x se  compte  de  l’origine , et  devient  l’abscisse  de 


JZL 

d.r 


l’ordonnée  fi  : alors , les  fonctions  de  x , désignées  par 
dar  cPr* 

y y etc.  , qu'on  note  assez  souvent  par  y*  7 y* , 

etc.  ',  deviennent , ainsi  «que  fx  , des  fonctions  de  cons- 
tantes ; si  donc  , pour  x = o,  on  les  distingue  par  j*  , jr1* 7 
Jrll°,  etc. , on  aura  • 


fi=(r)My  ) — +(y"“) 


+ etc. 


Tel  est  le- théorème  de  Maclaurin , qui  sert  à développer 
une  fonction  de  i ou  de  X , suivant  les  puissances  croissantes, 
entières  et  positives  de  la  variable  : mais  ce  développement 
peut  être  en  défaut,  parce  qu’il  résulte  de  celui  de \/  (x  i ) 
en  attribuant  à x la  valeur  particulière  x — o.  €e  cas  sera 
le  sujet  d'un  examen  particulier. 
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CHAPITRE  III. 

/ 

Différentiation  des  fonctions  quelconques  d’une 
seule  variable. 


Nous  avons  vu,  dans  le  chapitre  ^précédent , que  la  forma'ioa 
du  développement  général  d'uuc  fonction  quclconquc./(x-f-.lx  J, 

se  réduisait  à la  déterminatiop  du  coeffici?nt  P ou  ~f  , puisque 

<ix 

de  la  même  manière  que  P dérive  de  jr  ou  de  fx  > Q dé- 
rive de  P , R de  Q,  etc.  Nous  nous  proposons,  dans  ce 

chapitre , de  déterminer  le  pour  les  fonctions  composées 

d’une  manière  quelconque  de  la  seule  variable  x , mais  formées 
de  diverses  ^fonctions  dex  combinées  par  addition,  soustraction, 
multiplication  , division  , élévation  de  puissances  extraction 
de  racines  : et  d’abord  nous  procéderons  à la  recherche  dus 
différentielles  de  la  fonction 

. j == /x  = ap  -(-  bq  -f-  cr  etc. 

« 

p,  y,  r,  etc.  étant  des  fonctions  algébriques  de  x,  et  a , 
b,  c,  etc.  des  constantes.  On  écrira  x -f-  dx  pour  x dans 
chacune  des  fonctions  pf  qpr,  etc.  :•  alors 


p devient 
y devient 
r devient 
« devient 


p -f-  p'Ax  -f-  p"dx'  -(-  etc* 
q -f*  q'éx  -f-  f/'tdx’  -J-  etc. 
r.-J-  r'dx  -(-  r*dxa  -)-  etc. 
s -j-  s'dx  -j-  suAx*  -f-  etc. 


Digitized  6y  Google 


DE  CaLCuL  rilFEÉKENTIH,.  2ÿ 

en  sorte  que 

f \x  ~h  dx)  — op  4 6q  4 cr  -J-  etc.  , 

Map'  jp'bf  + cr  4 e^U J?;  ' 

4 cr"  4 etc.)  d**.j 

+ etc. 

• C j f fil  • • • . — 

or 9 d apres  la  définition  de  la  différentielle  première  , 

à?  = ap'Ax  + bq'dx  4 cr'da*  4 etc.  f * 

ruais  p'dx,  q'dx,  r'drf,  etc.',  sonYles  différentielles  des  fonc- 
tions p,  q,  r,  etc. 

Ot  aWk  donc  cette  autre  enonciation  du  d \y,:  savoir ’t  ' ’ 

dy  = adp  4 pdq  4 c.dr  4 etc4 

En  sorte  que  , pour  dijfércntier  une  somme  de  fondions 
àe  x,  if  faut  dijfcremier  , en  partie  ùtier^^cTiqc  une  de  ces 
fonctions , comme  si  les  autres  èl'aient  constantes. 

Ces  fonctions  p,  q,  r,  etc.,  pourraient  à fa1  vérité 

-,  v.  ■ ; ' ■ , - ’ 

renfermer  des  expressions  en  or,  telles  nue  — — U-  - 

M a’  + b'x+c'x'r 

", ■ ‘ «no  ; .v  , tno.iici -r.:  .i 

V ^4^ , etc.  que  nous  ne  savons  pas  encore  différenlicr  ; 
cependant  il  est  toujoiirk' démonté  qiîe,  quelle  que  soit  la 
' composition  de  ces  fonctions  , il  faut  différentiel-,  chacuns, 
déliés,  comme  si  elle  était  sèule,  sauf  à donner  des  règles 

pour  les  différens  cas  qui  peuvent  se  présenter.  j-, 

Si  j-,  au  lieu  d’être  une  somnje , e$t  u,n  produit  de  fonc- 
ions, et  qu’on  ail  d’abbrd  ' " 

' *»b"  ; •{•  "i  in  Iv  1<  t 

J — apq, 

p et  <7  aÿàht  ét4  dèfmiespfi^  J&titj'el  a êtanYurte'’  constante  . 
après  la  substitution  faite  de  ^4  dx  pour  x,  p se  chân- 
gera  en  tt  • ' * V. 

P + P oa | 4 p"dx*  4 etc.. 


1 3 

jO 
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et  q en 


Lcçoro 


q *f-  q'Ax  -f-  q"dx'  + etc. , 
la  fonction  proposée  devient  donc 

f (x  + dx)  = apq  4-  [aqp'  4-  d*  4*  Qd**  4” ®tc.j 

retranchant  de  part  et  d’autre  le  premier  terme  du  dévelop- 
pement qui  est  toujours  la  fonction  donnée,  puis  passant  à la 
différentielle,  on  trouve 

d jr  =r  aqp'Ax  4-  apq'dx. 

Or , p'Ax , q'Ax  sont  encore  les  différentielles  de  p et  de  q! 
Donc 

Aj-  ou  d ( apq ) =aq.Ap  4-  ap.Aq  ; 

et  de  là  on  déduit  cette  règle  : pour  différenlier  un  produit 
pq  de  deux  fondions  de  x , il  faut  différenlier  séparément 
par  rapport  à chacune  des  deux  fonctions  , en  regardant 
Poutre  comme  constante,  et  la  somme  des  différentielles  t 
est  la  différentielle  du  produit . 

Généralisons,  et  supposons 

y =fx  = apqr  » 

par  la  substitution  de  x Ax  pour  *,  ' 

p devient  • p 4-  p'Ax  -f-  p^Ax*  4-  etc.  , 
q devient  q 4-  q'Ax  4-  q"Ax%  4*  etc.  , 

r devient  r 4-  r’Ax  4-  r*d«*  -f-  etc. , 

en  sorte  que , faisant  le  produit  de  ces  trois  développemens  /,• 
on  trouvera 

W ’ 

/( x 4-  dx) s=  apqr  4.  a ( qrp' 4-  rpq' 4-  pqr*  ) dx  4.  Qdar’4-  etc. 
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«t  de  là,  on  déduit  la  différentielle' 

dy  = aqrp'dx  -f-  arpq'dx  -|-  apqr'dx  , 

ou  p'dx , q’dx,  r'dx  sont  les  différentielles  dp,  dq,  dr.  On 
peut  donc  énoncer  ainsi  la  différentielle  dj- , 

d y ou  d {apqr)  z=  aqr.dp  -f-  arp.dq  -f-  apq.dry 

on  n’a  encore  dijférentié  que  par  rapport  à chacune  des 
fonctions  successivement , regardée  comme  seule  variable  , 
les  deux  autres  étant  considérées  comme  constantes. 

On  étendrait  ce  procédé  à un  produit  d’un  nombre  quel- 
conque de  pareilles  fonctions,  tel  que 

y = apqrs  etc.  ; 

et  on  trouverait  • 

d \y=aqrs. . .dp  -f-  aprs. . .d</-f-  apqs. . .dr-f-  apqr. . .di-f-ctc. 

Nous  déduirons  de  là  la  règle  générale  pour  différenlier  la 
fonction  yx=xm,  m étant  un  nombre  entier  positif  s en  effet, 
si  l’on  met  x™  sous  la  forme  d’un  produit,  on  aura 

y = x.x.x.x 

et  conséquemment , en  différentiant  successivement  par  rap- 
port à chacun  des  facteurs  x , comme  si  les  autres  étaient 
constans , on  aura  * „ 

d y xm~'  dx  + x""~' ' dx  + xm~‘  dx  -f-  etc. 

Comme  ces  termes  sont,  en  nombre  m , Igur  somme  sera 

dy  ss  mxm—‘  dx.  - 

Nous  aurions  pu  déduire  cette  expression  de  la  différentielle 
de  xm,  des  deux  premiers  termes  du  binôme;  mais  nous 
n’avons  pas  voulu  supposer  la  connaissance  de  ce  développe- 
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ment , parce  que  le  calcul  différentiel  en  offre?  une  (ïémons^ 
tralion  très-générale  et  très-simple. 

Il  nous  reste  à diffcrentier  une  fraction  — : nous  poserons 
donc 

remplaçant  toujours  x par  x -{-  dx,  nous  aurons 

ftx  4-  dx)s=  r+ p'ix + r"?*:  +.et<L. 

7 + r/'dx  -f-  q'iàx'  -f-  etc. 

La  division  du  numérateur  par  le  dénominateur  , donnera  ce 
quotient , 

/(x  -J-  di1  ) = y -f-  dx  -f-  Qdx’  -f-  etc. 

=L+(pxEï.yI+<iix.+  M. 

Le  premier  terme  du  développement  répète  toujours  la  fonc- 
tion primitive,  en  sorte  que  retranchant  —,  ouj'-,  de  part 

V 

et  d’autre , et  passant  à la  différentielle  , on  trouve  - • ( 

- y"  • . 

’à  _ <rPl  — P<f  _ qp'àx  —pq'àx  1 


r <r 

Or,  //dx  et'q'dx  sont  les  différentielles  de  p et  de  q -,  on. 

ù . , r . •'  - •.. 

à(ES^  i qâp  ~ piq 


a donc 


d y ou 


i Vf 


Ainsi,  pour  diffèrenticr  une  fraction,  il  faut  multiplier 
te  dénominateur  par  la  différentielle  du  ‘numérateur  ; dé  ce 
prodjiit , retrancher  celui  dit  numérateur  par  la  différentielle 
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du  dénominateur , et  diviser  cette  différence  par  le  carré  dit 

dénominateur.  , 

* '# 

IVous  conclurons  d’abord  de  la  différentielle  de  xm,  obtenue 

^ / mm 

pour»?  nombre  entier  et  positif,  celles  des  fonctions#  " , x " . 

m 

Soit  jr  ==#  " y d’où  7"  = x'n.  Soit  de  plus  y"=z,  et  con- 
séquemment zz=  xm.  Puisque 

z = xmy  z—y*-, 

on  a , en  même  tenis , 

dz  = mx"'—,dx,  dz~nyn~ 1 d_p  : 


d’où 

et  conséquemment 

dy  ou  d 


mxm  1 d#  = nyn~'  àjr  , 


ni  x™ 


■ d#. 


Mettant  pour  y"  — * sa  valeur  x ",  on  aura 


Soit,  en  second  lieu.,  y — x : " j d’où  y — y— m ~ r ^ 
cL  conséquemment 


d’abord  on  a 


y — z , = z : 

^ 9 ~.IH 

^ * 

= ny"-'  dy  , 


puis  en  comparant  — — avec  , ce  qui  donne  P—i,  o>=x",  < 

x"1  y 1 • • r ' , 
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on  trouve 


dx  : 


mi' 


Leçons 


dx  = — mx~m~‘  dx  , 


de  ces  deux  valeurs  de  d z , on  tire 
Ay  ou 


Ainsi,  pour  diffërtnder  xm , quel  que  soit  le  nombre  m , il 
faut  écrire  l’exposant  de  x en  coefficient  de  cette  variable  scus 
le  même  exposant  diminué  d’une  unité,  et  multiplier  par  dx  (*). 

Ainsi  m étant  un  nombre  quelconque  , on  a ces  différen- 
tielles successives  de  xm , 

d (x1")  t=  mxm—'  àx 
d’(xm  ) = m.m  — i,xm~*  dx’ 
d3(xm)  = m.m  — 1 m — 2.x"'—’  dx1  s 
etc. 

substituant  les  coefficiens  différentiels  qu’on  en  déduit  à la 
i j dr  d’y  * 

place  de  "dx’"*  etc.,  dans  le  théorème  de  Taylor,  con- 

sidéré dans  le  cas  de  /x=  xm,  on  aura 


(x  + 0*  = xm  -f-  m . xm~ ' t'-f-  m - 


r»t  -J  A 


m — i m — a 

-{-m. — x*~3  t’-f- etc. 

a 3 


A la  différentielle  de  x " , ou  de  Jr,  se  rapporte  cette 
de  toute  fonction  irrationnelle  et  algébrique  de  la  seule  va- 
riable x.  Qu’on  ait , par  exemple  , 

n 

j —f* = 


( ) Voyez  i rc-  note  une  autre  manière  de  parvenir  aux  différentielle* 

tn  Mt 

de  x~  et  x 
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on  posera  z=a’  - j-  x’,  et  on  aura  à différentier  z";  ainsi. 


àj=  — z " ‘ dz  = 


dz 


n \Zz"  — ‘ 


d’ailleurs  dz  s=  2 xdx  ; donc 


« dr  = ■ 


2 xdx 


«t,  pour  n = 2 , 


n l/(a*  -J-  x‘)n~‘ 
xdx 


àJ  — 


y/a1- j-  X* 

Toutes  les  règles  données  précédemment  seront  mises 
pratique  dans  la  différentiation  de  la  fonction 


en 


fx 


(a  — x)m  y/ A’  — x1 


. a 


'V\ 


X*—(T 


f 

V ax — x’ 


b - j-x 


~P>  P_ar=?i  —Vax  — x'z^r, 


car  en  posant 

n 

(a  — x)™  \/ b'  — x’ 

1 

v \/ a — x 

Y b+x 

on  a 

J ~P  + 9 + r5 
dont  la  différentielle  est 

= àp  -f-  dÿ  4-  dr. 

Or,  pour  différentier  plus  commodément  la  fonction 
fera 


p,  on 


(«-xr-z,  W — x>-u  i/"— * . 

* r b±x~  * 


: « 
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en  sorte  que  p = — — , ou  z , u , t,  v sont  des  fonctions  de 
x , et  on  pourra  encore  représenter  zu  par  P , et  tv  par 
ce  qui  donnera , en  dernier  lieu , p = , et  consé- 

quemment 


Q- 


mais 


àP  — udz  -f-  zdu , dQ  = ÿ&i  -f-  ftlv , 

'et  n • 

d z — — m (a  — x)”,— * dx, 

pour  €ifférentier  u,  on  pourra  représenter  b' — x'  par  Ut 

t 

ce  qui  donnera  uz=U  " , d’où  du  = — U n dU  ; et 
comme  d£/c=  — axdx*,  on  aura. 


du  = (&’ — x1)  1 xdx  = 

n n 


■>•  — 1 

(A*  — x*)  " 


dl—  kxl~l  dx. 


a — x 

Il  reste  à trouver  dv ; à cet  effet,  on  ferâ  — = X9  d’où 

* b x • 

/ 1 J. — 1 

v—y/x  et  dv  = —X‘  dX-, 

v {b-\-x)d(a — x)  — (a  — xjdfi-f-r) 

or  OA  =: i 

(b  + x)’ 

et  en  effectuant  les  différentiations  indiquées  d(a — x),  d 'b- (-x), 
,v  — (£>4-x)dx  — (a  — x)  dx  , 

(b  + x)> 

d — 1 / & -H  * (b-ha)  dx 

V l \a-r-x)  (b- f-x;* 


t • 
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On  a donc  tout  ce  qu’il  faut  pour  former  la  différentielle 
d p j ensuite 

dÿ  = — 


a axiix 


(x'  — a'y 


en  observant  que  la  différentielle  du  numé  teur,  dans  la  frac- 
tion a — — étant  nulle,  il  n’y  a plus  qu’à  multiplier  le  nu- 

mérateur , pris  avec  un  signe  contraire  , par  la  différentielle  du 
dénominateur,  et  diviser  par  le  carré  du  dénominateur  ( 26 , 27). 
Il  sera  facile  de  former  dr.  La  somme  de  ces  trois  différen- 
tielles est  la  différentielle  cherchée. 


Nous  nous  en  tiendrons  à ce  seul  exemple  ; mais  nous  invi- 
terons les  élèves  à en  faire  beaucoup  d’autres  y pour  se  fami- 
liariser avec  les  règles  de  la  différentiation. 


* 


* 
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CHAPITRE  IY. 


De  la  Différentiation  des  quantités  transcendantes. 


Lus  quantités  transcendantes  que  nous  allons  traiter  , sont 
les  exponentielles  à txposans  variables  , les  logarithmes  , les 
lignes  trigonométriques , et  les  arcs  donnés  par  ces  lignes. 

Il  résulte  de  la  forme  du  développement  de  la  fonction 
/(*.+  d x)  , démontrée  quelle  que  soit  la  fonction  y=fx  , 
algébrique  ou  transcendante,  et  de  la  définition  ( pag.  17), 
que  la  différentielle  première  de  toute  fonction  d’une  seule 
variable,  est  de  la  forme  Pdar,  P étant  une  fonction  de  x , qui 
dépend  nécessairement  de  la  fonction  donnée. 

Nous  parviendrons  par  deux  méthodes  bien  distinctes  aux 
différentielles  des  fonctions  que  nous  venons  d’énoncer. 

Nous  considérerons  en  premier  lieu  , y = fx  — ax  , d’où  on 
déduit  f ( x -j-  i)  — ox+‘  = ax . «'  1 il  suffit  donc  de  trouver 
les  deux  premiers  termes  de  la  série  a‘ , développée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  /. 

Soit,  à cet  effet , a=  1 -j-b  ; alors  a'  = ( , et  (pag.  28) 


.(1  + + ' — Lb‘-\ X é-3  H-  etc. 

**  i*  J 


■Mtk 

m 


Si  veut  retenir  de  ce  développement  que  les  termes 

multipliés  par  la  première  puissance  de  /,  il  faudra  ne  multi- 
plier i facteur  dans  chique  terme  , que  par  le  produit  des 
nombres  soustraits  de  i dans  chacun  desé  autres  facteurs , et  par 
la  puissance  de  b , puis  diviser  par  le  dénominateur.  Ainsi,  en 
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désignant  par  A le  coefficient  de  i , on  trouvera  facilement 
d’après  la  loi  connue  des  cocfficiens  eu  i , 

b'  b 3 b'>  * 

A zz  b — 1 — 1-  etc. 

2^3  4 

Ainsi  les  deux  premiers  termes  de  a‘  seront  i -{-Ai , et  consé- 
quemment les  cleux  premiers  termes  de  ax+‘  seront  a x-\- Aa  r . i ; 
d’où  l'on  déduit , d’après  la  notation  des  différentielles  et  des 
coefficiens  différentiels, 


d (a*)  — Aaxdx 
da  (ax  ) ” A’’ a1  dx* 
di{ax)  = Aiaxdxi 
d^  (ax)  = A<axdx'> 
etc. 


d’où 


Jy_  _ 

dx 

d’r 


dxa 

Ay 

dx3 


= Aax 
A‘a* 


= A^a* 


_ 


dx4 


= A' 


etc. 


* „ * dt*  dy 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  - , , — ; — , etc.,  dans 

dx  dxa 

la  série  de  Taylor  ( pag.  17),  donnera  ce  développement  de 
l’exponentielle  ax+‘f 

ta  i3 • ù 

ax+i—ax  I Aari+A'a? \-A*xx. 5 +A^ax — -f  etc. , 

~ 1.2  i.z.3  1.2.3.4 


qui,  pour  x = o,  devient  celui  de  a1';  ainsi 

A’i'  AlP  A<i 4 

fl‘  = 1 -J-  arf*  -f-  — — ~ 1 — ; _ ^ -f-  ~ — 7 — 3 — 7“  de.  } 


1 .a 


1.2.3  '.  1.2.3. 4 
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et  changeant  i en  x , 

A'x'  A3!3 

ar=  i -f-  Ax  -j — — - — h 


A 4*4 


1.2  ' 1.2.3  1.2. 3. 4 


etc..(i)(#) 


Pour  la  valeur  particulière  x — — dans  (i),  U série  de- 
vient numérique  ; et  si  on  représente  la  base  correspondante 
par  e,  on  aura 


e = i + 1 + 


i .2.3 


+ etc.  J 


c’est-à-dire , 


e = 2 , 7 1828  18284  5go43  .... 


de  sorte  que  la  relation  entre  A et  e se  trouve  «primée 
d’une  manière  finie  par  l'équation 

V 

aA  — e , ou  a = e',....(a) 


(*)  Si  l’on  suppose  les  développement  do  a*  , log  x , sin  x , etc.  donnés 
dans  l'algèbre  , il  devient  alors  très-facile  de  trouver  la  différentielle  picnuère 
de  chacune  de  ccs  fondions  , de  laquelle  011  conclut  ensuite  les  diiférenuefies 
consécutives..  Eu  effet , en  parlant  pour  la  fonctiun  dont  il  s’agit , de  ce 
développement  connu 

A*x*  A Jx5 

’ «'=!-(-  Ax- \ 1 — ’ ■+■  etc. 

a 3 

et  démontré  {A Ig. , 2'.  sect.  ) , on  différentiel-»  de  part  et  d’autre  , ce  qui 
donnera 

s A'x*  A*x*  A*X*  N 

d ( “*)  = A&x  ^ 1 -t*  Ax  -t  “ + ~ T-+— 4 '"‘J 

Or,  si  l’on  observe  que  la  série  entre  les  parenthèses,  est  encore  1e  développe- 
ment de  «*,  on  aura 

si  ( <f®  ) = Aaxix  , 

ce  qui  est  la  différentielle  prertiièrc  trouvée. 
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Les  logarithmes  calculés  sur  cette  base  e , s’appellent  loga- 
rithmes népériens  j et  pour  les  distinguer  des  logarithmes  ta- 
bulaires , calculés  sur  la  base  to,  nous  désignerons  les  premiers 
par  13  seule  lettre  l;  ainsi,  de  la  relation  précédente,  on  dé- 
duira 

^ la A.  . » * 

• r . 

A est  donc  le  logarithme  népérien  de  la  base  quelconque  a. 
Introduisant  cette  détermination  dans  les  différentielles  trouvées 
plus  haut , ou  aura 

, * '1 


d(ax)  = la  ,axdx 
d*(  ax)  ■=  (la)'. a* dx’ 
d3(ax)  = (la)?. a*  dx3 
d'<( a*  ) = (/aJ^.axda•,| 
etc. 


d (ex)  = exdx 
d’(ex)  = exdx* 
d^if  ex  ) — exdx3 
d\e*")  = exdx4 
etc. 


en  observant  que , d’après  (2),  a devient  e,  lorsque  A ou  la 
devient  l’unité. 

Pour  l’exponentielle  y=.a~x,  on  doit  prendre P'——Aa~xf 
et  conséquemment  d(  a~ x ) = — (la)  a‘~x  dx,...  ... 
d’(a~x)  = (la)’  a~ * dx  etc. 

Avant  d’aller  plus  loin,  nous  ferons  connaître  une  manière 
abrégée  d’énoncer  la  série  de  Taylor.  Si  dans  (1)  on  fait 
A = i,  a deviendra  e , et  on.  aura 


ï + x -f- 


1.2 


+ 


1.2.3 


-f-  etc.  : 

dr 


qu’on  remplace  dans  cette  identité,  x par  — — • i,  et  on  trou-* 


vera 


J r 
*lx 


=,+4^i+f4^'i 


dx 


+ 


,ÆV. 


\ dx / s.2  \dx/  i.a.3 


etc.  j 
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d’où 

Ar 

tijr 

e 

mais 


LkÇi 


0 NS 


-&'+(£),-rr+(£),-£ï+~-' 


dr  . . dy 


d!r 


/(x + 0 -A  = *(/*)«=  âT+1^  7^  + dï^  7^3 


etc. 


donc  on  pourra  poser  A (/x)  = e ,lx  — i , en  observant  de 

H* 

changer  , dans  le  développement  de  •'**  , les  exposans  des 
puissances  de  dy  en  indices  de  différentielles. 

Nous  avons  donc  obtenu  en  même  tems  les  différentielles 
successives  des  exponentielles  a* , e* , et  les  développemens  de 
ces  exponentielles  suivant  les  puissances  ascendantes  entières 
et  positives  de  x. 

De  là  , on  conclut  aisément  les  différentielles  des  loga- 
rithmes : car  de  a*  ==  y , on  déduit 

x = log  j-; 

log  se  rapportant  à la  base  générale  a.  Or , d’après  * . . ; 
d (ax)  = la.a*dx  , on  a , 


dx  = — , 


d(a*) 


dr 


la  .a1 


et  conséquemment 


d (log  = 


jr.l.a  * 


àr 


y .la 


Pour  différentier  les  logarithmes  népériens  , on  fera  la=  i} 
et  la  différentielle  précédente  deviendra 

• /'  -•  ' * d((r)  = ^ :v 
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Ainsi  , i0..  la  différentielle  première  d’une  exponentielle  , 
est  le  produit  du  loga  i'mie  népérien  de  la  base , par  V expo- 
nentielle et  par  la  diff-f  ni  lie  de  la  variable  qui  est  en  expo- 
sant de  la  base;  a0.  la  diffé  i ntielle  première  du  logarithme 
d’une  variable  , est  le  quotient  de  la  différentielle  de  celte 
variable , divisée  par  le  produit  de  la  variable  par  le  loga- 
rithme népérien  de  la  base . 

On  a ces  différentielles  successives  de  logy»,  savoir  : 


d*(log.r)=— J— , d*flogr)=—- , d4(iogjr)=--^r 

Mais  en  partant  dear  = i.  afin  d’avoir 

y = \og  x=fx,  . 

Jes  différentielles  précédentes  deviendraient 


dx1 


adj 


6dx'> 


<\y— — — , d’y= — , dy—'-f—  , dy= — -,  etc., 

x .la  x'.la  ’ J xi.la  x1  la 5 

et  on  en  déduirait  ces  coofficiens  différentiels 


dy  i d’y i d"y  , a dfy-  6 

dx  xla  ’ dx*  x'ia  ’ dx3  x'ia y dx*  xUa  ’ 


donc,  si  l’on  fait  ces  substitutions  dans  le  développement  de 
J[x  + i),  on  aura  celui  de  log  ( x -{- i),  savoir: 


log(x-f-i')=logx  + 


^ Sri  l.i 


1+ 


x .la  2.x1. la  5x3.la  4 x'.la 


+ etc. 


Par  l’hypothèse  x = o , et  le  changement  de  / en  x , cette 
série  devient 

i 

log  x -I — — etc. 

O O 


Ainsi , à l’égard  de  cctie  fonction , le  théoréine  de  Alaclaurin 
(pag.  ai)  est  en  défaut. 

* 
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Considérons  , en  troisième  lieu , les  lignes^  trigonomc  triques 

sin  x , cos  x,  tang  x , et  recherchons  les  développemens  de 
sin  x et  cos  x , qui  ) par  le  changement  de  x en  i,  devien- 
dront ceux  de  sin  i et  de  cos  i : alors  , il  sera  facile  de 

trouver  le  terme  de  première  puissance  de  i , tant  de % 

sin  ( x + 0 que  de  cos  ( x -f-  i ) > terme  qui , d’après  la  dé- 
finition, sera  la  différentielle. 

Soit  * 

cos  9 -j-  sin  9 \/  — i =fy, 

J étant  un  signe  de  fonction  : on  aura 

cos  / -J-  sin  t y'  — i =//. 

Mais  le  produit  des  deux  premiers  membres  étant 

cos  ( $ -4-  l ) -f-  sin  IJ  9 -f-  / ) \/ — i , et  ce  produit  étant  composé 
en  <p  t de  la  même  manière  que  chacun  des  facteurs  l’est 
en  ÿ et  en  t , on  aura  nécessairement 

cos  (9  + t)  -I-  sin  (9  + O \/—  I =y («P  +0 
c’est-à-dire , 

fy  xfl=f(ç  + t), 

* 

ce  qui  est  l’cquation  de  delinition  des  fonctions  exponentielles. 
On  peut  donc  poser 

y<p  = a9 , ou  cos  9 -f-  sin  9 y/ — l = a*. 

Mais  soit  qu’on  élève  a9  à la  puissance  m , sojt  qu’on  change 
9 en  my , on  obtient  toujours  a"*  : on  a donc  l’identité 

cos  mtp  sin  mç>  y/—  1 — ( cos  9 -f-  sin  9 ^ — i)”* , 
et  conséquemment 

I 

cos  9 -f-  sin  9 yj — i = (cos  m<s>  -j-  sin  m$  ^ — i)  (A). 

Maintenant , quelle  que  soit  l’expression  de  sin  x en  série 
suivant  l’arc  x , elle  ne  peut  être  que  de  la  forme....... 

Ax  + Dx * -f-  etc. , en  observant  que  l’arc  et  le  sinus  de- 
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viennent  nuis  en  même  tems.  Or,  comme  cos  x’=  \/ 1 — sin1  x, 


on  aura 

COSX- 


{ 1 — A,x’ — 2 ABx* — etc.  }a=i — 


A'x* 


etc. 


Les  coefïïciens  A , B , etc.  , étant  indépendans  de  l'arc  *, 
resteront  les  mêmes  , lorsque  x deviendra  tnx.  Ainsi 
sin  mtp:  mAx  + nrBx* -f-  etc., 
m'A'x' 


cos  mx  : 


-f-  etc. , 


donc  l’équation  ( A ) deviendra,  après  y avoir  changé  <p  en  x , 

eosx-f-sinary' -\—^x-\-mAx^ — ^x’-j-etc.^*". 

Développons  le  second  membre  à la  manière  du  binonie , en 
faisant,  pour  abréger  , 

X = Ax  yé  — 1 -f-  m Çb^—i  — + CtC^ 

•t  nous  aurons. 

mAmX)y 


cos.r-f-sin.ri/ — 1=1  ~| (mA*)  -f 

m 2 tri1 

(1  — m)  ( 1 — sin) 

+ 4(™*)3  + etc., 


— 1 +-^+ 


2.3  m* 
• m 


(1  — m)  (1  — 2m) 


A'3  -f-  etc. 


2 2.3. 

Comme  le  second  membre  de  cette  identité  doit  être , ainsi 
que  le  premier  , indépendant  du  nombre  m , il  s’ensuit  que 
fous  les  termes  du  second  membre  , multipliés  par  une  même 
puissance  de  m , doivent  s’entredétruire  , et  qu'ainsi  on  ne 
doit  tenir  compte  que  de  ceux  de  ces  termes  qui  ne  sont 
pas  multipliés  par  m.  On  aura  donc  simplement 

cos  x -f-  sin  x y/ — t = i -f -Ax>J — 1 -f  a (AxyJ — i)1 


2. S 


{Ax.  yé — O3  -f-  etc. 


! 
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En  effectuant  Je*  puissances  de  \/ — i , et  égalant  séparément 
les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  , on  aura 


sin  * = ( Ax  ) — 


eos  x — i ■ 


( Ax )5 


2.5 

(Ax)' 


+■ 


(A.r)s 


+ 


i .2. 3. 4*5 
( Ax)1* 
i .2.3.4 


• — etc. , 


etc. 


Il  reste  à déterminer  A qui  entre  dans  les  deu*  séries.  Or  , 
Ax  étant  un  multiple  de  l’arc  x , pour  lequel  sin  x et  cos  a» 
conservent  les  mêmes  valeurs  numériques  et  les  mêmes  signes  , 
si  nx  est  la  demi  - circonférence  , on  sait  que  les  arcs.... 
} x , (2 n + » ) x,  (4«4- 1 )x,  etc. , otat  le  même  sinus  et 
le  même  cosinus  , quant  à la  valeur  numérique  et  au  signe j 
on  pourra  donc  faire  A—i,  = 2/1  -J-  1 w = 4**  *f- t’,  etc., 
et  il  est  naturel  de  s’arrêter  à la  première  dénomination  qui 
est  la  plus  simple.  ( Note  sur  le  chap.  IV  ). 

On  a doue 

♦ * 

(B). ...  sin  x ==  x — + etc.,  . . 

2.3 

x% 

(£}....  cos  x — 1 f-  etc.  * 

2 

et  conséquemment  . m 

t3 

sin  1 ss  t — - -f*  etc.  , 

i* 

cos  t = 1 — 1-  etc. 

2 ' 

t 1 

Cts  dévcloppemens  de  sin  i et  de  cos  i substitués  dans 

sin  ( x + i ) — sin  x cos  i + cos  x sin  i, 
cos  ( x -f*  i ) — cos  a:  cos  *'  — sin  x sin  i , 

donnent,  en  s’arrêtant  à la  première  puissance  de  i 


sin  (x  -f-  1)  = sin  x -{-  * cos  x + etc. , 
cos  {x  -f-  /)  = cos  * 1-  t"sin  x -f-  etc. 
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On  déduit  de  là 

d 'sinx)  d (cos  x) 

; = COS  X , : = S1H  X , 

dx  dx 

et  ces  différentielles  successives  du  sinus  et  du  co^ius 


4‘ 


d (sin  x)  = 
d*  (sin  x)  = ■ 
d1  (sin  x)  = • 
d"*  (sin  x)  = 
d3  (sin  x)  = 


cos  x.dx 

• sin  x dx’ 

• cos  x dx3 
sin  x dx* 
cos  x dx3 


etc. 


d (cos  x)  = — sin  x dx 
d1  (cos  x)  = — r cos  x dx’. 
d3  (cos  x)  = sin  x dx3 
d*'(cos  x)  =;  cos  x dxt 
d5  (cos  x)  = — sin  x dx3 
• etc. 


Ainsi  , 1 *.  la  différentielle  première  du  sinus  d’un  arc,  est 
égale  au  cosinus  multiplié  par  la  différentielle  de  l’arc  ; 
3°.  la  différentielle  première  du  cosinus  d’un  arc , est  égale 
à moins 'le- sinus  par  la  différentielle  de  l’arc. 

En  différentiant  les  séries  (B)  et  (C)  on  trouve 


/ x’  ‘ 

d (sin  x)  = dx  ( i — f- 

d (cos  x)  = — dx  (x 


x6 


a. 3. 4 

«3 


a. . .6 

x3 


1 .2.5 


+ etc.^, 

C) 


• etc. 


a. 3. 4. 5 

Or  le  coefficient  de  dx  dans  la  première  différentielle  , est 
la  série  de  cos  x , et  le  coefficient  de  dx  dans  la  seconde  , 
est  la  série  de  sin  x , d’où  on  conclut  encore 

d (sin  x)  = cos  xdx,  d (cos  x)  — — sin  x.dx. 

On  a toujours  ; pour  un  rayon  égal  à d’unité 

• sin  x 

tang  x = J 

cos  X 

donc , d’après  la  règle  de  la  différentiation  des  fractions  , 
cosx.cosxdx  + sinx.sinxdx  dx 


d (tang  x)  : 


cos’  x 


cos’  x 


litized  by  Google 


-a 


42  Leçons 

La  cotangente  d’un  angle  , étant  la  tangente  de  l’angle  com- 
plémentaire, on  posera 

^ cotang  x = tang  *^  , 


-x  étant  la  demi-circonférence  j conséquemment 

d (cotang*) = d T(tang  — - * A = : 

V a / ,/  * \ 

VT"V 


d* 

sin’  * 


en  observant  qu’ici  la  différentielle  de  l’arc  — — * est  — d*  , 

2 

T 

parce  que  — est  une  constante. 

Ainsi  1®.  la  différentielle  première  de  la  tangente  d’un  arc, 
est  égale  à la  différentielle  de  l’arc  ( divisée  par  le  carré  du 
Cosinus;  2*.  la  différentielle  première  delà  cotangente  d'un 
arc , est  égale  à celle  de  l’arc , prise  en  signe  contraire , divisée 
par  le  carré  du  sinus . 

On  a 

» / 


*ec  * : 


cos  x 


et  de  là 


d(sec*J= 
et  parce  que 


sinx.dx  tangx.d* 


cosa  * 


cos  * 


= tang*.  sec  je.  d*; 


cosec 


* — sec  x^  , 


on  a 


d (cosec  x)=d^sec  ( *)^  = 


cns.x.dx 


cotx.dx 


sin*  x sm  * 

■ . ==  — cot*  cosec  x.d*. 

Ces  dernières  règles  étant  d’une  énonciation  un  peu  longue* 
nous  nous  dispenserons  de  les  traduire  en  langage  ordinaire. 
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Il  nous  reste  à considérer  et  à différentier  les  arcs  don— 
liés  par  l’une  quelconque  des  ' lignes  trigonométriqucs.  Ainsi  , 
par  exemple,  un  arc  peut  être  défini  par  son  sinus,  par 
son  cosinus,  sa  tangente  , ètc.  ; mais  avant  tout  , nous  fe- 
rons quelques  distinctions  nécessaires.  A un  arc  donné  cor- 
respond un  seul  sinus  , un  seul  cosinus  , etc.  ; mais  à un 
sinus  donné  , par  exemple,  correspondent  des  arcs  en  nombre 
indéfini;  savoir:  l’arc,  la  demi-circonfiérence  moins  l’arc,  la 
circonférence  plus  l’arc  ; etc.  En  général  , la  donnée  de  l’une 
quelconque  des  lignes  trigonométriqucs  ne  caractérise  pas  un 
arc  , c’est-à-dire  , qu’il  existe  une  infinité  d’arcs  définis  de  la 
même  manière. 

Ces  notions  posées  , nous  dénoterons  l’arc  donné  par  son 
sinus  , de  celte  manière  : arc  ( sin  ==  * ) , ce  qui  se  lit  ainsi  : 
arc  dont  le  sinus  est  x.  Soit  donc 

. > j 

y =fx  = arc  (sia  = x), 
on  déduit  de  là  réciproquement 

x = sin  y î 

en  différentiant , ou  a 

dx  = cos  y-dy7 


4r  = 


dx 
cos  y 


or*,  cos  y , ou  le  cosinus  d’un  arc  qui  a x' pour  sinus,,  ost 
\/ 1 — xx  ; donc 


dy  ou  d Çarc  ( sin  = x)>)  '• 


Sx 


V I XX 

La  somme  de  l’arc  dont  le  sinus  est  x , et  de  l’arc  dont  le 
cosinus  est  x,  est  un  quart  de  circonférence;  désignant  donc 
le  premier  par  y et  le  second  par  z , on  aura 


J + z = —y 

3 • 
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et  en  différentiant 

* dz  = — dj- , 

et  de  là 


Ainsi  i0.  la  différentielle  de  rare  donné  par  le  sinus, 
est  la  différentielle  du  sinus , divisée  par  la  racine  carrée  du 
carré  du  rayon  moins  le  carré  du  sinus  ; 1°.  la  différen- 
tielle de  l'arc  donné  par  son  cosinus  , est  la  différentielle 
du  cosinus  prise  en  signe  contraire , divisée  par  le  carré  du 
rayon  moins  le  carré  du  cosinus. 

Soit 

JT  — arc  (tang  = x) 
d’où  résulte  • i 

x = tang  j s 

la  différentiation  donne 


\ ' d y \ 

dx  =s — - — 9 d’où  dr=cos’r.dx; 
cos'y  U 7 

or,  cos  j1-,  ou  le  cosinus  d’un  arc  dont  la  tang  = x,  est 

— — 1 > donc  ■ > 

Y i + xx 

d ( arc  (tang  t=  x)\  — — • 

\ / 1 -(-  xx 

Mais  l’arc  dont  la  cotangente  = x , ajouté  à celui  dont  la 

tangente  — x-,  donne  — , en  sort,  que,  désignant  toujours  le 

z . : 

premier  par  y , et  le  second  par  z , on  a , par  la  différen- 
tiation 

/ \ dx 

d z ou  d ! arc  ( cot  :=  x)  ) = — — . 

v ) y > + xx 

t-  • 

Donc  i°.  la  différentielle  de  l’arc  donné  par  sa  tangente , 


Ç 
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est- égale  à celle  de  la  tangente  •divisée  par  le  carré  du  rayon  , 

plus  le  curré  de  la  tangente  ; f . la  différentielle  de  l’arc 

donné  par  sa  cotangen/e  , est  celle  de  la  co tangente  prise 

en  signe  contraire  , divisée  par  le  curré  du  rayon  plus  le 

carré  de  la  cotansente. 

° ! 

On  a en  même  teins  , 

y = arc  (sec  = .r),  x=secj'; 

donc  ’ 

rï  tans  r.dy 

cus*y  cos  y 


cos  y— =— ; tang  y=  i/xx__, 

sec  y x v v ’ 

donc 

dy=d(  arc  (sec  ses  x)  )= . 

V ^ V-  x)/xx-i  ' 

« « 

d^  = d ( arc  (cosec  = x)  ) = — — ■ « 

' ' x 1/  xx  — l 

On  pourra  maintenant  s’exercer  à appliquer  toutes  Igs’  règles 
précédemment  données , à la  différentiation  de  cette  fonc- 
tion tftélee  de  quantités  algébriques  et  transcendantes 
• , 

x.a  x sinx.cosx  cosl/i—  xx 

y • | - — . | ' 

\og\^i—xx  sec%x  tari"  ( ax  ~ xx  \ 

+ arc  ^tang  = (i  — \/ 1 — ; 

ce  qu’on  fera  plus  commodément  , si  l’on  représente  d’abord 
chacun  des  facteurs  par  une  lettre  ; qu’après  la  première 
différentiation , on  exécute  à part  et  successivement  toutes  les 
différentiations  indiquées;  et  qu’enfin , dans  le  premier  ré- 
sultat , on  énonce  tout  au  mojen  de  la  variable  *. 
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Nons  allons  rechercher,  par  un  autre  procédé , les  déve- 
loppemens  et  les  différentielles  des  fonctions  transcendantes. 
Nous  commencerons  toujours  par  l’exponentielle  a*. 

Soit  a*  fx  i on  aura  aussi  ar  = fy  , et  conséquemment 
en  sorte  qu’on  a cette  propriété  caracté- 
ristique 

fx  x fy  =/f*  +r)>  * 

si  l’on  considère ‘sous  le  signe  f,  la  variable  x comme  l’ac- 
croissement de  y,  et  qu’on  développe  , dans  cette  hypothèse 
f (y  -f-  x ) , on  aura  cette  identité  . 

***** + .m^tp+T^î^ , 

et  après  avoir  divisé  de  part  et  d’autre  par  Jy,  il  viendra 

d f fy)  i A’  d’ ( fy  ) t 
fx  — 1 -f-  x.  — p—  • p—  -) — ; . — -fi  etc...  (t). 

Ar  fx  *•»  Ar*.  Jy T 

Or,  les  variables  x et  y étant  indépendantes,  le  développe- 
ment dê  fx  ne  doit  pas  renfermer  y.  Ainsi  les  coefliciens 

d (fy)  i dJ  (Jy)  i . < , % ( 

— — — • -tx  , — f • ? Btc.  , doivent  être  constats  : on 

ày  fy  <ir  fx 

aura  donc  d’abord 


d (fx)  1 _ a 
Ar  Vr~  ’ 


, • d (fy)  _ 

Al  1 — 1 ■* 


d’où 


djr 


on  tire  de  là 


d1  (fy) 

A7 a?  y d’oii 

d1  (fy) 

tiy 2 

’ 

tiy' 

d3  (fy) 

r 4 

= Ala? , d’ou 

d3  (fy) 

d y* 

/ 

<ir3 

etc. 

= A a? 


'fx~A% 


— A1 
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La  substitution  <le  ces  valeurs  dans  (i),  donne  ce  déve- 
loppement déjà  trouvé  d’une  autre  manière. 

/ N . 


ax  — i -}-  Ax  -}- 


A'x' 


A'x* 


■ + etc. 


1-2  1.2.3 

On  aura  donc  > . 

d (ar)=jartyi  d 3(^)  = ^Vdr3>eld, 

doù  on  déduira,  comme  plus  haut  ( pag.  34  et  35), 

d [ar)-=  la  ar  d.r 
d1  (ax)  = ( la y a*  dx’ 
etc. 


d (e-*)  — e*  dx 
d1  (e*)  = e'  d*> 
etc. 


Soit,  en  second  lieu,  log  ( 1 + x)  =/(  , + x ) , on  aura 
Iog  y —fjr,  et  conséquemment  log  (y  -f  xy)  ~ f (y  _j_ 

Ainsi  la  propriété  caractéristique  de  la  fonction  que  nous  con- 
sidérons , sera 

f (1  + x)  +fy  =f  (y  _J_  xy)  : 

développant  le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  de 
xy , c’est-à-dire , en  considérant  y comme  la  variable  et  xy 
comme  1 accroissement , on  trouvera 


dy 


1.2  dy1 


en  observant  que  Lî&l,  , etc,  indiquent  les  coef- 

fid*nS  des  différentielles  dc/(y  + Xy)  par  rapport  à la 
seule  variable  r dont  xy  est  l’accroissement  : retranchant  fy 
e part  et  d autre  , on  a ce  développement  de>/'(i  ar) 
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» rr  • „ d C/r)  , (fr)  . 3 . 

Les  coemciens  r — : > r — ; > etc.,  doivent 

d/"  iiy*  9 


encor» 


être  constans  ) on  posera  donc  d’abord 


à(fr) 


M, 


d’où 


d (fr) 


M 


' ir  dy  y ' 

on  tire  de  là  , d’apres  la  règle  pour  différencier  une  fraction. 


d'<Jy) 

' M 

d’où 

d’f  fr) 

-M, 

dy‘ 

y%  * 

y ■ 

dy* 

$}(Jy) 

a M 

d’où 

V5 

d 3(fr)  _ 

iM , 

dy' 

y3  ’ 

y • 

dy*  ' ~ 

d '•(fr)  _ 
dyi 

2. 3.  M 

y*  * 

d’où 

J-4- 

di  (,fy) 

dy*>  ~ 

— a.  3.  Afj 

etc. 

et  conséquemment 

/(i+*)=^log(i+x)==Af{x  — ~ + -£-  + etc.} 

série  connue,  et  dans  laquelle  le  module  M,  qui  reste  indé- 
terminé, dépend  de  la  base  a du  sjrstême  de  logarithmes.  On 

, , . 4 Mdy  . ■ , 

a donc  d(logj-)=: : — j mais  en  désignant  ax  par  y , on 

d' 

dr 

vient  de  trouver  d \y  — Ay  d(logj-),  d’où  d (log y)  = -Z_  -} 

. ■ ■ Ar 

on  a donc  cette  détermination  M= — = — -,  laquelle,  subs- 

A la 

tituée  dans  les  résultats  précédens , donne  ceux-ci  rapportés  à 
la  base  a, 

d(logjr)  d^üS-r)==-7— : etc- 

d( ij)  =~r,  *(£0  = — iÇ- 
y y* 

pour  la  base  e des  logarithmes  népériens. 
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Soit , en  troisième  lieu,  ( i .+  *)'»  —f(  i -f-  *);  on  aura 

yn  —Sx»  {y  + xx)m  — f{y  + rj)  : la’  propriété  caractéris- 
tique de  cette  fonction,  sera  donc 

' I 

/(t  + ar)  x fy  =f{y  + xyj. 

Développant  le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  de 
xy , pais  divisant  par  fy,  il  vjendra 

/(,  + «).  = , + ^1^1.  * + *2L*<Jr->  ■ 


AJ  fy  1-2  À \y  ' fy 


+ 


*3r3  à3(fy)  i 


1.2.5  d \jr3  fy 


etc. 


T rr  ■ <1  f fy)  i d’(  fy ) i 

Les  coefliciens  r etc.,  seront 

donc  encore  constans  j ainsi  on  pourra  poser 

d (fy)  « ' „ . d (fy)  ' 

y'~Âÿ~‘fr  = •’  dou  “ df~  = crm~'  =*rry—', 

en  supposant  qu’on  ait  démontré  , dans  tous  les  cas  de  l’expo- 
sant m , que  le  coefficient  du  second  terme  dans  le  dévelop- 
pement de  (i  +*r,  est  égal  à l’indice  de  la  puissance. 
( Voyez  note  irc.)  1 . 

* 

Ainsi 


dv/r) 


d’où 

de  même 
d’où 


Aj~~m  — 

, d ’(.fr)  i 


fy 


d 3(fy  ) 

~dy  ' ~ m ( m _ i ) ( m — a) 


r 


à3(fr)  . i 


dr5  fy 
* etc. 


~ m (ni  — i ) (m  — 2 ). 
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Ces  substitutions  fuites  dans  le  développement  de  /"(i-f-ar), 
donnent  la  formule  connue  du  binôme. 

Soit  cos  x — fx , on  aura  aussi  cos y —Jy  7 

cos  (y  + x)  =/0'  + x),  cos  (y  — x)  z=f(y  — x) , et 
celle  propriété 

zfx'xfj—JXy + x)  + — . 

• 

Si  on  développe  le  second  membre  suivant  les  puissances  de 
Æ , et  que  l’on  divise  ensuite  de  part  et  d’autre  par  2 fy  , 
on  aura  ( ’ • 

a-’  d'{  ff)  t ' x'*  U:fr)  x 

x~l  ,.2  dp*  /p  i.a.3.4  dji  fy  + CtC' 

T fr  . d*f /»  1 d'i  /r)  1 

Les  coetnciens  — — —p— , — — — .-r—,  etc.,  étant  tou» 

dp*  Jr  d r*  fr 

jours  constans , si  on  observe  que  le  cosinusidoit  être  moindre 
que  le  rapon , on  posera 

dr  ’ dp*  y ' 

on  aura  ensuite  "*  . 

. '^/rî  . „ . d4(/r)  , , 

—j——  = + A*  cosp  ; dou-p-.  — = + ^, 

—^r-  =—  a^cosp}  d'ou  — — — A*. 


A*  x%  . ^ar1* 

cos  X =.  1 : f-  — 5 

1 .‘2  1 .2.O.4  t* 


■ + etc.  (. 


développement  ou  A est  un  nombre  encore  indéterminé. 

Soicntsina:— Qx,  cosy—fy,on  aura  sin(^p-f-xj=:f  (y-j-x); 
sia  (y  — x)=<p(y  — ar),  et  cetté  propriété 

2<j>xfr  = <t(y  + x)  ~ip(r  — **)  » 
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développant  le  second  membre  par  rapport  aux  puissances  da 
x , cl  divisant  par  2 fy  , il  viendra 

d(<pr)  » x 3 d3(^7")  1 X5  d^q»/)  1 

<fx~x  djr  "~Jy"^  1.2.3  dr;  ' fy  i...5  djr*  ~fÿ ’ + etc* 

les  coefficiens  -^—.-7—5  -~7~  ) de.,  devant  être 

dr  fy  fy 

constans,  on  pourra  supposer 

— 'J  ■ 

d (içr)  1 , „ . 4(«r>  î 

; •— t—  = O , d OU  ; — ~z=h  COS  Y\ 

d r fy  d;- 

d’où  l’on  déduira  , d’après  ce  qui  a été  trouvé  ci-dessus  , 

d3(^r)  , ,,  ' d3f<pj)  1 • 

-^-bA'cosjr,  dou^-j-.—  = IA') 


dr3 

d5(  çy  ) 


‘1 


d.r*  fy 


= + h A*  cos  jr}  d’otl  -■‘v'.y-'idPf  b A 3 ' 
dr3  J d^  fy 


donc 


sin  x — bx  — b A' 


xJ 


1.2.0 


+ bA\. 


1 .2. 3. 4. 5 


etc. 


Or , l’arc  x étant  n fois  dans  la  demi-circonférence  , tous  lçs 
multiples  de  l’arc  x , savoir  i x , (2  n — 1 ) x , i(  an  -f-  1 ) ,x , 
(4 n — l)xr  etc.,  ont  le  même  cosinus  en  nombre  et  en 
signe;  on  peut  donc,  dans  la  série  du  cosinus,  supposer  A=lf 
ccqui  do  n ne 

x4 


et 


cosm  x 


sin  x — bx  ■ 


1 :a 


+ 


bx' 


-+b- 


1.2. 5. 4 

x5 


etc» 


1.2.5,  1 1.2. 3. 4-5 

' 4 T 

*aMai$  de  la  relation  sin1  x -f  cos’x  ;= 1 ; on  déduit  1 > 


\ . 

% 


Digitized  by  Google 


•1  ( 

5 a • Leçon» 

détermination  qn'on  reportera  dans  la  série  du  sinus.  On  a 
donc  trouvé 

d ( sin  y ) = cos  y .d y . d’  ( sin y ) = — cos  y dj3 , etc. 
d’(cosj')  — — cos/dj-*,  d'*  ( cos ) = cos^-.  dj4f  etc.  ; 

Or  , pour  avoir  les  différentielles  successives  taut  du  sinus  que 
du  cosinus  , il  faut  encore  connaître  la  différentielle  première 
dé  cos  y.  A cet  effet , on  partira  de  la  relation 

. ' i i- 

coS'f  = (i — sin’^”)  t=s 


en  posant  i •—  sin’j' js=  z î jon  déduit  de  là  ( pag.  27  ) 

da  — 2 sin  r.cos  y .*ly 

d(cosr)  = i—  =.;*  — = — sinjr  dr. 

On  peut  encore  observer  que  la  différentielle  de  la  série  du  co- 
sinbs  , donne  pour  coefficient  du  d*  , la  série  du  sinus  , dont 
tous  les  signes  sont  changés  ; propriété  de  laquelle  on  conclut 
enqore  d(  cos  .y  ) = — sin^y  dy. 


4 


X 
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CHAPITRE  Y. 

/ * I _ 

a • , 

* • . * ' 1 • » 

Différentiation  des  Jonctions , telles  que 

f(p,  q , r. . p,  q,  r , etc.  , étant  des  fonctions 
quelconques  de  la  seule  variable  x. 

T 

Supposons  qu’on  n’ait  sous  le  signe  J qu’une  seule  fonction , 
c’est-à-dire  , que 

T~fP- 

D’après  la  définition  , la  différentielle  première  de  f p , sera  le 
terme  de  première  puissance  de  l’accroissement  de  x dans  le  dé- 
veloppement de  J/},  après  avoir  remplacé  x par  X-)-dx.  Or, 
par  ce  changement  de  x en  x -f-  dx  , p ,‘‘sous  le  signe  f,  devient, 
comme  on  le  sait , 

dx’ 

p -f  p'dx  + pi  ——  + etc.  , 


^oii  p'  est  le  dp  sur  dx,  c’est-à-dire,  , p11  est  le  d "p  sur 

U JJ 


dx’,-  c’est-à-dire , 


d ’/> 


, etc.  , en  observant  qu’ici  p est  la 


variable  dépendante , et  x la  variable  principale.  Que  l’on 

il. T1 

désigne  maintenant  p'dx  + P"  — + etc. , par  h : h sera 

l’accroissement  que  reçoit  p , lorsque  x,  dans  p,  reçoit  l’accrois- 
sement dx  : ainsi , la  fonction  proposée  devient  f ( p -j—  // 
et  ou  a,  d’après  le  théorème  de  Taylor , 

h • ; 

+ elc, 


f{p  + h)=fp-+.-ÈIL-h+  Ay 


dp 


dp ‘ 


dp  dp"  î .”2 


1.2 
h * 

r "f"  etc* 


Nous  avons  écrit  d}-  ou  d ( Jp  ) sur  dp  , d.r(Jp  J sur  dp ’ etc.. 
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parce  que  p devient  ici  la  variable  principale  d’où  dépend  y 
ou  fp.  Si  on  remplace  h par  le  développement  que  cette  lettre 
représente^  on  aura 

.J(P+^)=JP  + -^p-{p'dx  + P,/~+  etc} 


+ 


dp 

<Kfr) 

dp» 


{_  . dx1  \ * 

p'dx-j-p# 1-  etc.  I 

) 3 

-f-  «te. 

et  en  effectuant  les  operations , 

+ etc., 

en  sorte  que  la  différentielle  de  fp  est , d’après  la  définition, 

d(./p)  ,,  d (fp  ) dp  dp 

p dx  ou — j . — — dx,  en  remplaçant  p par 


dp 

On  a donc 


dp 

•% 

à(fp)  ! 


d (./p)  dp 


dp  dx 


. dx. 


1 f p \ 

Il  faut  bien  se  rappeler,  i*.  que  — est  ^ coefficient  de 

la  différentielle  de  fp , prise  par  rapport  à p , c’est-à-dire , cnf*t 

regardant  p comme  variable  principale}  2°.  que  -p-  est'cclui 

de  la  différentielle  de  p , prise  par  rapport  à x,  ou  en  regar- 
dant x comme  variable'  principale», 

Pour  mieux  fixer  les  idées , nous  différentierons 

J ~fp  = Pm  y 

p étant  l’infinitinome  a bx  -f-  ex’  -J-  ex3  -f-  etc.  Le  coeffi- 
d (fp)  _m_,  dp  dfa-l- tx-f-cx*-|- etc.") 


cicnt  • 


est  mpr 


dx 


dp  "~r  ’ dx 

t=  b -f-  2 ex  -|-  3 ex1  -f-  etc.  ; donc 

dja-|-Z>x-j-  ftr’  -}-ex3-|-etc.  J’"s=m  (a-f-  bx  - f-  ex’ -j-  etc.)’’”*** 
. * ( b -{-  ? ex  -J-  3cx’-l-  etc.)  dx. 
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i 

et  l’on  voit  que  pour  différentier  un  infinitinomc  élevé  à une 
puissance  , il  faut  encore  écrire  V exposant  en  cocfjicï*  ni  , 
diminuer  l’exposant  d’une  unité , et  multiplier  par  la  diffé- 
rentielle de  la  quantité  sous  l’exposant. 

On  a donc  celte  régi e pour  différentier  une  fonction  de  p, 
p étant  une  fonction  quelconque  de  x.  Faites  le  produit  du 
coefficient  différentiel  de  la  djféivntielle  de  fp , par  rapport 
à p , par  celui  de  la  différentielle  de  p , par  rapport  à s y 
cl  par  dx. 

L’application  de  cette  règle  , donne  ' 

d p 

d(aP)  = la.af.p' .dx  — la.a’’  .— — . dx 

dx 


. . p'dx 

fp)  = *y- 


dx 


. dx 


dp 


d(sin  p)  = cos  p.p'.dx  = ^ cos  p . -p- . dx 

/ “X 

. .dp 

d (cos  p)  = — sin  p.p' . dx  = — sin  p . — — . dx 


etc. 


p étant  une  fonction  quelconque  de  x.  Lorsque  cette  fonction 
sera  donnée,  on  pourra  tout  énoncer  au  moyen  de  la  variable  x. 

Passons  à la  fonction  plus  générale 

y=f(p,  7)> 

p et'  q étant  des  fonctions  de  x.  Il  s’agit  donc  de  substituer 
x dx  pour  x,  de  développer  la  fonction  variée  suivant  les 
puissances  de  dx , et  de  retenir  le  terme  de  première  puis- 
• sance  de  cet  accroissement.  Or  il  est  visible  qu’on  aura  le 
même  résultat,  soit  qu’on  fasse  la  substitution  en  même  ten'is 
dans  les  deux  fonctions  , soit  qu’ou  la  fasse  d’abord  dans 
l’une  d’elles  seulement,  dans  p,  par  exemple,  et  que  dans, 
le  développement  qui  en  résultera,  on  change  partout  x en. 
x -}-  dx  daus  q. 
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Ainsi , ert  écrivant  x -J-  dx  pour  x dans  p seulement , q 
sera  une  constante , et  on  aura  , d’après  ce  qui  a été  trouvé 
plus  haut , ce  développement 

/d  (fp)  d’p  d?(/p)  / dp  y\  dx* 

V dp  dx*  dp*  \dx/  / s- a * 

dans  lequel  nous  n’avons  mis  en  évidence,  sous  le  signe  f , 
que  la  quantité  p , parce  qu’elle  est  la  seule  qui  ait  été  sup- 
posée variable.  Maintenant,  par  le  changement  de  x en  x-f-dx 
dans  q seulement , p redeviendra  constante  à son  tour , et 


chacune  des  quantités  fp  , 


<Hfp) 


d (ff>)  à'P 


d'C  /p  ) /dp  Y 

dp*  ' \dx/  7 


dx  il/?  dx1 
etc.  qui  sera  fonction  de  q,  dans  cette 


seconde  hypothèse  , donnera  lieu  à un  développement  dont  le 
premier  terme  est  toujours  la  fonction  primitive  : ainsi  Jp 
deviendra 

Si  l'on  considère  que  tous  les  termes  donnes  par  le  déve- 
loppement de  — doivent  être  multipliés  par  dx,  on 

verra  que,  sous  la'condition  de  ne  retenir,  pour  former  la. différen- 
tielle première  , que  ce  qui  est  multiplié  par  dx  , on  n’aura  à 

prendre  que  — p — . -p-.dx,  et  qu’ainsi  la  différentielle  de 

d(  fp)  dp 

j (p , q ) ne  sc  compose  que  de  ces  deux  termes  — 


d(/7)  d?  j 

— . — - dx , en  sorte  que 

ütj  dx 


dp  dx 
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où  --  ^ — ■ ~~  dx  est  la  différenlielie  de  f{p,q)>  prise  en 

• d fq-dq 

regardant  la  seule  quantité  comme  variable  , et  — j — — dx 

est  celle  de  la  même  fonction , eu  égard  seulement  à la  va- 
riabilité de  q. 

Qu’on  suppose 

S{p>  <7  ) = P”W  , • 

et  on  aura  , d’après  la  composition  connue  de  la  différentielle 
de/  (P  > 7<» 

d ( p'"qn)  = mq"  .pm~l  dx  -f-  npm.qn~‘  dx. 
Soient  maintenant  f • 

p = a — x,  q 
ou  trouvera 

P 


b — x 


■j  d’où  pm  = (a  — x)™,  q”z= 


[b—xJn 


dp 

~I=Ça  — x)"-«  ; 1; 


q”-1  — 


d q- 


(6 — x ,n~ 1 5 dx  (f» — X J1  ? 


et  conséquemment 


1 


(a-x/m— ‘ dx-f-nfa-x)'"  — — .. 

r ''  (6-x/*v  ^ v ; (ù-x)"—  {b-xf 


dx 


_ ( — m ( a — x)m~' 


=1 


[b — x )" 


+ 


n[a — x',m  | 
[b  — x/,+I  J 


dx. 


C’est  le  résultat  qu’on  obtiendrait  par  la  différentiation  immé- 
diatc  de  y = (a  — x)"*  x 


de 


(/,  — x)« 

On  pourra  appliquer  la  même  formule  à la  différentiation 
j = em  sjn«  (x  — bx *) , 
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Leçon* 


ou 


p = cT  + ix 


q = sin  (x  — bx'): 


Il  est  maintenant  facile  «le  trouver  la  différentielle  première 

« • 

de  f(p  y q , r).  Pour  cela  , on  supposera  que  le  développement 

soit  celui  d’une  fonction  de  trois  variables  /"(p,  q,  r)  t en 
supposant  qu’on  n’ait  encore  fait  varier  x que  dans  p et  dans 
q-,  il  reste  donc  à»  faire  varier  x dans  r , et  par  là  le  premier 
terme  deviendra 


/(p. q,  r ) + 


*'■/') 

dr 


dr  , 

—r—  dx  4-  etc.  : 
dx 


et  on  remarquera  encore  gue  du  développement  donné  par  la  fonc- 
tion qui  multiplie  dxdans  f{p-\-h,  y-f-  Æ)on  ne  doit  tenir  compte 
que  du  premier  terme  , parce  qu’il  sera  le  seul  qui  soit  multiplié 
par  dx,  et  qu’enlin  les  autres  termes  ne  donneront  rien  «psi  ap- 
partienne à la  différentielle  cherchée  ; elle  sera  donc 

, d ! fp)  d p «1  ( fq)  d q «If  fr)  dr 

d [fip,  q,  r)l  = — 'Il . -X  dx  ri — jJl.  —-dx  ri — «Ix. 

" o p dx  “ df  .dx  ^ A' 


dr  dx 


Ainsi,  pour  differentier  f(p,q,r,  etc.),  p,  q,  r,  etc. 
étant  des  Jonctions  quelconques  de  x , il  faut  differentier  suc- 
cessivement et  séparément , par  rapport  à chacune  des  quan- 
tités p,  q,  r,  etc.  de  la  Jonction,  comme  si  toutes  les  autres 
étaient  constantes  ; la  somme  de  toutes  ces  différentielles  , est 
la  di/Jéientiellc  de  la  fonction. 

Celte  règle^cst  générale , et  elle  comprend  toutes  celles  que 
nous  avons  énoncées  jusqu’ici. 
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CHAPITRE  VI. 


De  La  Différentiation  des  équations  entre  dcuap 
variables. 

Lorsqu’une  équation  entre  deux  variables 
'F{x  ,jr)  = o j 

est  résolue  par  rapport  à l’une  de  ces  variâbles , c’est-à-dire , 
lorsqu’elle  est  sous  la  forme 

=fX> 

on  sait- trouver  les  coefficiens  différentiels  de  tous  les  ordres 
ày  d'y  d^y" 

— , — — , — — p,  etc. , puisqu’on  sait  différentier  toute  fonc- 
tion de  la  seule  variable  x.  Il  s’agit  maintenant  d’assigner  ces 
coefficiens  , sans  résoudre  effectivement  la  proposée  par  rap- 
port à y. 

A cet  effet,  imaginons  l’équation  résolue  par  rapport  ny; 
on  aura  donc 

y=fx-, 

• • • 

de  sorte  que,  substituant./^:  pour  y dans  la  proposée  F(x,jr)  — Oy 
elle  deviendra 

F(x, /x)  = o = u.  . 

* 

Mais  F(Xyfx)  sera  une  simple  fonction  de  x , que  noua 
pouvons  noter  par  Qx , laquelle  sera  identiquement  nulle  , 
ç’est-à-dire , égale  à zéro , sans  rien  prononcer  sur  x ; elle 
sera  donc  encore  nulle  par  le  changement  de  x en  x -f-  i , 
i étant  (quelconque,  Par  cette  substitution  , on  a , d’après  lo 
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théorème  de  Taylor , 

, , n , d (?■*).  . d’fspr)  « * d3fax)  **  , 

î(.t+0=o=»x  + -r-.+-Er  — -t--™—  + c,c. 

et  conséquemment,  parce  que  l’accroissement  i est  quelconque r 


<px  = o, 


d($x)  • d’(ipx) 


j:Y<px') 

O , ; r-  = o , etc.  , 


dx  ’ dx * f dx* 

c’est-à-dire,  en  remplaçant  çx  par  F (x  , y)  , 

d{F(x,y))  d'(F(x,y))  d3{F(x,y)) 

—=0>—  d*.-  =°r  dx>  =oetc- 

« 

« 

Il faut  donc  preAdre  les  différentielles  successives  de 
cl  égaler  les  coefficiens  à zéro.  > , 

Celte  fonction  F{x,y  ) rentre  daus  f{p,  q)  en  faisant  dans 
celle-ci  p = x,  q =yf  parce  que  y est  une  fonetioa  de  a:. 
On  aura  donc  . , 

, „ * d(/x)  âx  , d IFy)  dy  , 

d \.F{x,y'i  ] = — - dx  H : . dxj 

•x  dx  dy  dx 

et  en  ne  retenant  que  le  coefficient  qu’il  faut  égaler  à zéro  t 

d (Fx)  ■ d ( F y)  dr 

dx  + dy  ‘ dx~°‘ 

Or  , la  fonction  F(x,  y)  élatit  notée  par  u , on  pourra  énoncer 
très-simplement  le  résultat  précédent  en  cette  manière 


du  du  " 


oi»^  ' ==  , — r—  représente  le  coefficient  de  la  .différen- 

dx  dx 

ticlle  de  u , prise  en  n’ayant  égard  qu’à  la  variabilité  de 
x en  dehors  dej-,  et  -^—annonce  celui  de  la  différentielle  de  u, 

prise  seulement  par  rapport  dy,  ou  dans  l'ivypollu^  de  ;s 
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variable  seulement  dans  y qui  en  est  fonction , et  non  plus 
en  dehors  de  y. 

I • 

_ ' , . , du  du 

La  fonction  représentée  par  u'  contient  donc  — — , -y—  et 

du  du  _ 

y'  : -g — et  — — ne  renferment  que  r et/,  et  parce  que  y 

dépend  de  x , ces  deux  quantités  sont  des  fonctions  différentes 
de  x : y'  qui  en  dépend  par  la  relation  (i),  est  aussi  une 
autre  fonction  de  x ; en  sorte  qu’on  pourra  poser 

«'  =/(*»  y>y)  = °t 

x,  y,  y étant  les  trois  fonctions  de  x analogues  il  p , q , r 
dans  f\p  y (J y r)  du  chapitre  précédent.  On  aura  donc,  d’après 
la  règle  counue, 


* 


du'  du'  d y . du'  dy' 

•J*+ + 


. .*.,1  . 


dx 


& 


I 

en  observant  que  -p—  = i;  parce  qu’ici  p — x : mais  le  coeffi- 
cient différentiel  est  nul , donc 

du'  du'  dy  du'  dy'  du'  du'  du' 


dx  1 d y dx  1 dy'  dx  ~ dx  d y dy' 

M 1 1 

ST  = £?<«•*■>.*■>• 

Il  reste  maintenant  à tout  traduire  en  u qui  est  la  fonction 
’ > du' 

donnée.  Or  — ; — indique  le  coefficient  de  la  différentielle  de 


dy' 

yH  étant  ss  — — = 
J dx 


dx 


u'  prise  par  rapport  à la  variable  x en  évidence  dans 


du 

dx 


du 


et-r--,  et  non  pas  par  rapport  à celle  dont  y et  y sont 
“T  . * 


i » 
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fonctions  On  a donc  cette  traduction  de  — 7— — j 


du' 


d'u 


dx 


ifcc1 


d’u 


dy  dx 


dx 

fi 


d’u 


ou  indique  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  , 

dx1  1 ’ 

provenant  de  deux  différentiations  successives  de  u,  l’une  et 

l’autre  par  rapport  à la  variable  x en  évidence  , et  - — 

. dy  dx 

celui  qui  résulte  aussi  de  deux  différentiations  de  u,  effectuées 
la  première  par  rapport  à y seulement , et  la  seconde  par  rap- 
port à x seulement. 


On  a de  même 


du' 


d’u 


d’« 


dy  dx  d y 


dr 


7 r' 


et  conséquemment. 

du' 


tir 


f- 


d’u 
d.r  dy 


d’u 


— ^ — rappelant  le  coefficient  différentiel  provcnantde  deux  dif- 
férentiations successives,  la  première  par  rapport  à x,  la  seconde 

* t llaM 

par  rapport  à y , et  ^ le  coefficient  de  la  différentielle 
seconde  de  u par  rapport  à y fonction  de  x. 

Enfin  — : — indique  le  coefficient  de  la  différentielle  de  u', 

d V . 

différentielle  prise  seulement  par  rapport  à y'  en  facteur  dans  le 

second  terme  de  u',  en  observant  que  y'  ue  sê  trouve  ni  dans 

du  * du  * 

— : — , ni  dahs  — — : donc 
0*  d y • • 


du'  du  dy' 


d y'  dy  +dy' 


du  . du'  v du 


* i 
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Si  l’on  rassemble  tous  les  termes  que  nous  venons  de  trans- 
former , on  trouvera 

d’u  d’u  ; d’u  du  , 

-^r  + 2 xttüt  y ■+■  —y'1  + —y" — ° = • -CO 


dy  dx 


dy 


dy 


...  . d’/r(x,v) 

pour  développement  de  — °>  en  supposant 


d’u 


d’u 


dy  dx  dx  dy 

identité  qui  sera  démontrée  plus  loin. 

Le  premier  membre  de  la  formule  (2),  c’est-à-dire,  u"  est 
une  fonction  de  x , y , y',  y",  qui  donne  pour  coefficient 
différentiel 

du*  ( du*  dy  f du"  dy'  | du"  dy" 

dx  dy  dx  dy'  dx  dy"  ■ dx  ° * 

c’est-à-dire , 

du"  . du*  du*  du*  . • 

- Yr  A-  ytt  -4*  - — y f//  o , 

7 + dy'  } ^ dy"} 


dx  dy 


dy" 


m 


à cause  de  rm  = — r—  = 

J dx  dx 


d3y 

dx3 


. Or  en  énonçant 


tout  ail  moyen  de  u , on  a ces  traductions. 


du" 

dx 

du" 

«r 

du* 

Wy 

du* 

dÿ*'r 


d3w  du 

— -4-  2 

dxJ  dy  dx 

d3u  . v 'd3u 

dx’d y 


t y 


d7u 


d’u 


dydxJ 

d3u 


y'  = ïïtt -y'  +*aJaZa„?‘  +~izry'3+ AZZ-y'y" 


■ir 


■■  3 -r-T-y"  + 2 -Tj-yy1' 


dy  dar 
du 


dydxdyi 
d’u 

d y 


dy 


dy  dxr . 
d*u 

1 r 


- \-n/ 

j ) 
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Rassemblant  tous  ces  termes,  il  vient 
d3u  _ dJu 


àxi  d.r*dj 

» 

d’w 


+ 5- 


«!r” 


_ _ d3«  d3w  , _ d’u 

+ 5— ^ +'Jü^jr  +5d^ 

I 

y y"  + ~-y = p — «» (5) 


•r 


«!>• 


eu  supposant  les  identités 

d3« 


d3n 


d^-  dj.'  d x’ây  dydjrd^ 


qui  seront  démontrées  par  la  suite. 

On  composerait  aisément  l’équation  de  relation  entre  y,  yl  t 
J’"}  y'r>  a'ns’  des  autres. 

IVous  observerons  à l’égard  de  ces  coefficiens  différentiels, 
i°  que  celui  de  l’ordre  le  plus  élevé  dans  les  équations  (î)  , 
(a),  (3),  etc.,  est  toujours  linéaire,  ou  du  premier  degré; 
èt  qu 'ainsi  il  sera  toujours  exprimé  rationnellement  en  x,  y, 
et  en  coefficiens'  différentiels  des  ordres  inférieurs;  a”,  -que  ce 
coefficient  de  l’ordre  le  plus  élevé  peut  toujours  être  évalué 
en  fonction  des  seules  variables  x et  y.  On  voit  donc  que 
l’avantage  de  cette  analjse  consiste  en  ce  que,  sans  résoudre 
l'équation  proposée  r on  peut  cependant  en  tirer  tous  les 
coefficiens  différentiels. 

S’il  pouvait  rester  quclqu’obscurité  sur  le  principe  de  cette 
théorie',  parce  que  l’équation  <px  ~ o ( pag.  5ç)  , n’est,  dans 
le  fait , que’  o = o , on  p^rrait  l’établir  comme  il  suit  : soit  , 
toujours  " . .. 

u = F(x,% r)t=o, 


et  supposons  qu’jjn  ne  fasse  varier  que  la  variable  x en 
dehors  de  y,  en  sorte  que  la  fonction  de  x , représentée  par 
y , soit  constante  : ou  aura  le  développement 


9 
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du  . d’u  »*  d’u  i3 
^ dx  dx’  i.a  ‘ dx3  1.2.3 


*5 


-}-  etc. 


Mais  x devenant  x -|-  i dans  y , et  ne  variant  plus  en  dehors 
de  cette  fonction  , si  l’on  désigne  par  h l’accroissement  de  y 
correspondant  à l’accroissement  i de  x , le  premier  terme  u t 
du  développement  précédent,  deviendra 


du 

dx 


d’u 

dx* 


du  d’u  h * . 

“ + ^,‘  + -dp-/7T'**  ’ (,) 


deviendra 


du 

dx 


+ 


cè) 


dy 


/«  + 


dy* 


1 .2 


(3) 


deviendra 


j (—) 

’u  , V dx’  / , \ dx’  / h ’ 


(3) 


dx’  1 d_y  . d_r*  i .a 

et  ainsi  des  autrés.  Mais  à cause  de  y fonction  de  x , on  sait  que 

, dy  * d’r  s» 

i = *r-t  + -r^ h etc. 

dx  dx’  1.2  , 

Substituant  cette  valeur  pour  h dans  les  développemens  (i), 

i1 

(2)  multiplié  par  i (5) , multiplié  par  , etc. , on  trouvera 

1 *2 

(d’u  d’u  dy  d’u/*dy\>  du  à'y\  i ’ 

dx’  2 dxdy  dx  dy ’ V dx  / ây  dx’  / i . 2 

Mais  parce  que  F(x  1 >Jr  + f»)  = 1 0 en  même  tems  que 

5 
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F{x%y},  et  que  l’accroissement  i est  quelconque,  les  coeffi- 
ciens  d’.s  puissances  de  i deviennent  séparément  nuis  : on  a 
donc  a 


du  du  , du 

jï-+  dr^=°=-ü7 


. ' ,d’«  . d*u  . 

dx'  dx  dy 


s+-Â^-y'+ 


du 

— v®  = o — 


<i  ’u 


Y’1  O ’ • 

d y»  ’J  ' dy  J dx' 

En  poussant  plus  loin  le  calcul,  on  trouverait  le  résultat  (3) 


(pag.  64)  pour  coefficient  de 


1.2.3 


, et  ainsi  des  autres,  j 


Cette  manière  de  présenter  la  chose,  ne  laisse,  ce  me  semble, 

aucune  difficulté  j et  d’ailleurs  il  suffisait  de  déduire  de  u = o, 

. du  1 . 1 , <1“ 

la  conséquence  -j— - = o,  et  la  réglé  pour  former  ce  — — > 

parce  que  le  reste  se  fa^t  comme  on  l’a  vu  (pag.  Gi  etsuiv.). 
Appliquons  ces  règles  à l'équation 

y — imxy  -f  a,'  — a’  = o , 

en  différentiant  une  première  fbis,  on  trouvé 


i!r 


ày 


2y.~^—2n7X-^--^n,y  + »'=o, 
c’est-à-dire  , 

[y  — mx)y’  — my  + x — o...  .(i), 
dy 

en  faisant  ç=  y'  : on  déduit  de  là 

dx  J 

y = k=JL....4  3) 

y — mx  v ‘ 

Si  on  élimine  y entre  la-  proposée  et  sa  dérivée  en  y' , ort 
obtient après  les  réductions, 
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y'*  — 2 mxy'  -f-  • 


X1  — m*x‘  — a‘m% 
x*  — a‘  — /«“jr4 


équations  du  second  «degré  en  y',  et  qui  donne  les  deux  va- 
leurs de  y'  correspondantes  aux  deux  valeurs  de  y. 

Une  seconde  différentiation  de  l’équation  (1),  donne 
d Yr 

(y  — mx  ) -f  yn — mf  —my'~ f-  1 = o, 

c’est-à-dire , _ — < 

( y — mx)  y"  ■\-y,‘l  — 2 my1  -f-  1 =0. . . .(3). 

Si,  dans  cette  équation,  on  substitue  pour  y’  sa  valeur  tirée 
de  (2),  on  aura  yH  en  fonction  des  variables  x,  y,  et  éli- 
minant y efclre  cette  dernière  et  la  proposée,  on  obtiendra 
deux  valeurs  de  y11,  correspondantes  aux  deux  valeurs  de  y 
et  de  y.  • 

Soit , en  second  lieu , l’équation 

ÿ*  + 2 xy  -f-  a;1  -f-  a’  = o , 

on  en  déduit  celle-ci , • 

(2  r + ->x)f  +(*  j + 2*0  = 0; 

et  divisant  par  x.y  2.x , 

. ‘ * y'  + l — o : 

en  résolvant  la  proposée  par  rapport  à y , on  trouve 


y ==  — x ± V—  a*  , 

qui  donne  pour  la  différentiation 

y'  -h  1 = 0, 

comme  ci-dessus.  - 

# 

Soit  encore  l'équation  composée  Ÿ 

y*  — 2 y •' x — a)V x—r b -j-  ( x — a)* {x  — & ) — o , 
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on  trouve  facilement 


Leçons  ’ 


^Z^iy-2  {x-a)V  x-b^-^rV  x-b-'^—^-]r‘x{x-a){x-tt) 


et,  après  les  réductions, 


+ (x-aJ’Etoj^ 


y=\/x—b  4- 


X — a 


2 V x — b 

La  proposée  résolue  par  rapport  à / , donne 
y = (x — fl)  V x — 5 
d’où  l’on  déduit,  comme  précédemment, 


4r 

dx 


ou 


jr'=V  x — b + 


x — a 


(ï  \/  x — b 

Nous  montrerons  quelques  usages  des  équations  différen— . 
tielles , et  d’abord  nous  chercherons  le  développement  de  Pin- 
linitinome  élevé  à une  puissance  quelconque  m.  Soit 

X = zi  a 5x  + ex1  -f-  ex3  -f-  etc. , 

on  aura 

j-  = A'',=  (fl4-5x-f-  c.x%  + t*3  + etc.)"*. . . .(i) 

é 

et,  d’après  ce  qui  a été  démontré  (pag.  55), 
dy  — mX"-1  A'dx , 

d’où 

• y'  — mX"t~l  X1. 

divisant  cette  identité  par  on  a , 

t 

■2. — — p d'où  y'X  —mjrX'  = o. . .(2) 

Y A 

\*  ^ ’ * 4 

f ** 
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équation  différentielle  délivrée  de  Xm  qui  est  la  fonction 
inconnue.  Posons 

J — "I"  Gr*  -f-  Ex5  -J-  etc. , 

A , B , C , etc. , étant  «des  coefficiens  indéterminés  , nous 
aurons 

dr 

y ou  — s=  B 4-  iCx  -f-  SEx'-\-  etc. 

Xe  ou  — - ==  b -}-  2 ex  +3  ex’  -|»  etc. 

La  substitution  dans  l’équation  différentielle  (2)  donne  celle-ci , 

aB — mbA  -j-  | zaC-\-  b B — m(zcA  -}-  b B)  jx 
+{3a£'-t-a6C-f  cB — m[3eAyzcB  -f-  bCj]x ’ etc.  = o, 

de  laquelle  on  déduit 

aB — mbA— o * 

, a aC  -+-  bB  — m ( 2 cA  -f-  bB)  s=  o - • 

3 aE  -j-  2 bÇ  -f-  cB  — m (3  e A -J-  a cB  -j-  bC)  s=*  o. 


etc. 


et 


B — 


mbA 


ç (™  — 1 )bB 


v 3 meA  -f-  ( s m — 1)  cB  -{•  (m  — *1  bC  , 

" ~ 3 a 

• y-  etc. 

» 

Mais  le  premier  coefficient  A reste  indéterminé  ; pour  l’éva- 
luer, on  observera  qu’àx  = o?  répondent  en  même  teins  X—ax 
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j-z=r.A=am',  donc  A — a"' , détermination  qu’on  portera  dans 
D,  C,  E,  etc. 

Passons  à une  autre  question.  En  posant 
y — sin  x , z~  côs  x , 
nous  avons  trouvé 

dr  = cos  x . dx  ; dz  = — sin  x . dx. 

r 

Si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  l/ — i , et 
qu’on  Rajoute  à là  seconde , on  aura 

dz-\-dy  V— 1 ==( — _r+  z V — i)dx=(z+j  V — i)  ]/~ri  .dx, 
et  divisant  de  part  et  d’autre  par  z 

de  -(-  d>-  V — 


+ y V — » 


.six. 


Or,  nous  avons  vu(pag.  55)  que  si  p est  une  fonction  quelconque 
de  x,  le  logarithme  népérien  de  p,  c’est-à-dire , lp , a pour 

différentielle  : posant  donc 

pz=  z +JV  — 1 , 

on  aura  ' : 

d/>  = da-|-  dj-[/—  i, 

et  par  la  division  de  ces  deux  égalités 

■ dp  de  -j-  i 


p «+7^-, 

Ainsi,  la  fonction  l(s  -)-  yV  — r)  est  celle  quf  a pour  diffé- 
rentielle ^ : d’ailleurs , la'  fonction  primitive  qui 

* + r y — 

4)  pour  différentielle  dx  V'  — î , est  évidemment  x V — t • 
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Donc 


+ r V—  i)  = x i/—  i , 

ou  plus  généralement 

l ( z +jr  v/—  I ) — X V—  l H-  k, 

k étant  une  constante  arbitraire  qui  complette  la  fonction  pri- 
mitive, constante  qui  disparaît  par  la  différentiation , en  sorte 
qu’on  retomberait  encore  sur  l’équation  différentielle  de  la- 
quelle on  est  parti.  Mais  la  constante  arbitraire  k doit  être . 
déterminée  conformément  à la  nature  des  fonctions  y et  x : 
or  pour  x = o ona/  = o,r  = i,  et,  dans  cette  hypothèse  , 

' ...  - ; , . ...  __  ( • >, 

l(z  +JÊV/—  i)  — xV—  i + k 

de^nt 

1 1 = k t d’où  k — o. 

Ainsi  ■ 

y , — — %V — i 

l{z  -\-y  y — 1 ) = .r  y — i = àéy  — 1 . le  — le  t 


i — à:  \/ — 1 .le  ~le 
et  repassant  des  logarithmes  aux  nombres , 

/ * +xy'—  t 

z±yy=T=c~  V , 

, t 

à cause  du  double  signe  du  radical.  On  est  donc  conduit  à 
«elle  -propriété  ».  r 

, j.  * j— — ; *^-ii  t..' 

cfis  x ± sin  x . V — î t=  c f3). 

i . . - , f 

Ajoutant , puis  soustrayant  lès  deux  équations  comprises  dans 
la  précédente,  on  a d’une  part  — )\ 

x\/  — 1 


cos  x t=  • 


4-e 


—y-  « l , ■ 


SU*  X — . 


x Y — i — -xy — i 

è — e 


iV- 
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Ainsi  des  sinus  et  des  cosinus  réel»  se  trouvent  exprimés 
par  des  exponentielles  imaginaires  ; ce  qu’on  peut  regarder  , 
dit  Lagrange,  comme  une  des  plus' belles  découvertes  de  ce 

siècle.  

Si  dans  les  deux  membres  de  (4)  on  change  x en^a:  V — i> 
on  trouve 

/ ./ 4- e+x 

cos  (xy — i)  = 

2 i 

. — *(4') 

sin  {x  V — i)  i 


V — 


Ainsi  réciproquement  des  sinus  et  cosinus  d’arcs  imaginaires 
sont  exprimés  par  des  exponentielles  réelles. 

(,>ue  dans  la  relation  4^ 

l ( cos  x + sin  x V/ — i)  = x\/  — i, 

on  remplace  x par  des  multiples  pairs  de  la  demi-circonférence, 
savoir  o n,  a»,  et  ou  trouvera’ 

/ 1 — o , li  = zi)Z — i,  h=4v[/ — ï". . ../ 1 =a  kn  V — i* 

Ainsi  l’unité  et  conséquemment  tout  nombre  a un  nombre  in- 
défini de  logarithmes  dont  un  seul  est  réel:  qu’on  remplace 
ensuite  x par  les  multiples  impairs  de  la  demi-circonférence 
savoir  n-,  3 T)  5 t.  . . .(  -f-  î ) *■ , et  on  aura 


/(—  i)=  » — »)  = 3*V/—  >i 

“ - J f 

Z ( — i ) = 5w  V/ — i....  /( — i)  = (a/i-f-i)ir 


Ainsi  tout  n'ombre  négatif  ne  comporte  que  des  logarithmes 
imaginaires.  — - 

Si  on  change  x en  mx  dans  l’identité  (3),  ce  qui%onnera 


cos  mx  , 


sm  mx 


V/-i  = 


+ mx,ÿ — i 


•(5), 
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et  qu’on  élève  les  deux  membres  de  la  même  identité  à la 
puissance  m , d’où  * . 

' . • / 4;  mx  [/ — I 

( cos  x 4^  siq  x y — i )™  = e . . . . (6) , 

. t ‘ 

des  formules  (5)  et  (6)  on  déduira  celle-ci 

( cos  x ±.  sin  x V — i )m  = cos  mx  ±:  sin  mx  \/  — i , 

qui  est  remarquable  autant  par  sa  simplicité  et  son  élégance 
que  par  sa  fécondité  et  sa  généralité  ( Leçon  X"1’.  du  Calcul 
des  fonctions , ^par  Lagrange). 

Considérons  maintenant  une  équation  telle  que 


x™ — Ax"' ~ 1 -f-  Bxm~'—. 


Tx  -f-  V — o = j,....(i) 


do*t  le  premier  membre  soit  le  produit  des  m facteurs  x — a, 
x — b , x — c , etc.  : on  a l’identité 

xm — Axm~'-\-Bx'n—x — ...  Txf  F={x — a)  (x — b)  (x — c)  etc. .(2), 

laquelle  a encore  lieu  lorsque  x prend  un  accroissement  quel- 
conque , ce  qu’il  ne  serait  pas  vrai  de  dire  de  l’équation  elle- 
même,  qui  n’a  lieu  que  pour  un  nombre  déterminé  de  valeurs 
de  x. 

Ainsi  l’identité  (a)  subsistera  encore  pour  x -f-  i , i étant 
quelconque  : or , si  on  développe  chacun  des  membres  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  i , on  aura  des  égalités  entre  les 
coefliciens  des*  mêmes  puissances  de  cet  accroissement.  Mais 
le  coefficient  de  i , dans  le  premier  membre  de  l’identité  (2), 
est 


dr" 

~r—  — mxm-'  — (m  — 1 } Axm 
ax 


T-, 


«t , d’après  la  règle  pour  dilïérentier  un  produit , on,  trouva 
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pour  celui  de  i dans  le  second,  développement  ( pag.  35  et  süiv. 

■ .. 
d y 

dx 


= (x — b)(x  — c)  (x — d)etc.  -j-  (x — a ) (x-*-c)(x — d)  etc. 


4~  (x  — a)  (x  — b)  (a-— d ) etc. 


Ou  a donc 


mx'"—'  — (m — i)Axm~*. . . 7==(x  — b } (x — c)(x — d)  etc. 

+ (x — a)  [x — c)(x — d,  etc. 
-f-  [x  — a)(x  — b)  (x  — d)  etc. 
4-  (x  — u)  (x  — b)  (x — c)  etc. 
-|-  «te. 

Le  polynôme  y devient  nul  pour  x = a , = b , = c*  etc. , 
mais  il  n’en  est  plus  ainsi  du  coefficient  différentiel  du  pre- 
dy 

micr  ordre  -j — J on  en  verra  la  raison  dans  les  applications 

aux  courbes.  Les  cocfficicns  différentiels  du  second  ordre  , 
sont  f 

<3  7jr  • 

— — i)  xm~*  — (i m 1 )(m  — 2)  Ax rm~ 3. 

t 

— (x — c)(:r — d)  etc.  +(x — a)  (x — d)  etc. 

( * e 

en  observant  que  le  second  membre  est  la  somme  des  produits 
différens  des  m fadeurs,  pris  m — 2 à m — 2.  Ce  coefficient 
ne  devient  nul  pour  aucune  des  racines , et  il  en  est  de  méinq 
de  tous  les  suivans.  ■ 

Mais  si  la  proposée  y comporte  des  racines  'égales , et  qu’on 
ait,  par  exemple,  cette  identité  i .ou  .1 

x,n  — Axm~'  4-  Bxm*” — Tx  4~  y 

— (x — a )m (x — ljn  (x— c)m  (x  — e)  (x— /;, 


<m  en  déduira  ‘ 
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- — K = m'  (x — a)m'~l(x — b)"‘"  (x — c"1"'  (x — e)(x—f) 

~j~  mV(x — a)n'  (x — b)n',—,(x—c)m"'  (x — «)(x — -J) 
-\-m"'(x — a)m  (x — ù)m"  (x — c)m'"-'(x — e){x—f) 

-f  (x— a)”1'  {x—b)m"  (x— c)m"‘  (x~f) 

-f-  (x — a)m>  (x — b)m"  (x — c)"/"  (x — c) 

^ ~ I r ' 

et  alors  les  polynômes  y ’ét  Y sont  satisfaits  en  même  tcms 
par  toutes  .les  racines  égales  , puisqu’ils  prennent  pour  facteur 
ou  pour  diviseur  commun 

t 

Z>4sr#(x  • — a)'n'~~‘  (’x  — b)"lll~'  (x  — , 

c’est-à-dire,  le  produit  dcs  facteurs  multiples,  élevés  chacun  à un 
exposant  moindre  d’une  unité  <^ue  celui  du  même  facteur  dans 
la  proposée.  On  a vu  dans  l’Algèbre  (i,e.  scct.),  que  des  poly- 
nômes y'  ou  A'  et  Y,  on 'pouvait  déduire  deux  équations  qui 
çe  contiendraient  l’une  que  les  racines  inégales , l’autre  que 

X . d’r 

les  racines  égales  ; mais  devenues  toutes  inégales.  Le  -•••  • , 

dx1  j 

divisé  par  2 , serait  le  polynôme  Z .,  qui  deviendrait  nul  par 
toutes  les  racmcs  égales  , et  ainsi  des  coefificiens  différentiels 
jusqu’à  celui  dont  l’ordre  serait  le  plus  petit  des  exposans  m’t 
m" , m1". 

/ - V ^ * . ' 

Recherchons  enfin  les  formules  qui  donnent  les  sommes  des 
puissances  des  racines  en  coefliciens  de  l’équation. 

Désignons  par  a, .S,  y,  etc.,  les  racines  de  l’équation 
xm  — Axm-'  -f  Bxm—>  -{-  etc.  = 0, 
nous  TSurons  l’identité 

x"'  — Axr-'  -f  Æx",-,*4-etc.  = (x  —a)  [x—S)  etc. , 
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(*)  De  cette  identité  qui  a lieu  aussi  pour  x 4-  < , on  conclut  l égalité 
des  coefficicns  de  i , c'est-à-dire,  celle  des  cocllicieus  différentiels  du  pre- 
mier ordre.  Si  l’on  désigne  par  jr,  le  polynôme  xm  — Axm~' , Tx+ Vt 

on  aura 

dy  « 

Kr  + * 4-  etc.)  = i((x — «)  + 1)  + /((x  - {,  4- é)  4-  / ((x—-,)  + i)  4-  etc. 

Mais  en  posant  M = i dans  le  développement  de  log  ( i x ) ( pag.  48  ), 

» A * * 

afin  de  passer  aux  logarithmes  népériens,  puis  x as  — ^ on  trouvera 


À-  * 1) 

l(z  + k)  = lz  + - 


*» 

3*> 


■ — etc. 


Soient  maintenant  z=yt  t k = t 4-  — 1-  etc. , pois  succes- 

dx  dx’  1.2 

rivement  z — x — 4,  a X — C,  — x — > , etc.,  et  lai,  et  on  ob- 
tiendra cette  identité 


«1 1 lX)  . 

dx  * 


4-  etc.  = /(  x — «)  4 r 4-  etc. 

* X — « 


4-  /(x  — C)  4* 
« 

4>  /(*  — »)  4- 


x — £ 
i 

X —y 

+■  etc. 


etc. 


etc. 


Effarant  ly  d’une  part,  et  de  l’antre  son  équivalent  

x “)  — C)'  4-  l(x  — >)  etc.,  puis  divisant  par  i,  on  sera 

conduit  à 


d(  lr) 

dx 


x-r£ 


4-  etc. 
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l indiquant  un  logarithme  hyperbolique.  On  peut  donc  diffé- 
rentier  de  part  et  d’autre,  et  ou  aura  (pag.  55),  apres  la 
division  par  dx,  ^ 

mxm~' — fm  — i )Axm—  -f-  (rn  — 2)  — ete.  — T 

*m  — Ax"— 1 -j-  üx’n  3 — — ïx  + ? 


■ + 


x — C 

i > 


.+ 


etc. 


• (M)  s 

î*.  *' 


* 

.Développons  , par  la  division  , les  deux  membres  suivant 
les  puissances  négatives  de  x : le  premier  donnera  un  quotient 
de  cçtte  forme 


P Q R S 

+ — +^  + 4-+ 

X X1  X3 


et  pour  trouver  les  valeurs  de  P,  Q,  R,  S,  etc.,  il  n’y  aura 

qu’à  multiplier  le  quotient  par  le  dénominateur 

xm  — Ax’n—' - j-  etc.,  et  comparer  ensuite  les  termes  avec 
ceux  du  numérateut-  mxm—'  — [m  ~ i)  : on  aura 

ainsi  * <■ 

P = m 

Q = AP  — (m — î ) A 
R — AQ — BP  + (m  — 2)  B 
S = AR  — BQ  -f  CP  — ( m — - 3)  C, 

etc.  4 . 

ou  l’on  Yoit  que  la  suite  des  quantités  P,  Q , R,  etc.,  devient. 


c'est— h— dire  , 

/nxm-'-(m- 1 ) ) ffx"— 3 ■ . -T _ 


x"1—  Ax"' T x ■+■  y 


fr  1 

. 1 -4-  etc, 

X-a  X—C  X- y 


identité  donnée  par  la  diflérentiaiion  immédiate  d«  l(xm  — Tx  + V\ 
— l\x — «)+etc.  •_  • 
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après  le  m'n°.  terme,  une  suite  récurrente,  dont  l’échelle  de 
relation  est  A , — B , -}-  C , — /?,  etc. 

somme  des  quotiens  donnés  #par  le  second  membre, 

• sera  1 . ‘ , 

■ m i , 

— + («+'•+  y -f  etc.)  — + («’  + •*  + y’  + etc.)  — — 

x "f  * Æ3 

+ (a3+-3  + y3+  etc.)-i-+  etc.  . 

J*  • 9 

9 • 

>•  t 

Maintenant  la  comparaison  des  cocfhciens  des  mêmes  puis- 
sances de  a; , donne 

F sa  m • 

Ç =*  * + ^ + y etc. 

/{ = a»  + £*  -f  y’  etc. 

S — *3  + S3  -j- y3  etc. 

, ’V  » v t • 

‘ , • etc. 

• é. 

Ainsi,  désignant  par  S,,  S ,,  ^3,  etc.,  les  sommes  des  puis- 
sances successives  entières  et  positives  des  racines , on  aura, 
après  les  réductions , 

S,  = — A'  \ 

& ==  AS,  — a /? 

* * ■'  Si  = AS,  — BS,  + 3 C 

Si==  AS3  — BS,  + CS,  — 4 D 
etc. 

On  a donc  exprimé  les  sommes  des  puissances  successives 
entières  et  positives  des  racines  d’iyie  équation,  en  coefficiens 
de  cette  équation. 

’ * ' V 

On  peut  écrire  l’identité  ( M)  comme  il  suit  ; 
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-T-f-  25^;-3/îæ’4-4Q;,;:,_  etc-  1 1 


F-  Tx  + Sx*  -Rx'^c  le. 


S-'x 


y — X 


79 


-f-  etc. 


Le  développement  des  premiers  membres , suivant  les  puis- 
sances croissantes , entières  et  positives  de  x , sera  de  U forme 

— P'  — Q'x  — R'x'  — S'xi  -f-  etc. 


Multipliant  par  le  . dénominateur  et  comparant  les  termes,  on 
trouvera  ' ■ ' . 

VP'  = T 

FQ'  = TP*  — 2 S 

FK  = TQ'  — SP'  + 5 R 

FS'  = TR'  — SQ'  + RP • — 4 Q. 

etc.  v 

• ' * , ‘ 

» t • . * • 

* . { 

Le  second  membre  étant  aussi  développé  suivant  les  puissances 

croissantes  , entières  et  positives  de  x , donnera 

” (t+T  + etc0  “ + TT  + e,c-)  - 

— + eîc.)  + etc.  J 

on  aur’a  donc 

I II.  * J 

P’  — + -ï-4-  etc. 

CL  b 

Q'  ~ — — 4 — ^ — H de. 

x • o»  C*  1 

R1  =~  + -±-+  etc*  • 

etc.  * • • 


en  sorte  que,  désignant  par  ,5,  ,S , 3 S,  etc.  “les  Sommes  J-* 
puissances  réciproques  de  racines,  on  aura  ces  relations 


• * 

* 


* 


/ 


» 
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,5: 

*S  = 
<S  = 


T 

~r  ’ 

—1  ,s —S 

y y 


T ç -S  ç , 3 J, 

— -p-,0  + -y-  n 

-L-lS-~.S+~,S. 

etc. 


4* 


Ces  seconds  membres  forment  une  série  récurrente  dont 

T S R 

l’échelle  de  relation  est  + ~-p- , — -p->  + > — etc* 

'•  \ 


» 0 
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CHAPITRE  VII. 

t\  «. 


Sur  la  manière  de  rapporter  les  expressions 
et  les  équations  différentielles  à dijff  'érentes 
variables.  ' 


Dans  ce  qui  précède , nous  avons  toujours  regardé  x 
comme  variable  principale  ou  indépendante,  et  alors  y va- 
riait par  x,  suivant  la  relation  y — fx  , ou  F{x,y  — ot 
mais  si  l’on  résout  l’équation  par  rapport  3 x,  on  fait  dé- 
pendre x de  y qui  devient  la  variable  principale  : c’est , 
dans  la  géométrie  des  courbes,  construire  sur  l’axe  des  x, 
dans  le  premier  cas,  et  sur  l’axe  des  y,  dans  le  second. 

Ainsi  , toute  expression , toute  équation  différentielle  est  Re- 
lative à l’une  de  ces  hypothèses,  et  sa  forme  change  en  pas- 
sant d’une  hypothèse  à une  autre. 

Pour  traiter  d’abord  le  cas  le  plus  simple , nous  supposerons 
qu’on  veuille  rapporter  les  cocfficiens  différentiels  de  l’hypo- 
thèse de  x variable  principale,  à celle  de  x va/iable  dépendante  j 
ou  , en  d’autres  ternies  , qu’on  veuille  traduire  les  cocfficiens 
différentiels  dus  à y =fx , dans  ceux  qui  répondraient  à 

* = n- 

Si  dans  yzxzfx  on  change  x en  prend  un  accrois- 

sement qui  est 


(1  y , d'y  i*  d *y  t5 

dx  ' dx’  1.2  dx3  1.2.3 


+ etc....  (1) 


Donc , si  dans  l’équation  réciproque  x = tpy , on  change  y . 

•6 


♦ 
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en  y+  h,  x devient  x-f-t,  et  on  a 

. dx  , d’x  A*  , d3x  /i3  . . 

î — -r-  h + -r— . h -T-T*  T+  elC-*-(2) 

dj*  dj'1'  1.2  Qjr  1.2.3 

Si  l’on  prend  la  valeur  (I)  de  h pour  la  substituer  dans  (a) , 
on  aura  cette  identité 

.*  = x'  (fi  + JT»  -JL.  + y»  —L-  etc.) 

rff  / i1  \î 

H (y*  +J" + f" ï-+  etc.  ) + etc. 

1.2  \ 1.2  1.2.3  / 

( 

# dy  d’y  , d3y 

dans  laquelle  etc.,  désignent  ■ , -j—  , 

dx  d’x  d’x 

«te. , et  x',  x",  x"',  etc. , représentent  -j— , , etc. 

et  on  en  déduit,  par  la  comparaison  des  coefliciens  des  mêmes 
puissances  de  i , ces  relations 

x'j'  — i,  a.y"  -\-x"j,,=:o>  x,yl‘\-Zx"y'jr"-\-x"'yî~o  etc., 

-d’où  l’on  tire , i".  ,* 

i x9  3x"’  x"’ 

J ~~  x’  ’•*'  ~ x'3  ’ y ~ x,s  x "*  ’ 

i5x^3  iox*x"'  x,T  io5x#*  io5x*r”xw 

-3T}  y* 


v X'7  x'b 

i5x*x,T-j- rox'"’  xT 

ar'7  a:'6  * 

et  2°.  ces  relations  inverses  : 


x'9 


etc. 


^=JL,  = *«>  — yi, 

y y3  . y5  y4 
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„ 1 Sj'//3  ^ lorV"  y"  T » a5yM  i o5 y11' y 


y"> 


*yJ  G 


yo 


. i5yyT  + toj'"1  yT  ... 

H ^77— ÿê»  etc- 


etc. 

Avant  de  passer  à une  solution  plus  générale  de  la  question 
qui  fait  le  sujet  de  ce  chapitre  , nous  montrerons  , par  quel- 
ques exemples,  l’utilité  des  transformations  que  nous  venons 
de  faire  connaître. 

1 En  partant  de  y — az,  dont  la  relation  inverse  est  x ==  log.  y, 
nous  avons  trouvé 

dr  , , , 

ou  jr  = a1  .la  — y. la. 

» ax 

Or,  d’après  la  relation 

y'x'  = I , d’où  x'  = -^~  , 

’ y'  ’ 

on  aura 

1 . dr 

x'  — — — , d’ou  dx  = , 

yla  y. la 

telle  est,  en  effet,  la  différentielle  du  logarithme  de  y. 

En  partant  de  la  fonction  j,=sinx  qui  donne  x — arc  (sin==7*), 
on  a trouvé 


donc 


ày 

dx 


ou  y = COS  X J 


1 

~y~ 


1 . dr 

, ou  ax  — — — — 

cos  x cos  x 


Or  x étant  l’arc  qui  a pour  sinus  y , on  sait  que  .... 
cos  x = \/ \.  — y*  y et  conséquemment 

djT 


dx  ou  d ( arc  ( sin  —y)  ) = 


V}  —y  - * 
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En  supposant  y — cos  x,  d’où  l’on  déduit  x=  arc  ( cos.  — y ), 
on  a trouvé 


d \y 

— ou  y=_sin*; 


•t  de  là  résulte 


y'  — sin  x 

et  conséquemment  . • 

dx  ou  d (arc  (cos  ~y)  ) = 


V i —J'1 

dy 

Vi  — r% 


Pour  y=  tanga:,  qui  donne  * = arc  (tang  =y),  on  a 


«U 


d r 

df 


cos’x 


et  d’après  la  relation  x'y'  = 1 , on  trouve 

da? 

x'  = = cos’  x. 

on  déduit  des  formules  ( pag.  82  et  83.  ) 

d1*  . 

X’1  = -,  - = — 2x'  sin  x cosx  = — x'  sin  2x  = — s>n2xcos’.x 

q ry 


d3x 


^x^cosaxcos’x — sin  2xsinxcosx)- 


= — 2 x'cos  3 x cos  x — — 2 cos  3 x cos3  x 


*,T  = 


d4x 


dy> 


: 2 . 3 x'  (sin  5 x cos3  x -f-  cos  5x  sin  x cos’  x) 


= 2.3.x'  sin  l^x  cos’x  = 2.3  sin  \x  cos^x 


d5x  . • 

Ky  = = a.3.4.x'(cos4^-cos  4x — sin  4x  siu  x cos3x) 


= 2.5.4.x'  cos  5 xcos3x  = 2.5.4  ces  5xcos5x 
# 

et  ainsi  de  suite. 
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Ayant  ainsi  formé  les  coefficicns  différentiels  x',  xU;xm,  etc., 
de  x , relativement  à y variable  principale,  on  les  substituera 
dans  la  série  de  Taylor , laquelle  , rapportée  à l’hypothèse 
x = devient  4 

7i*  1 Zi* 

= (y  11)  = X -f*  x'h-\-xU  — — -f-  x"' 


1*2 


+ X,T- 


1.2.3  £ 

M 


1 .2 


.3.. 


4*  e*c* 


et  on  aura , en  observant  que  lorsque  l’arc  x devient  xmf-  i , 
sa  tangente  devient  -|—  /i  , et  qu 'ainsi  ç ( y-j-  //)  représente 
arc  ( lang  — {y  -f-  h ) ) , ^ . , 

; , /t’cos’x  . 7/3cos5x 

arc(tang=:(7--{_"))— Æ + 'tcosx  cosx^  — - — sm  2x — — — cos  3a 

/i'tCOS^X  . /i5cos5x 

-1*  — - — - sin^x-j — cos  5x+  etc. 

formule  remarquable  par  sa  simplicité  et  sa  généralité.  Si  ®n 

y fait  x = o , auquel  cas  y = o , parce  que  y = lang  x , 

elle  deviendra  * 

‘ h3  ’ hs  * ht 

arc  ( tang=ft)  = h — + — -j 1-  etc.  > 

ô ;>  7 

formule  due  à Leibnitz , et  qui  sert  à évaluer  les  arés  en 
parties  du  rayon  ( Algèbr. , *e.  sect.). 

On  peut  encore , par  le  même  principe , résoudre  la  question 
suivante  : étant  donnée  la  valeur  de  y en  x par.  la  série 

y = ax  -f-  bxr  -f-  ex1  •+■  ex1*  -f-  etc. 

* 

trouver  celle  dé  x en  y , ce  qui  est  le  problème  du  retour 
aies  suites.  La  suite 'proposée'  revient  à 


*4 


y=fx=(y'°)x-\-(r/l°)  — -f-  (r'"°)  — — + 

I .2  1.2.3  1.2. 0.4 


{-etc. 
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où  (y'°)  j etc.,  sont  ce  que  deviennent  les  coefficiens 

différentiels  y',  y*,  J1",  - • . lorsqu’on  fait  X — o,  auquel  cas 
= o ; on  aura  donc  réciproquement 

» * • 

+ + etc. 

1.2  1.2.0  1.2. 3. 4 

. 

. , ' , . dar 

(a'"),  (x*°)...  étant  ce  que  deviennent  x1  .... 

d\r  ^ 

x " “ -g— — . . . etc. , pour  y = o , et  conséquemment  pour 

x = o.  Mais  à cause  de  # 

-.(/')=«'>  (y/0)  = 2*;  (J"')=:6c,  (iy>’°)=24e, 
etc. 

on  a d’après  les  formules  ( pag.  8e  et  83  ),  et  en  observant  qu’à 
O'-*”)»  • correspondent  (x"*) , (x#0),  etc., 

• _ 

'<*'-)  = X>  (*'•>=-- ÿ->  • 

, , . iaA’ — 6ca  . isoi’-f- i2onic  — 24n’e 

(*"•)» ; > (*"•)=: — ~z — > 


. * 1680.M — aSaooAv-f-^aoa’Ae-f-SGoa’c’— i ao«y 

* ' • , < > «9 


, etc. j 


ces  valeurs , substituées  dans  le  développement  de  x-  suivant 
y,  donnent  * 

i b (2,  b*  — cà)  , ( 5 A3  — 5 abc  4-  a’e  ) , 

■ j* 

(14  A4  — 21  aA’c -f-6  a’ Ae-f-înV*  — a*/)  . • 

T — ~~  j T*  etc*r 


a9 


série, réciproque  de  la  proposée. 


) " 
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Si , dans  la  sérié  proposée  , on  suppose  y — m , et  qu’on 
change  b en  — b , e en  — e , et  ainsi  de  deux  en  deux  termes  > 

cette  série  se  transformera  dans  l’cquatiou 

4 * % 

• m — ax  + bx 0 — ex 3 + ex*  — fx s -4*  etc.  = 0,  ’ ■ 

qui  .aura  pour  l’une  de  ses  racines  , 

m,b  ■ msc  m*e 
, — 


m 

a 


a ■* 


ati 


4-  etc.' 


+ 


+ 


2 m'h* 


5 toVj* 


5mr>bc  3m5(c’-f  st«) 

3 + + etc* 


21  m5bc 


a 7 


al 

1 4 »w5£4 


«9 


-{-  etc. 


■ i/.m. 

+ etc. 


+ etc. 


-■  • 1 


> ' 


u 

racine  qui , comme  l’observe  M.  Lagrange,  est  la  plus  petite  de 
toutes  celles  de  la  proposée.  , 

Le  polynôme  dont  il  faut  trouver  le  retour,  est  ordinairement 
sous  la  forme  plus  générale 

> / 4 
yl  — Jtx'i  + Bxi+r+  Cxi  + *'  + Exn+'r  4-  etc., 

et  plus  souvent  encore  ce  n’est  pis  la  variable  x elle-mdmc, 
mais  uue  puissance  quelconque  de  cette  variable  x , telle  que 
X? , qu’il  s’agit  de  développer.  On  peut  ramener  ce  cas  au 
précédent. 

a J-  • . , 

En  effet,  soit  xr  = u,  d’ou  xi  = u r , et  la  série  deviendra 


y1  = a r ( A 4-  Bu  + Cu'  4-  Eii'  4-  etc.  ) r 
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qu’on  élève  de  part  et  d’autre  à la  puissance  — , on  trouvera 


jr  i ==  u {A  -}-  Bu  -f-  Cu'  -j-  Eu3  4*  etc.)  » j , 

et  comme  cette  dernière  puissance  prend  encore  la  forme 
A'  + B' u'  -f-  Ou 5 -j-  E'u>  -j-  etc. , on  aura 

Wr  B'u * -f-  Ou 5 -f-  E'u t -{-  etc.} 


Ir 
y 7 


et  si  l’on  pose  J*  » = y , on  trouvera  enfin 

* * 
v =r  A' u -f-  B' u1  + Ous  + E'u'  -f-  etc. 

Cette  suite  aura  pour  série  de  retour 

u zzs  a'  v -(-  br  v*  -j*  c'  f3  “H  e'*^  "I"  etc-  î 1 

*»  # * 

et  si , de  part  et  d’autre  r on  élève  à la  puissance  — j il 
viendra 

p p , i .•  p 

u r = pr  (a'-f-  fiV-f-  c'v1  -J*  e'u3  + etc.)  r , 
c’est-à-dire , , ’ . 

p p 

u r = t»  r («  + -f-  yv’  -(-  « v5  + etc-  )• 

JL.  * ‘ ‘ p p >p 

Or,  de  x7  = u r , on  déduit  arP=  u r ; d’ailleurs,  |f;r  = j 7 j 
donc  ■'  ■■  j • a '.  : 

I"  ’r  + r) 1 (p  + »rV  Cp4-3’~V 

X?  = ujr  î -f  ffy  î ' -f-  y J « 4-  ij  7 4-  «te- 

. h* 

suite  dans  laquelle  les  cocfficiens  a , C , y , e , etc.,  sont  expri- 
més au  moyen  de  /? , C,  E , etc.  , et  de  / , q , p. 

Ces  principes  suffisent  pour  résoudre  les  questions  qui  con- 
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cernent  le  retour  des  séries.  Ceux  qui  désireront  plus  de  détails, 
pourront  consulter  la  Résolution  numérique  des  Equations  , 
par  Lagrange,  et  l’excellent  ouvrage  ÿe  M.  Kramp , ayant 
poi»  titre  : F.lémens  d’arithmétique  universelle  (chap.  XXIII). 

Supposons  maintenant,  ainsi  qu’il  arrive  dans  la  mécanique, 
que  x et  y soient  fonctions  de  t , qui  sera  la  variable  prin- 
cipale ou  indépendante  : en  regardant  jr  comme  une  simple 
fonction  de  x , y devient,  par  le  changement  de  x en  x -f-  £, 


(x+i)=j  + (y) i + <yt) + [y»)  — - + etc. . .(«) 


I .2.0 


, J y 

ou  (y)~  , ( y 1)  ~ — , etc.  mais  x étant  une  fonction 

dx  dx’ 

de  t , fonction  que  nous  représenterons  par  Ft  ,y  sera  pareille- 
nient  une  fonction  de  t,  que  nous  désignerons  par  <pt , en  sorte 
’que  si  i et  k sont  les  accroissemens  que  prennent  x'  et  y , 
lorsque  t prend  l’accroissement  h , ou  aura  les  deux  dévelop- 
pcmens 


y y k =ip(/-f 0i)  =jr-\-yu  -f  y — — (-  y — — 


(2) 


i.i.3 

|-etc. . .(3) 


oc-\‘i—F(t-\-h)’=zX’{-x'h- t~x,r  — U xm — 

1.2  1.2.3 

' v ^ . t ^“7^“ ■*  ■"  ■ 

» * clr  d’y  d3r  » 

O*  ? , y"  1 f" , etc.,  dénotent  etc.  , et 

d3x 

, etc.,  parce 


x',  x»,  x'"  ch,  dénotent 

dr  d^ 


qu’ici  t est  la  variable  principale. 

' . , 

D’après  les  deux  relations 

x + i = /,)  f A=/(x-f  i) 
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l’accroissement  k de  y est  dû  à l’accroissement  i de  * , pro- 
venant de  l’accroissement  A de  /;  et  d’après  cette  autre  relation 

» * 

y + k {t  + h.) 

ce  même  accroissement  provient  de  l’accroissement  h de  I.  Donc 

. f , ■ . 

A» 

si  dans  (i)  on  écrit  pouri  sa  valeur  x' h 4-  x 9 , etc.,  tirée 

, 1.2  . 

de  (3),  le  résultat  sera  ce  que  devient^-,  lorsque  l deviçnt 

c’est-à-dire , le  développement  (a).  On  a donc  cette  identité 

y-\-(y'  )(x'  — — f etc.^-f-^~^*'A-f-**-^-^-J-etc*^  + etc. 

. ' * S 

A* 

• =r +r',t  +y — -f  etc . 

de  laquelle  on  tire , par  la  comparaison  des  mêmes  puissances 
de  hf  ces  relations 

*'  {y  ) =*y',  x"  [y')  + **(j r") =r», 

x'"  (y1)  -f  3 (y  ) x'x"  4-  ( f")  x'3  Itpj"',  etc. , r 


etc. 


qui  donnent 


...  ' ' . , * 

y"t  — 3 x'x " ( r " ) — - x'"  ( y') 

y")  = ÿr1 — — > etc- 

. . 7 ...  , * 

Si  l’on  suppose  que  t soitj'-,  ce  qui  revient  à regarder^ 

d/  . dj 

comme  variable  principale , alors  ou  y'  devient  -j—  = i $ 

= yti  =.  o , - ,,  ■■=  y "' —o , et  ainsi  des  autres  : d’ailleurs 

df*  J 1 dt5  J ■ * 
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dx  dx 


df  ’dy  ’ 


d’x 

df*” 


d yx 


Cr")=— 


x®  3xf/ 

-Ï7,  </">= 


/5 


X'1* 


etc. 


• _ ■ i 

résultats  trouvés  plus  haut,  en  observant  que  (y")}  C?rW)>etc 
redevieinentjr' , y*  ,ym , etc. 


i * 


L ■> 

c.  ■ 


■i 
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CHAPITRE  VIII. 

Théorie  générale  des  équations  dérivées  lit  des- 
constantes arbitraires. 


Nous  avons  démontré  f cliap.  VII)  que  toute  équation  entre 
deux  variables  x c\y,  par  laquelle  l’une  de  ces  variables  esl  fonction 
de  l’antre , subsiste  égal  nient  en  prenant  les  différentielles 
successives  sur  dx  , d.r’ , etc. , ou  “sur  iy ^ dy’ , etc. , sui vaut  que 
y est  regardé  comme  fonction  de  x , ou  x comme  fonction  de 
y.  Ces  équations,  que  nous  nommerons  désormais  équations 
dérivées , avant  lieu  en  même  tems  que  l’équation  donnée  , 
que  nous  nommerons  équation  primitive  , il  s’ensuit  qu’une 
combinaison  quelconque  de  ces  différentes  équations,  aura  lieu 
aussi  ; donc,  comme  les  constantes  qui  entrent  dau^la  fonc- 
tion primitive  , restent  1rs  mêmes  dans  les  équations  dérivées 
successives,  on  pourra  toujours,  par  le  moyen  de  ces  équations 
dérivées,  éliminer  autant  de  constantes  de  l'équation  primitive 
qu’on  aura  d’équations  dérivées  : l’équation  résultante  de  cette 
élimination  sera  une  équation  de  même  ordre  que  la  plus  haute 
des  équations  dérivées  , laquelle  sera  vraie  en  même  tems  que 
l’équation  primitive,  et  pourra,  par  conséquent.,  en  tenir  lieuj 
elle  renfermera  autant  de  constantes1  de  moins  que  l’exposant 
de  son  ordre  contiendra  d’unités. 

Ainsi  , 'l’équation  primitive  combinée  avec  les  équations 
dérivées  première  et  seconde,  donnera  une  équation  du  second 
ordre  , renfermant  deux  constantes  de  moins  que  l’équation 
primitive , et  ainsi  de  suite.  ^ 

On  ne  peut  parvenir  que  d’une  seule  manière  à l’équalioa 
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du  premier  ordre  qui  résulte  de  l’équation  primitive  et  de 'son 
équation  dérivée  immédia'e  , pur  l'élimination  d’ujje  constante 
donnée^  ruais  on  peut  parvenir  de  deux  manières  différentes 
à l’équa'jon  du  second  ordre,  déduite  de  la  primitive  et  de 
ses  deux  premières  dérivées  , par  l’élimination  de  deux  cofis- 
tanles  données;  et  ce1  double  poiut  de  vue  donne  lien  à des 
conséquences  importantes  relatives  à ce  genre  d’équations. 

Au  lieu  d’éliminer  a-ia-fois  les  deux  constantes  par  le  moyen 
des  trois  équations  dont  il  s’agit,  on  peut  n’éliminer  d’abord 
qujs  l’une  ou  l'autre  de  ces  constantes,  à l’aide  de  l’équation 
primitive  et  de  sa  dçrivce  première  ; on  aura  ainsi  deux  équa_ 
tions  dérivées  "différentes  du  premier  ordre,  dont  l’une  ne  con- 
tiendra que  l’une  des  constantes , et  l’autre  ne  contiendra  que 
l’autre  constante.  Maintenant,  en  combinant  chacune  de  ces 
dernières  équations  avec  sa  dérivée,  on  pourra  aussi  en  éli- 
miner la  constante  qui  y était  restée,  et  on  aura  deux  équa- 
tions du  second  ordre  sans  les  constantes  , lesquelles 

devront  être  équivalentes  entre  elles  , en  même  tems  qu’elles 
seront  aussi  les  mêmes  que  la  dérivée  du  second  ordre,  qui 
résulte  de  l'élimination  simultanée  des  deux  constautes  au 
moyen  des  deux  dérivées  immédiates. 

En  effet , chacune  de  ces  équations  donnera  la  valeur  du 
coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la  variable,  qu’ori 
regarde  comme  fonction  de  l’autre,  valeur  qui  sera  exprimée 
par  le  coefficient  différentiel  du  premier  erdrt  de  la  même 
variable , et  par  les  deux  variables  mêmes  , sans  deux  des 
constantes  qui  entrent  dans  l’équation  primitive;  et  il  est  facile 
de  se  convaincre  que  cette  valeur  est  unique  et  déterminée  , 
de  quelque  manière  qu’on  y parvienne  , puisque  les  fonctions 
dérivées  sont  uniques  et  déterminées , et  que  les  résultats  de 
l’élimination  sont  aussi  toujours  déterminés. 

On  doit  conclure  de  là  qu’une  équation  du  second  ordre 
peut  être  dérivée  de  deux  équations  différentes  du  premier 
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ordre , renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  de  plus , 
et  que  ces  équations  seront , par  conséquent , deux  équations 
primitives  de  la  même  équation  du  second  ordre  ,*  lifais  pri- 
mitives du  premier  ordre,  pour  les  distinguer  de  l’équation 
primitive  absolue , d’où  celles-ci  sont  censées  dérivées. 

Enfin  , on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs 
au  second  , le  raisonnement  que  noua»  venons  de  faire  sur 
celles  de  cet  ordre,  et  on  en  conclura,  de  la  même  manière, 
qu’une  équation  du  troisième  ordre  peut  être  dérivée  de  trois 
équations  différentes  du  second  ordre  , et  qu'aiors  elle  petit 
avoir  trois  équations  primitives  de  cet  qrdre , avant  chacune 
une  constante  arbitraire  de  moins,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  éclaircir  et  confirmer  cette  théorie  par  quelques 
exemples. 

Soit  l’éqüalion  du  premier  degré 

y J^x  -f-  b — o } 

en  regardant  y comme  fonction  de  x , on  en  déduira 


<lx 


-j“  CL  O. 


En  éliminant  a,  au  moyen  de  ces  deux  équatious , on  obtiendra 
l’équation  du  premier  ordre 

r~*^+be<>> 


dont  l’équation  primitive  sera  y ax  b = o , a étant  la 
constante  arbitraire. 

Si  la  constante  b dépendait  de  a , et  qu’on  eût , par  exemple  , 
b ~ a*  , alors  en  éliminant  a , c’est-à-dire  , en  substituant 

Ay  _ . ■ 

■—  — pour  a , on  aurait  l’équation  du  premier  ordre 
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àr  . ( 4r  V 

■r~xl^  + {.d^)  = °' 

et  l’cquation  primitive  de  celle-ci  serait 
JT  + ax  -f  a1  = o , 
a étant  la  constante  arbitraire. 
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Supposons  bxxcy ï+a*,  on  ^ira  l’équation  du  premier 
ordre  ^ 

r-^+c|/.+(i)’=o 

* ...  4 

dont  l’équation  primitive  sera  . 

y ax  a*  = Qf 

ou  a est  la  constante  arbitraire , puisqu’elle  ne  se  trouve  pas 
dans  la  dérivée  du  premier  ordre. 

Soit  encore  l’équation 


sa  dérivée  sera 


x ' — 2 ajr  — a’  — b t=  o , 


Ay 

x — a ——  — o», 
dit  ' 


équation  du  premier  ordre  qui  ne  renferme  plus  b , et  dont 
la  proposée  est  l’équation  primitive,,  b étant  la  constante 
arbitraire. 

Mais  si  l’on  veut  que  la  constante  arbitraire  soit  a , alors 
il  faut  éliminer  aj,  or,  la  dérivée  donne  a = — — — : donc 

4r  , 

dx 

substituant  cette  valeur  dans  la  proposée , elle  donnera 

2*r  ** 


ir  / djr  y 

dx  \ dx  / 


b = o, 
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d’où  l’on  tire 


dx 


l/ — dr 

v \*k  + rx  — b)  —y  — x— 


dx 


x = o , 


équation  du  premier  ordre,  dont  la  primitive,  qui  est  la  pro- 
posée, aura  pour  constante  arbitraire,  la  quantité  a. 
f Si  l’on  voulait  éliminer  à-la-fois  les  constantes  à et  b , il 
* faudrait  employer  la  dérivée  seconde } ainsi , puisqu’on  a déjà 
trouvé  la  dérivée  du  premier  ordre 


a:  ■ 


dy 

dx 


où  b ne  se  trouve  plus  , il  n’y  aura  qu’à  former  l’équation 
dérivée  de  celle-ci  , laquelle  sera 

<i’r  ...  • 

1 — a — — = o , d ou  at 
dx’ 


dy  ' 

dx’ 

et  cette  valeur,  substituée  dans  la  précédente,  donnera 


X 


d’y  dj" 


dx’ 


dx 


= o. 


équation  du  second  ordre,  dont  la  proposée  sera  la  primitive 
absolue,  a et  b étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

Un  parviendrait  à la  môme  équation,  en  faisant  disparaître 
b de  l’cquation  du  premier  ordre 

dv  — — dy 

V X.‘  -j-  r*  — b — y -f x = o , 

dx  dx 

trouvée  plus  haut;  car  eu  prenant  la  dérivée,  on  aura 
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t , ' ' T 

* &y/  d^v  f s * v 

tr. _/ÈY_;;_o.  ■ 

V{*'+y-b)  : ,W/  T ’ 

en  éliminant  ÿ au  mojren  de  la  précéd-ente’;  ii  viendra 

' 1 * >i»-«  fi. 1,1.  t;  .1 

day  / dy 

— ( y . - . X »r  1 "»T  rtniK’  (m,î  “ ; , ' 

-djr-  ûx  , '...fonshf  fcY'±l 

^ ■ <1  Y O I:  " m>,1.  .Vlg-di  -14. 

c’est-à-dire,  comme  on  l’a  trouvé  plus  haut , " 9‘‘  ' 

■ , aaifwîsqîib 

■ ■’  y 30  "/  r*  n rtriü-ij'i 

> aaf  ...  . d’y  dy  : 

^;v  s.'  i 1 


— ■ s ess  cjip  ou  *•■  *— - il. 

O y dxJ  r)r 

. , t.  , .,1  .......  , :n  r:i.râ  , •l.'ll'fce'lï  “tî^t  of*  a1  —.  < • 

dx 

• oJncJ^a.ia  ab^aàivslàb 'tn*ï*F;ro‘,r'  ' 

Oa  voit,  aussi  que  ;ceHe  même  équation  dà^seïoi^  ;brdrtr  à 
deux  équations  primitives  ou  deux  intégralW'  d&^rtittiië^dfdre 

qui  sont  , a:  Ki  • • h ; t .j»  sn , r* 

, j ..  . ' / 

a , 1 y ' “.i , .J  . .i>  i uiol»  Juan  .a  h j 

r 

' ' • 1 (!t>:Jnn  , • nlMff  anpji.r  , 

et  b sont  les  deüt  comtales  arbîtitfk»;  'et  ces  dent 

«•  r J-'  ■ «j''..  •"  r.miiioj  /•.  . i . 

é^uatipn^,  par.  l’éliminatipn  du,  JL  , . conduisent  à celte  équ*. 

tion  primitive  absolue  ’’  '■  în':a,i*:>0:>  Jiuqqca  ipq  , y : 3 

* - - 1 '1  ' 

■ r‘,J  ^.jrn  1 — ■ l v'AO.'Sy  ■ ! ffl’L 

a a t 

qui  se  réduit  à 


• /i» 

où  a 


• O zj*s  "àb  -4~ 


en  faisant  disparaître  le  radisal , on  retrouve 
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x'  — a ajr  — a’  •—  b =s  o » 

qui  est  la  proposée.  • 

En  éliminant  ainsi  les  constantes  qu'un  veut  faire  disparaître, 
on  tombe  souvent , oomme  on  le  voit,  sur  des  équations  où 
le  plus  haut  coefficient  différentiel  est  élevé  à des  puissances  , 
et  il  faut  alors  recourir  à la  résolution. 

On  peut  cependant  parvenir  directement  à une  équation  dé- 
rivée où  le  plut  haut  coefficient  différentiel  ne  se  triftive  qu'au 
premier  degré.  Pour  cela  , il  n’jr  a qu’à  préparer  l’équation 
primitive  de  manière  que  la  constante  arbitraire  qu’on  veut 
l'aire  disparaître,  s’en  ^ille  d’elle-méme  par  la  différentiation, 
ce  qui  arrive  lorsque  cette  constante  est  isolée,  ou  lorsqu’elle 
forme  seule  un  de&  membres  de  l’équation  ; car  alors-  la  diffé- 
rentielle de  cette  constante , étant  nulle,  l’équation  dérivée  se 
■ trouvera  délivrée  de  cette  constante,  et  le  plus  haut  coefficient 
différentiel.^' sera  nécessairement  à la  première  dimension  j 
car  lorsqu’on  i^iQgrentie  une  équation  entre  plusieurs  variables, 
dont  chacune  est  fonction  d’une  même  variable  , chaque  va- 
riable ne  peut  donner  que  des  termes  multipliés  par  le  coeffi- 
cient différentiel  de  la  même  variable  (chap.  V;.  Or,  il  est 
évident  que  cette  préparation  n’exige  que  la  résolution  de  la 
proposée  , par  rapport  à la  copstante  qu’on  veut  éliminer  , 
considérée  comme  inconnu*  Ainsi,  on  peut  obtenir,  par  ce 
•moyen , le  résultat  ipiW-  aurait  par  la  résolution  de  l’équatjpn 
dérivée,  par  rapport  au  coefficient  différentiel  de  l'ordre  le 
plus  élevé. 

Dans  le  fécond  exemple,  où  l’équation  primitive  était 
^■j.flï  + a’  = o,  _ 

nous  avons  trouvé  l’équation  dérivée  , 
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a -v—  =1  + y xx  — ^y. 


Mais  en  résolvant  d’abord  l’équation , par  rapport  à la  cons- 
tante a , on  trouve 

a a = — x -j-V'  j 

qui  a pour  dérivée 


4 r> 


x — a 


— 1 + 


dx 


V *%  — h y 


savoir  , en  multipliant  par  V x‘  — 4 y j 


4r 

dx 


V x*  — 4 y=o; 


équation  qui  coïncide  avec  la  précédente , à cause  de  l’ambi- 
guité du  signe  du  radical. 

On  peift  de  la  même  manière  faire  disparaître  successivement 
plusieurs  constantes  , en  préparant  toujours  l’équation  de  ma- 
nière que  la  constante  à éliminer  soit  dégagée  des  variables. 
Ainsi , l’équation  primitive 

x'  — 2 ay  — a’  — b so,  ’ 

contenant  la  constante  b isolée,  donne  tout  de  suite  l’équation 
du  premier  ordre  sitis  b , 


dr 

x — a-r-=  o; 


dx 


ensuite , en  dégageant  a , on  a 


•joo  ' Leçon» 

d’où  on  déduit , en  différentiant  de  part  et  d’autre  et  appliquant 
la  règle  de  la  différentiation  des  fractions  , 

d’y  . 'v 


dx’ 


dy 

dx 


dy  d’y 

— ■ =o,ou-r x —, — 

/ dy  \ i dx  dx’ 


\d*  / 
comme  plus  haut. 

En  commençant  l’élimination  par  la  constante  a , nous 
avens  trouvé  l’équation  dérivée  du  premier  ordre 


c._2i2L 


x’ 


dy  /dy  y 

dx  \ dx  J 


— b =o. 


Comme  la  constante  b est  dégagée  des  variables , il  n’y  a 
qu’à  prendre  la  dérivée  pour  avoir  de  suite  celle  du  second 
ordre  sans  a ni  b i on  trouve  ainsi 


y 


xj 


-L 

dx 


■ x-f 


d\r 

dx’ 


4-  x'  ■ 


d’y 

dx* 


/dy  y-  /dy  Y /tir  y 

\ dx  / \ dx  / \ dx  / 


==  o , 


équation  qui  sc  réduit  à cette  forme 

d’y 


dx>  ! ( r 

Jr  < jlr 

dx  * ( dx 


+ 


-x 


(£)■ 


: O. 


Comme  le  second  facteur  ne  renferme  que  le  coefficient  diffé- 
rentiel du  premier  ordre , il  ne  peut  donner  une  équation  du 

d’y 


second  ordre;  ainsi,  c’est  l’autre  facteur 


dx’ 


dy 

dx 


i qu’il 
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faut  employer,  et  l’on  a 


x 


d’jv  ' dy 

da:1  dx  ° * ‘ 


comme  ci-dessus. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  les  équations 
dérivées  se  forment  des  équations  primitives  par  l’évanouisse- 
ment des  constantes.  On  voit  que  pour  une  équation  primitive 
donnée  , il  est  toujours  possible  de  trouver  une  équation  dé- 
rivée qui  renferme  autant  de  constantes  de  moins  qu’il  y aura 
d’unités  da^  l’ordre  de  cette  équation  dérivée  , et  que  de 
quelque  manière  qu’on  parvienne  à cette  équation  , et  sous 
quelque  forme  qu’elle  se  présente  , elle  sera  toujours  essen- 
tiellement la  même.  v 

Puisque  dans  les  équations  à deux  variables , une  équation 
du  premier  ordre  peut  renfermer  une  constante  de  moins  que 
l’équation  primitive,  une  équation  du  second  ordre  peut  ren- 
fermer deux  constantes  de  moins  que  l’équation  primitive , et 
ainsi  de  suite;  il  s’ensuit  réciproquement  que  l’équation  primitive, 
ou  l’intégrale  , peut  contenir  une  constante  de  plus  que  la  dérivée 
du  premier  ordre , deux  constantes  de  plus  que  la  dérivée  du 
second  ordre,  et  ainsi  de  suite;  constantes  qui  sont,  par  con- 
séquent , arbitraires  ; *t  on  voit , en  même  tems  , qu’elle*  ne 
pourraient  en  contenir  un  plus  grand  nombre  , puisqu’on  ne 
pourrait  les  faire  disparaître  toutes  par  le  moyen  des  équations 
dérivées.  ■ " 

On  peut  encore  donner  de  cette  proposition,  une  démons- 
tration directe  , tirée  de  l’expression  générale  de  la  fonction 
primitive. 

Nous  avons  démontré  ( pag.  21  ) que  y étant  une  fonction 
quelconque  de  x}  si  on  dénote  par  y°, y'", y"0,  etc.,  les  valeurs 
correspondantes  à :r=o,  dey  et  de  scs  coefliciens  différentiels- 
•iy  d’y  tPy 

Tï*"’  "(J^i  > » ctc,>  ,luc  nons  avons  souvent  désignes  pat 
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j'tJ'11 1 y1" t etc,>  on  ava*1  t en  supprimant  les  parenthèses, 
cette  série 

y,=y>  +y°x  +.r//0-777  + + etc- 

connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Maclaurin.  •- 

r ' 

Maintenant , si  U valeur  de  y est  donnée  par  une  équation 
du  premier  ordre  entre  x , y et  y’ , on  en  déduira  la  valeur 
de  yf  en  x et  y)  de  l’équation  du  premier  ordre , on  en  con- 
clura une  du  second  en  x%y}y',yH,  qui  donnera  y"  en  x , 
y et  y’,  ou  seulement  en  x et  y ; de  l’équatioi^  du  second 
ordre,  on  en  conclura  une  troisième  en  x , y , y',  y",  y1", 
qui  fera  connaître  y1"  en  x,  y,  y ' et  y",  ou  en  x , y , et 
ainsi  de  suite.  Or  , en  faisant  x = o , y deviendra  y°  ; les 
caefficicns  différentiels  y\ y",y'",  etc.,  qui  sont  des  fonctions 
de  x et  y,  deviendront  yJa , yll<‘ , j"'°}  etc.,  et  on  aura  les 
valeurs  de  y'°,  y*°,  etc.,  exprimées  en  y° , qui  sera  la  cons- 
tautc  arbitraire  de  l’équation  primitive  absolue  de  la  dérivée 
du  premier  ordre. 

De  'même  si  on  n’a,  pour  la  détermination  de  y,  qu’une 
équation  dérivée  du  second  ordre  en  x , y , y' , y" , on  en 
. déjqira  successivement  des  équations  <Jes  ordres  supérieurs , 
en  x,  y,  y',  y*,/",  en  x , y , y' , y" , y'" , y" , et  ainsi  de 
suite  ; et  par  les  substitutions  successives  des  valeurs  de  y" , 
y'",  etc. , données  par  les  équations  précédentes  , on  aura  , 
en  dernière  analyse , y", y'",  etc.  en  x , y , y' , de  sorte  qu’en 
faisant  x = o,  on  aura  les  valeurs  de  y*, y'",  etc.  eny°,y/0, 
ccs  deux  quantités  restant  indéterminées  ; en  sorte  que  la  fonc- 
tion primitive  absolue,  ou  l’équation  en  x et  y',  de  laquelle 
on  déduit  la  dérivée  du  second  ordre  , contiendra  deux  cons- 
tantes arbitraires , et  ainsi  de  suite.  j 

Donc,  en  general,  l’expression  dey  en  x renfermera  autant 
de  constantes  indéterminées  qu'il  y aura  d’unités  dans  l’exposant  , 
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de  l’ordre  de  l’équation  qui  détermine  la  fonction  et  quoique 
cette  conclusion  soit  fondée  sur  la  théorie  des  séries  , il  n’est 
pas  difôcile  de  se  convaincre  qu’elle  doit  avoir  lieu  générale- 
ment, quelle  que  soit  l’expression  d e/,  puisqu’on  peut  tou- 
jours regarder  une  expression  en  série  connue  le  développement 
d’une  expression  Unie. 

Dans  l’analyse  précédente  , les  constantes  arbitraires  sont 
toujours  les  valeurs  de  y ,y', y"y  etc.,  qui  répondent  à *=o, 
tandis  que  si  on*envisage  comme  nous  l’avons  fait  plus  haut, 
les  équations  dérivées  comme  le  résultat  de  l’élimination  des 
constantes,  ces  constantes  peuvent  être  quelconques  mais  il 
est  toujours  facilè  de. les  réduire  les  unes  aux  autres  5 car 
quelles  que  soient  les  constantes  qui  entrent  dans  l’expression 
de  y,  si  .on  déduit  de  celte  expression  celles  de  yf\  y'' , 
y'",  etc.,  et  qu’ensuite  on  fasse  x—o,  ce  qui  changera  les 
valeurs  de  j,  y',  yH,  etc.  en  y* t y'°,  yl/0 , etc.,  on  pourra 
toujours , en  prenant  autarit  de  ces  valeurs  qu’il  y a de  cons- 
tantes arbitraires,  déterminer  celles-ci  en  y° , y'° , y"0 , etff.  , 
et  les  substituer  ensuite  dans  l’expression  générale  de  jr.  Or, 
quelle  que  puisse  êtie  la  forme  générale  de  cette  expression, 
ou  de  l’équation  d’où  elle  dépend  , à raison  des  différentes 
constantes  qui  y seront  contenues  , il  est  visible  que  lorsque 
ces  constantes  seront  évaluées  en  J°i  y°>  c,c*>  cette  forme 

deviendra  nécessairement  la  même  pour  la  même  équation 
dérivée.  • ' • • 1 ■ ; ,■  v . 

On  peut  donc  conclure , en  général , que  si  on  a une  équation 
dérivée  d’un  ordre  quelconque  entre  x , y,  y'y  y" t etc. , et  que 
l’on  trouve,  de  quelque  manière  que  ce  soit j une  équation 
entre  x et  y , qui  y satisfasse , et  qui  renferme  autant  de 
constantes  arbitraires  qu’il  y aura  d’unités  dans  l’exposant  de 
l’ordre  de  l’équation  dérivée , cette  équation  sera  l’équation 
primitive  de  la  proposée  , avec  toute  la  généralité  dont  elle 
est  susceptible  , de  sorte  qu’elle  renfermera  nécessairement 
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toute  autre  équation  qui,  avec  autant  de  constantes' arbitraires, 
pourrait  aussi  satisfaire  à la  même  équation  dérivée. 

On  voit  par  là  que  les  eonstantes  arbitraires  forment  la 
liaison  entre  les  équations  primitives  et  les  équations  dérivées. 
Celles-ci  sont,  par  leur  nature,  plus  générales  que  les  équations 
d’où  elles  dérivent,  à raison  des  constantes  qui  ont  disparu 
ou  qui  peuvent  avoir  disparu  j elles  équivalent  à toutes  les 
équations  primitives  qui  ne  différeraient  que  par  les  valeurs 
particulières  de  ces  constantes.  *' 

On  pourra  donc  toujours  passer  d’une  équation  primitive  à 
une  de  ses  dérivées  d’un  ordre  quelconque , et  revenir  de  celle- 
ci  à une  nouvelle  équation  primitive , pourvu  que  cette  der- 
nière opération  , qu’on  appelle  intégration  , y introduise  le 
nombre  requis  de  constantes  arbitraires  : alors , cette  dernière 
équation  renfermera  la  première , et  lui  deviendra  équivalents 
en  déterminant  convenablement  ses  eonstantes  arbitraires.  * 

• V « 

Comme  nous  avons  vu  qu’une  équation  du  second  ordre  peut 
provenir  de  deux  équations  différentes  du  premier  ordre,  ren- 
fermant chacune  une  constante  arbitraire;  qu’une  équation  du 
troisième  ordre  peut  être  dérivée  de  même  de  trois  équations 
différentes  du  second  , et  ainsi  de  suite  ; il  est  naturel  d’en 
conclure  aussi  réciproquement  que  toute  équation  du  second 
ordre  aura  deux  équations  primitives  du  premier  ordre,  chacune 
avec  une  constante  arbitraire  , et  ainsi  de  suite.  Mais  nous 
pouvons  démontrer  aussi  cette  proposition  d’une  manière 
directe , par  une  analyse  semblable  à celle  que  nous  avons 
employée  ci-deSsus. 

Reprenons  la  formule  générale  de  Taylor 


/(.*  + /w*+Yd  !fx) 


dx 


+ 


1.2 


d’f/x) 
dx’  ' 


+ etc. 


et  faisons  i x ; alors  /.(x  -J-  »)  deviendra  /(x  — x)  , 
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c’est-à-dire  , égale  à la  valeur  de  fx  ou  de  y,  lorsqu’on  y , 
fait  a:  = o,  valeur  que  nous  avons  désignée  plus  haut  par  y°. 
Ainsi  on  aura  en  représentant  fx  par  y 


yo  — y — x y -f-  ~yU — —y'"  -j-  etc. 

1 • 2 1 • 2 • 3 

».  » , v 

Si  on  différence  les  deux  membres  de  l’identité  générale 

par  rapport  à-  x , on  aura  celle-ci 

» > — « ' • * 

d/(*  + i)  _ d(fx)  , . d [ fx ) , f d^/x) 

dx  dx  dx*  i.2  dx3  "^* 


Donc,  faisant  de  nouveau  i = — x,  ce  qui  donnera.  .... 

d /'(x-f-t)  d /[x  — xi  , 

= -j —ya,  en  observant  que  /(x — x) 

n’çst  autre  chose  que  y en  y faisant  x = o,  et  qu’ainsi.... 

d/Tx  — x)  d y ' 

j — n est  que  -p- ■ ou  yy  en  y faisant"aussi  x = o, 

on  aura 


y —y — xy"  + ~-r"'  - -4t/t  + etc.  . 

1*2  J » 2 • J 

• • •;  •> 

On  trouvera  de  la  même  manièi’fe 


* yn>  —yii  _ Xf"  -f ~^~y,r  — — —iryr  + ctc- 

1 • 2 1 *2» J 

j ;*  '•/  ^ 

Cela  posé  , si  la  fonction  y est  donnée  par  une  équation  du  pre- 
mier ordre  , on  en  déduira  les  valeurs  dey/,_r,,)yJ"îe'c. , toutes 
données  en  x et  y , comme  on  l’a  vu  plus  haut:  si  on  lei 
substitue  dans  la  formule 

% 3 \- 

y0  =y  — xf  - f ~~y,J pp— r-  *tC’ 

* r * **  • 

on  aura  une  équation  entre  x,  y et  la  constante  arbitraire  y”. 
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Si  y est  donnée  par  .une  équation  du  second  ordre,  on  aura 
y",  T"'»  T"}  etc.,  données  en  x,  y,  y';  donc,  substituant 
Ces  valeurs  dans  les  deux  formules 


y*  =r  —*?  H r'  — 

—TJ'"  + «te- 

1 .a 

1*2..) 

X* 

X5 

y—f  — • ry 9 -\ ym  — 

i .a 

—y"  -f  etc. 

1.2.3  J 

on  aura  deux  équations  en  x , _y , y',  ayant  chacune  une  des 
constantes  arbitraires  y°,  y'0,  lesquelles  seront  également  deux 
équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  du  second 
Ôrdrc  , et  ainsi  de  suite. 

Quoique  ces  équations  soient  en  séries  , 'les  conclusions 
qu’on  peut  en  tirer  relativement  à la  nature  des  équations  pri- 
mitives , n’e*  sont  pas  moins  exactes  ; et  il  est  visible , par 
la  forme  même  de  ces  équations , qu’elles  sont  essentiellement 
différentes , et  qu’il  ne  peut  y en  avoir  qu’un  nombre  égal  à 
celui  de  l’ordre  de  l’équation  donnée.  , 

On  en  conclura  donc  aussi  que  si , pour  une  équation  du 
second  ordre  , on  trouve  , d’une  manière  quelconque  , deux 
équations  différentes  du  premier  ordre  qui  y satisfassent , et 
qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire , on  aura  les 
deux  équations  primitives  du  premier  ordre  de  la  proposée  , 
et  toute  autre  équatiou  de  cet  ordre  qui  y satisferait  avec 
une  constante  arbitraire,  sera  nécessairement  renfermée  dans 
celles-ci.  . • 

Ces  deux  équations  primitives  étant  connues , on  pourra 
toujours  en  déduire  l’équation  primitive  absolue , en  élimi- 
nant , par  leur  moyen  , le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre  qu’elles  contiennent , et  qui  est  le  même  dans  les  deux 
équations.  L’équation  résultante  ne  contenant  plus  de  coefti— 
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ciens  différentiels  } sera  la  primitive  absolue  de  la  dérivée 
du  second  ordre  j et  comme  les  deux  constantes  arbitraires 
qui  entraient  dans  les  deux  dérivées  du  premier  ordre , se 
trouveront  dans  cette  équation  , elle  aura  toute  la  généralité 
dont  elle  est  susceptible. 

Donc,  ayant  une  équation  du  second  ordre,  on  aura  éga- 
lement son  équation  primitive  absolue  , soit  qu’on  trouve 
immédiatement  une  équation  entre  les  mêmes  variables  , qui 
y satisfasse , et  qui  renferme  en  même  tems  deux  constantes 
arbitraires  J soit  qu’on  trouve  séparément  deux  équations  du 
premier  ordre  qui  y satisfassent  chacune  en  particulier , et 
qui  renferment  chacune  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  Tuile  de  ces  équations  du  premier  ordre  ne  con- 
tenait point  de  constante  arbitraire  , alors  l’équation  primitive 
qu’on  en  déduirait  , ne  contenant  qu’une  seule"  constante 
arbitraire  , n’aurait  pas  toute  la  généralité  qu’elle  peut  avoir, 
mais  elle  satisferait  toujours  à l’équation  du  second  ordre 
d’où  on  l’aurait  tirée  , en  même  tems  qu’elle  satisfera  aux 
deux  du  premier  ordre. 

11  suit  encore  de  là  nue  si  on  a une  équation  du  premier 
ordre,  et  qu’on  en  déduise,  d’une  manière  quelconque,  une 
équation  du  second  ordre , $oit  en  éliminant  une  constante 
ou  non , qu’ensuite  on  passe  de  celle-ci  à une  autre  équation 
primitive  du  premier  ordre,  avec  une  constante  arbitraire, 
on  pourra , par  l’élimination  du  coefficient  différentiel  qui  se 
trouve  dans  les.  deux  équations  du  premier  ordre , obtenir 
une  équation  entre  les  deux  variables  et  la  constante  arbi- 
traire , qui  sera , par  conséquent , l’équation  primitive  absolue 
de  la  proposée  du  premier  ordre. 

En  général , si  de  la  proposée  du  premier  ordre  on  passe 
par  des  différentiations  successives  à une  équation  d’un 
ordre  supérieur,  et  si  on  trouve,  d’une  manière  quelconque. 


io8  ’ Ltroîfj 

une  équation  primitive  de  celle-ci  d’un  ordre  immédiatement 
inférieur  avec  une  constante  arbitraire  , on  pourra  toujours  , 
par  l’élimination  successive  des  cocfiiciens  différentiels,  parvenir 
à une  équation  entre  les  deux  variables  x et  y , et  une  cons* 
tante,  qui  sera  la  primitive  absolue  de  la  proposée.  En  effet, 
si  d’une  équation  du  premier  ordre,  que  nous  représenterons  par 
(x,  y ,y)==o,  ou  a tiré  par  la  différentiation  les  suivantes 
( x , y , f , y"  ) = o , ( x.y.-y' , y"  , y1")  —o  , et  si  l'on 
a pu  découvrir  une  primitive  de  cette  dernière  qui  soit.  . . . 
(x,  y , y1' , a)— r»o;  alors  en  éliminant  y"  entre  cellç-ci  et 
( xi y>y'>  r")  =°.,  puisj'  entre  le  résultat,  et(  x,y,y')=o, 
ou  aura  la  primitive  absolue  de  la  proposée  avec  la  constante  a. 

Enfin , on  peut  étendre  aux  équations  des  ordres  supérieurs 
au  second  , ce  que  nous  venons  dp  trouver  relativement  .à 
celles  de  cet  ordre,  et  en  déduire  -des  conclusions  semblables. 

Pour  codipletler  cette  doctrine  des  constantes  arbitraires  in- 
troduites par  l’intégratioo  , nous  démontrerons  que  si  Fx  et  Jx 
•ont  deux  fonctions  primitives  ou' deux  intégrales  d’un  même 
ordre  de  fx  , elles  ne  pourront  différer  l’une  de  l’autre  que 
par  une  constante  que  fx  soit,  par  ^xemple , un  coefficient 
différentiel  du  premier  ordre , on  aura,  par  hypothèse , 


— fx  > 


— .fx  ; ' 


donc , en  prenant  les  fonctions  dérivées  successives , on  aura 

aussi"  - -•  •' 

A*,Fx  d .fx  d3.Fx  d ,.Jx 

— - r = — r — , — r-7— 1=  — p— — , etc. 

dx’  dx  dx3  dx’ 


çt  pareillement 


d^.pi.r  _ "d*../x 
dx3  dx1  * 
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Considérons  maintenant  les  fonctions  i)  , <P(x  -f-  i ) i 

on  sait  que  - • , 

d \Fx 


. d .Fx 

F{x+i)=Fx+i——  + 


d*1 


développement  qni , par  la  substitution  des  valeurs  de 
d’.  Fx 

— : , etc.,  devient 

dx’  7 ’ _ . 


f-  etc. 
d .Fx 


dx 


F(x  - f-  i)  = Fx  -(-  i fx  + 


et  de  même 


d .fx 


f '■ 

i 3 d’./x 


1.2  dx 


i.a.3  dx’ 


f etc. 


<p  (x  -f  t)=  <px  + i/x  + 


I .2 


d./x 

dx 


+ 


d 'fx  1 


1.2.3  ' dx* 


Ainsi , la  fonction  donnée  en  x étant 


. -- 


dx" 


-fx,  si  l’on 


4 < 


Retranchant  l’une  de. l’autre  ces  deux  identités,  il  restera 

F ( x -f*  i)  — <p  ( x 4“  0 = Fx  — 4>x. 

’ • * 

/ • . 9 . • 

Comme  cette  identité  doit  avoir  lieu , quels  que  soient  x et 

i , et  que  le  premier  membre  est  une  fonction  de  x4-*>  et 
le  second  une  pareille  fonction  dé  x , il  faut  que  Fx  — <px 
soit  une  fonction  telle  qu’elle  reste  égale  à elle-unéme,  lors- 
qu’on change  x en  x 4 h ce  qui  ne  Peut  avoir  lieu  à moins 
que  cette  fonction  ne  soit  indépendante  de  x : on  aura  donc 

• * * - * /t  - ' " ^ V»  * * . 4 

Fx  — <px  ■=:  k , d’où  Fx  = çx  4 ^ > 

A- étant  une  constante.  Donc  , si  <çx  est  une  fonction  primitive 
ou  une  intégrale  de  fx  , toute  autre  fonction  primitive  Fx 
de  Jx  ne  pourra  différer  de  <px  que  par  une  constante. 

d"r 

y - u 
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Lecoss 


d"— .Ti 

en  a déduit  d’une  maniéré  quelconque  ^ > en  y alou-' 

tant  une  constante  arbitraire , on  aura  la  primitive  complette 
immédiate  de  la  proposée. 

Ainsi,  du  coefficient  différentiel  du  troisième  ordre 


d V 

dx3 


= ax> 


(a) 


oo  conclut  celui  du  second 
d’y  ax! 


P 


(a) 


dx’  5 

b étant  la  constante;  en  sorte  que  l’intégrale  de  d5y  = a.f  dx3 
est 

d’y  — -2.  x5dx  -f-  é>dx. 

• 5 • , 

r . • , 

De  (a)  on  repasse  au  coefficient  différentiel  du  premier  ordre 

• ——  = afl+bx  + c,  . . . (3) 

dx  5.6 

c étant  une  autre  constante  ; d’où  on  conclut  l’intégrale  seconde 
* ' * 


dy  : 


5.6 


x°dx  -4-  6xdx  -(-  cdx  ; 


enfin,  de  (5)  on  tire  • 

I . 

* = Thfxl  + ~x'^cxJrfl  ‘ 

fonction  en  x,  la  plus  générale  de  toutes  celles,  qui  conduisent 
à — = ax^f  parce  qu’elle  renferme  trois  constantes  b,c}J* 

Ce  chapitre  est  tiré  , à quelques  légers  dévèioppemens  près  , 
du  Calcul  des  (onctions  de  M.  Lagrange  t nous  le  terminerons 
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par  la  question  suivante  extraite  de  la  Correspondance  sur 
l’Ecole  Polytechnique  , n°.  1 1.  Janv.  i8to. 

» . I 

L’équation  générale  des  lignes  du  second  degré, peut  être  tnisé 


sous  la  forme  ' * 

Ay%  + 2 Bxy  -f-  Cx*  -f-  2 Dy  -|-  2 Ex  -f-  1 = 0 (Af) 


et  elle  contieut  alors  les  cinq  constantes  A , B ^ C , D,  E.  Si 
l’on  différentie  cette  équation  cinq  fois  de  suite,  on  aura  cinq 
■nouvelles  équations , entre  lesquelles  et  ( M ) on  peut  éliminer 
les  cinq  constantes.  Si  l’on  posé 


dy 

da; 

— Pl 

dP  _ 
Ax 

dx* 

= q, 

dq  __ 

dx 

d3y 

dx*  ~ r> 

dr 

_ <% 

ds 

dsy 

tïx 

dx'* 

— s> 

dr 

dx5 

— h 

' 

on  trouve,  pour  équation  générale  délivrée  des  cinq  constantes, 

9 q't  — 45  qrs  -|-  4°  f3  =<>  • • * • • (iV) 

Cette  équation  appartient  à toutes  les  courbes  du  second  degré, 
et  les  exprime  toutes,  quelles  que  puissent  être  les  cinq  cons- 
tantes. » 

Gela  posé  , soit  proposée  une  équation  différentielle  ordi- 
naire , qui  n’excède  pas  le  quatrième  ordre;  il  est  facile  de 
reconnaître  si  elle  appartient  à une  courbe  du  premier  ordre  : 
pour  cela , jl  suffit  de  différentier  successivement  jusqu’à  ce 
qu’on  soit  parvenu  à une  équation  différentielle  du  cinquième 
ordre,  et  de  s’assurer  si  la  proposée,  au  moyen  de  ses  dérivées, 
satisfait  à l’équation  gérUfrale  (N',.  Si  cela  a lieu,  la  proposée 
appartient , en  effet , à une  courbe  du  second'  degré  , et  son  . 
intégrale  ou  sa  primitive  complette,  est  l’équation  (AfJ,  dans 
laquelle  il  y a autant  (Je  constantes  de  trop,  qu’il  a fallu  dif- 
férenticr  de  fois  pour  arriver  à la  dérivée  du  cinquième  ordre  ; 
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il  faut  donc , déterminer  les  constantes  surnuméraire*  de  telle 
manière  fjue  l’intégrale  irait  que  la  généralité  nécessaire. ’A  cet 
'effet  , il  faudra  différentier  l’intcgrale  obtenue  , jusqu'à  ce 
qu’<yi  soit  parvenu  à l’ordre  de  la  proposée  ; ensuite , au 
moyen  de  ces  différentielles  successives  , éliminer  de  la  pro- 
posée toutes  les  quantités  p,  q,  r,  etc.  : il  ne  restera  plus 
qu’une  équation  en  x , y , A , B,  C}  ,D  , I£  , et  .il  faudra 
trouver,  entre*  les  cinq  constantes,  les  rclatious  qui  satisferont 
à cette  équation. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  différentielle  du  troisième  ordre 


( i + p')r  = rjpq' (i) 


en  différentiant  deux  fois  de  suite,  on  a 

» y 

(i  H- />’ )V  = 3<7s  (i+5p’).....(2) 

(i  +p'f  i=±:  i5^(3+  7 p').....  (3) 

La  substitution  dans  (Ar)  des  valeurs  de  r,  s,  /,  tirées  de  ce* 
trois  équations  ,•  satisfait  à (iV)  j donc  l’intégrale  de  (i)  est 
de  la  forme  s 


Ay*  4-  2 Bxy  -f-  Cx'  -f-  a Dy  -f-é*  Ex-U  i =so. 

* • t 

Mais  cette  équation  contient  deux  constantes  de  trop  , puisque 
l’intégrale  d’ùne  équation  différentielle  dn  troisième  ordre  est 
complettée  par  trois  constantes  seulement  : il  faut  uooc  trouver 
deux  relations  entre  les  cinq  constantes.'  Pour  cela  on 
différentiera  trois  fois  de  suite  l’intégrale  (AI) , et  on  trouvera 

J':  ; 

v P~~  M v .j  a 

_ a liMN+  CM%S>  ’ . 

9 Ai-3-  ' ’ 


3 N'  — a RNM  -f  CM')  ( AN-*  BM)  • - 
Al*  * 1 
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où  M es  Ay  + Bx  -j-  D et  2V  = By  -J-  Cx  - {-  E.  Si  l’on 
substitue  ces  valeurs  de  p,  q,  r,'  dans  la  proposée  (i)  , oa 
parvient  à l’équation  suivante 

' . *»,  I,  . . 

M{AN’— 2 BMN+  CM * } { B (. M ’ — AT*)4-A/2V(  CW)|=o. 

Or , des  trois  facteurs  dont  elle  est  composée , les  deux  pre- 
miers ne  sont  pas  utifSs  : en  effet,  le  premier,  M,  c'est-à- 
dire,  Ay-\-Bx-{-D,  ne  peut  devénir  nul  par  lui-même,  à 
moins  que  l’on  n’ait  A—  o , B = o , D =o , en  observant  que 
ces  relations  doivent  avoir  lieu  seulement  entre  les  coefficiensj 
or,  de  cette  manière,  on  aurait  trois  relations  lorsqu’il  n’en, 
faut  que  deux.  Le  second  facteur  AN*  — 2 BMN  -(-  CM* , 
ne  peut  devenir  nul , que  sous  ces  conditions  A — o 
B — o,  C = =0;  et  si  , dans  le  même  facteur,  on  faisait 
M =.  o,  Ar=o,  toutes  les  constantes  deviendraient  nulles, 
chacune  en  particulier.  Il  n’y  a donc  que  le  troisième  facteur 
qui  devient  nul , au  moyen  des  deux  relations 

2?  = o , C :=  A , 

en  sorte  que  la  primitive  complette  de  la  proposée  devient 

A(y*-{-  x *)  -f-  zDy -f-  2 Ex+  1 = 0, 

équation  qui  appartient  à un  cercle  quelconque , comme  on 
s’en  assure  en  faisant 

■4  1 j_  ~b  c_.  — a 

a»  4.  b'—c'  * a*-\-b* — c%  > o*4_6»_V1  * 

a , b j ct  étant  trois  autres  constantes  arbitraires  ; car  «lors  on 

% • » 

a 

y'  4*  •—  2 (qy  4-  £*)  4*  a'  + b*  — c = o, 

c’est-à-dire,  • 

( y — a)1  4- C*  — / 

8 

' ■ » ’ % 
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« Ce  serait , dit  M.  Monge  , à qui  on  doit  cette  analyse  t 
« une  entreprise  inutile  de  chercher  de  semblables  résultats  pour 
v les  courbes  des  différens  degrés  t principalement  parce  qu’à 
« l’inspection  d'une  équation  différentielle,  on  ne  peut  recou- 
rt naître  si  elle  appartient  à une  courbe  algébrique , ni  de  quel 
« degré  est  celte  courbe.  Mais  les  courbes  du  second  degoa 
« sont  si  simples,  et  elles  se  présentent  si  fréquemment  dans 
« la  nature , qu’il  peut  être  de  quclqu’Utiiité  de  le  faire  pour 
» elles.  » 
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CHAPITRE  IX. 


Vu  développement  de  f ( x + i ) lorsqu’on  donne  à 
la  variable  x une  valeur  déterminée.  Cas  dans 
lesquels  ce  développement  e$t  en  défaut. 


Nous  avons  vu  ( chap.  I)  que  la  sérié  donnée  par  le 
développement  de  f(x  -j-  i),  ne  peut  contenir  de  puissances 
négatives  de  t,  à moins  que  l’on  n’ait  fx  — ~,  parce  qu’en 
supposant  i = o,  auquel  cas  f(x-\-i ) se  réduit  à fx , les 
termes  qui  contiendraient  de  pareilles  puissances,  deviendraient 


infinis , de  sorte  qu'on  aurait  l’équation  -j—  — o , de  laquelle 

Jx 

on  déduirait  des  valeurs  de  x.  On  peut  prouver  de  la  même 
manière  que  la  série  ne  pourra  contenir  un  terme  multiplié 
par  log  i , ou  par  une  puissance  positive  quelconque  de  log  if 
parce  que  ces  sortes  de  termes  deviennent  également  infinis 
pour  i=o  (pag.  57).  > 


Considérons  ensuite  le  cas  où  le  développement  pourrait 
contenir  des  puissances  positives , mais  fractionnaires  de  t. 
La  démonstration  donnée  ( chap.  I ) pour  prouver  l’absence 
de  ces  sortes  de  termes,  est  fondée  sur  ce  que  ces  termes 
augmenteraient  le  nombre  des  radicaux  dans  le  développe- 
ment de y(x-f-r)  » tandis  qu'il  est  évident  que  tant  que  x 
est  une  quantité  quelconque  indéterminée  , f (x  -f-  i)  ne  peut 
contenir  que  les  radicaux  qui  sont  dans  fa r;  et  nous  savons 
actuellement  que  la  différentiation  ne  peut  changer  ni  le 


/ 
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nombre  ni  les  indices  de  ces  radicaux  dans  ~~=zP , = O; 

dx  dx*  v ’ 


R , etc.  Mais  cette  démonstration  cesse  d’avoir  lieu 


dx3 

lorsqu’on  donne  à x une  valeur  déterminée,  telle  qu’elle  fasse 
disparaître  un  radical  dans  fx  ; car  alors  ce  radical  pourra  être 
remplacé  par  un  radical  de  i dans  le  développement  dé  f{x-\-i), 
comme  nous  l'avons  vu  dans  le  chapitre  cité. 

Cette  conclusion  n’aurait  pas  lieu,  si  la  valeur  particulière 
de  x n’anéantissait  pas  le  radical  lui -même,  mais  le  faisait 
seulement  disparaître  en.  rendant  nulle  une  quantité  par  laquelle 
il  serait  multiplié  ; car  quoique  le  radical  puisse  disparaître  de 
cette  manière  de  la  fonction  fx , il  pourrait  ne  pas  disparaître 

qy  d*r 

dans  les  coefficiens  différentiels  -i — , -- , etc. , qui  entrent 

dx  dx*  ’ 1 

dans  le  développement  de  f(x  -f-  i)  , et  alors  la  démonstration 
conserverait  toute  sa  force.  Ainsi , si  un  radical  de  la  fonction 
fx  se  trouvait  multiplié  par  (x— • a)",  m étant  un  nombre 
entier  positif,  ce  radical  disparaitrait  pour  x = a ; mais  dans 
/(x-f-i),  le  même  radical  serait  multiplié  par  (x  — a-j-*)”’» 
et,  dans  le  cas  de  x = a,  il  le  serait  par  im  ; donc,  dans  le 
développement  de y(x-J-t),  il  ne  pourrait  paraître  avant  le 
terme  qui  contiendrait  la  puissance  i'n  s en  effet , le  coefficient 
'dmy 

différentiel  ^ serait  le  premier  dans  lequel  ( x — a )m  se- 
rait réduit  à l’unité , au  moins  dans  l’un  des  termes , en  sorte 
que  , dans  ce  terme , le  radical  ne  disparaitrait  plus  par  son 
coefficient  ; il  resterait  conséquemment  dans  les  coefficiens 
différentiels  'suivans , et  il  ne  se  trouverait  pas  dans  les  pré- 
cédées. Il  n’y  a donc  que  le  cas  où  le  radical  est  détruit  de 
lui-même  dans  fx , par  une  valeur  particulière  de  x,  dans 
lequel  le  développement  doive  contenir  des  puissances  frac- 
tionnaires de  i,  et  il  reste  à voir  comment  on  pourra  juger 
que  la  chose  doive  avoir  lieu. 
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Nous  remarquerons  d’abord  que  si,  dans  f{x-\-  i) , on 
ajoute  l’accroissement  quelconque  k , soit  à x , soit  à i,  on 
aura  la  même  somme  x -\-i  k , et  conséqnemment  la  même 
fonction  variée  /(  x -f-  i -f-  k).  Or,  si  l’on  considère  x -f-  i 
comme  une  variable  dont  k est  l’accroissement , la  fonction 
développée  sera 

/((*+  0 + *)=/(*  + 0 + */*(*+*)  + Tzf(x  + 0 + etc. 

1 *2 


en  observant,  que  f'(x  -j-  i)  est  le  coefficient  de  la  différen- 
tielle première  deJ{x-\-i),  prise  indifféremment  ou  par  rapport 
à x , ou  par  rapport  à i ; que  J11  ( x i ) est  celui  de  la  diffé- 

rentielle seconde  de  / (x  + f)  , prise  aussi  ou  par  rapport  à x, 
ou  par  rapport  à i,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu’on  a 


f (x  + 0 = 


d /(x  -f  i) 

d/(x  + /) 

di 

dx 

d'f(x+  *) 

à’f(  x + ») 

d*' 

dx' 

d*/(x  + «) 

d3/(x+  i) 

dr3 


dx3 


etc. 


« d /*  T oc  " | ~ i ) 

d’où  on  conclut  qu’en  faisant  Z = O dans  — — , 

d*/(x  + i)  . d fx  d*/x 

rr 1 etc. , on  tombe  sur  — 7 — , — ; , etc. 

dz'  7 dx  dx' 


dx 


Maintenant , pour  introduire  la  condition  que  le  dévelop- 
pement général  n’ait  pas  lieu,  circonstance  qui  ne  peut  arriver 
qu’autant  qu’on  particularise  x , nous  supposerons  une  puis- 
sance de  i , qui  ne  soit  pas  entière  et  positive  ; et  afin  de 
séparer  ce  qui  résulte  de  la  présence  d’ùn  terme  de  puissance 
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négative  de  i , de  ce  qui  vient  d’un  terme  de  puissance  frac- 
tionnaire de  cct  accroissement , nous  supposerons  d’abord  un 
terme  tel  que  Ai~ m}  en  sorte  que 

f(x  + i)  — Ai~m  + Bir  + Ci ' + Di‘  + etc. 

r , s , t , etc. , étant  des  nombres  entiers  positifs  , A , B , 
C , etc.  des  fonctions  de  x , ou  de  sa  valeur  particulière  a.  Oa 
aura  donc 

d/(*+l  -f-  rBir-'-\-sCi‘~'  + etc. 


d( 

m(m+i)  Ai-**"'  + r(r—i)Bir~'  -f  etc. 

àj(x+i) 


di:i 


- = —m  {m-{~i)(m-\-o)A  t-"-3  -f-  r(r — 1 )(r — 2 )Bir—i  etc. 


etc. 


et , pour  en  revenir  aux  coefficiens  différentiels  -j— > faï’  etc*> 
on  fera  i=o,  ce  qui  donnera  ces  résultats  : 


St 

fx  = 1-  etc.  = 00 

J o ^ 


4r 

dx 


JM. 

= — m J-  etc.  = a> 


d’r  x A , 

— t=m(m-f-t)—  +elc.  = eo 

d3y  . A 

. — — = — (m+a) b etc.  = ce 

rix’  o 

etc.  , 

Donc  si , pour  une  valeur  particulière  de  x , un  des  termes 
du  développement  de  f ( x -J"  i J est  delà  Jorme  Ai- m,  la  fonction 
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dy  d *v  '■ 

y ainsi  que  tous  les  coefficiens  différentiels  ^7  > etc, 
dépendront  infinis. 

Nous  supposerons  , en  second  lieu  , que  le  développement 
puisse  contenir  un  terme  tel  que  Him  , m étant  un  nombre 
positif  et  fractionnaire , compris  entre  les  deux  nombres  entiers 
consécutifs  n — 1 et  n;  en  sorte  qu’on  ait 

f{x+i)=A+Bi-+-Ci'+ +Gin~'+Him+Kin+  etc.  ' 

où  A y B , C G,  //,  K , etc.  , représentent  encore  des 

fonctions  de  x ou  de  a.  On  déduira  de  cette  forme  de  déve- 
loppement y 

—B+iCi+^Dii  + ’"  + (n— 0 Gt'1-1 + mHim~l 

~\-nKi"— ‘,etc. 

d’f  f -r  f iH 

— ^ =2  C + 2. 5Di+  . . . + (n— 1)  (n — 2)  Gi"— * 

-}- m (m—i)  Hi,n~ * -f-  n (n — i)Kin~'‘  -{- , etc. 


dn—  'f  fx-i-i) 

: - -_[ — =(n — C”- 0 -J-  etc. 

■■  ^ r ’ =m...Him-n  -{-n.,.Kin-m  + etc» 


— m. . . Iiï’1—  ('*+') -}-  etc. 


Si  pour  trouver  ce  que  deviennent , dans  cette  seconde  hypo- 

/ dr  dv 

thèse,  les  coefficiens  différentiels  -= — , -, — , etc. , on  fait  encore 
’ dï’di*’  ’ 
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i=  o , on  trouvera  ces  résultats  ; 

dr 


dx 

dy 

dx1 


=zB 

= iC 


dn— 'r 

- — — = i .2.. . f n — i)G 
dx"—  v 


dy  H , „ 

— r^-—  = i .2. . .m |-  i.a. . .nA  = 


// 


dx" 
d "+,r 

-J = 1 .2.  . . m.  — = ao 

di"+'  O * 

etc. 


-CO 


Donc  , à partir  du  coefficient  différentiel  inclusivement  dont 
l’ordre  est  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  a m , les 
coefficiens  différentiels  sont  continuellement  infinis;  de  plus  , le 
développement  est  régulier  depuis  le  préinier  terme  fx  jusqu’au 
terme  Him  exclusivement,  puisqu’on  trouve 


B — 


D= 


i «fo 

2.5  dx3  5 


etc. 


Donc  si , pour  une  valeur  particulière  de  x , un  des ^ termes 
du  développement  de  f (x-f-i  ) est  de  la  forme  Aim  , ni  étant 
un  nombre  fractionnaire  entre  les  deux  nombres  entiers  con- 
sécutifs n — î et  xi , le  coefficient  différentiel  de  l’ordre  n et  les 
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suivons  seront  infinis  pour  celte  voleur  de  x , et  chacun  des 
précédens  prendra , dans  la  même  hypothèse , une  valeur  fixa 
et  déterminée. 

Le  développement  général  sera  donc  en  défaut  dans  ces  deux 
cas. 

Réciproquement,  sipourune  valeur  particulière  de  x,  toutes  les 
dv  dJy  . t 

fonctions/x  oujy,  ^ ctc‘  > Pr*ses  dans  Ie  développement 

général , sont  infinies  , le  développement  vrai  devra  contenir  un 

terme  de  la  forme  Ai~m  ; et  si , dans  ce  développement  géné- 

, dnr  . 

ral , le  coefficient  — - est  le  premier  qui  devienne  infini  pour 

une  valeur  particulière  de  x , il  devra  se  trouver  dans  le  déve- 
loppement vrai , un  terme  tel  que  Ai"1 , m étant  jin  nombre 
compris  entre  n— i et  n. 

* « dy 

En  effet,  dans  la  première  hypothèse , les  fonctions  fx  ouy,—  , 

dx 

d’y  àf{x-\-i) 

etc.  , étant  ce  que  deviennent  /(x+t),  — , 

à’f(x+i) 


y etc. , lorsqu'on  y fait  iso^ne  peuvent  devenir  infi- 

nies , à moins  que  i,  ou  une  puissance  de  i,  ne  divise  quelques 

(J ^ jp  _L.  I \ 

termes  de  chacun  des  développemens  f (x-{-i),  — -, 

d J* ( y J-f  \ 

1 -,  etc.,  et,  dans  la  seconde  hypothèse,  à moins  que» 

. d-/(x+Q 
din 


dt’ 

ne  s’introduise  en  diviseur,  seulement  à partir  de 


Dans  ce  dernier  cas  , il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  fraction- 
naire m doit  tomber  entre  n — i et  n : car  si  m tombait  entre 
• d"~'p 

n — i et  n — t , le  coefficient  — ^ serait  le  premier  qui  devien- 
drait infini  : si  m était  entre  les  deux  nombres  n et  »-J-  lr  • 


/ 


t 
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• « • d'1-3*^  , , , 

ce  serait  à partir  seulement  de  ^ que  l’infini  s’introduirait 

dans  les  coefficiens  différentiels.  Le  nombre  fractionnaire  n ne 
peut  donc  se  trouver  qu’entre  les  nombres  entiers  consécutifs 
n — i et  n. 

Il  faut  bien  observer  que  lorsqu’on  veut  développer _/(r-f-i) 
pour  x~a  , on  forme  d’après  la  fonction  fx  , les  coefficiens 
d y d3y 


différentiels  , 
dx 


dx1 


d*3 


etc. , dans  lesquels  on  écrit 
• dv 

ensuite  a pour  x : alors  soit  que  toutes  les  fonctions  fx , -j— , etc. , 
deviennent  infinies  , soit  que  la  chose  n’arrive  qu’à  partir , 

dy 


par  exemple , de 


on  juge  que  le  développement  général 


dx"  - - - | 

est  en  défaut,  c’est-à-dire,  que  la  fonction  f (a-f-t)  ne  peut  se 
développer  suivant  des  puissances  ascendantes  entières  et  posi- 
tives de  i : dans  le  second  cas  , on  peut  déduire  de  la  série  de 
Taylor,  la  partie  du  développement  qui  précède  le  terme  de 
plus  petit  exposant  fractionnaire  de  i,  puisque  le  développement 
est  résulier  dans  cette  étendue. 

f 

Pour  trouver  la  vraie  garnie  du  développement  dans  tous  les 
cas  où  la  série  de  Taylor  est  en  défaut , il  faudra  faire  d’abord 
dans  la  fonction/  (x-J-r)  , .régal  à la  valeur  donnée,  et  déve- 
lopper ensuite  f suivant  les  puissances  croissantes  de  i , par  les 
règles  connues  , en  ayant  égard  aux  puissances  fraction- 
naires ou  négatives  de  i qui  sc  trouveraient  dans  la  fonction 
même.  , . 

‘ Pour  confirmer  par  quelques  exemples  ce  que  nous  venons  de 
démontrer  , supposons  d’abord  que  l’on  ait 

fx—  i.ax  — X*  -J-  a V x7*—  o1 , 

» 

et  qu’on  demande  le  développement  de  f{x-\-i)  pour  x— a.  En 
•formant  les  coefficiens  différentiels  suivant  les  règles  générales  y 
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on  aura 


ax 


— x)+  

dx  y x* — a> 

d’y  , 

—Z—  — 2 -4 — . T , 

dx’  Y x’— a’  (*' — a’)“ 


ax ’ 


et  ainsi  de  suite.  En  faisant  x=a  , on  a 

.■  , dr  * . d!r 

J*=a ’dj=- 


o ’ dx’ 


-,  etc. 


D’où  on  conclura  que  le  développement  d tf  (x-\-i)  contien- 
dra nécessairement  pour  æ = fl,  un  terme  delà  forme  Ci"' , 
tïi  étant  entre  o et  i. 

En  effet , on  aura  par  la  substitution  de  a + i dans  l’expres- 
sion fx , 

= a1 — * + y'aa-t-i. 

D’où  l’on  conclut  que  le  développement  suivant  les  puissances 
de  i , contiendra  des  termes  de.  la  forme  Y *■  > W * » *’ V * » e^c* 
Soit , en  second  lieu  , 

fx=  Yx  + (*  — à)*l(x — a), 

/ indiquant  un  logarithme  népérien  : on  aura  ces  coefficiens 
différentiels. 


2\/x 


àx 
d’y 
dx’ 
d3y 

dx3  üx‘Yx 


}-  2 (x — a)  l (x — a)  -J-  x — a 


4xyx 

3 2 


-j-  2 l (x  — a)  -f-  3 


d’y 


Pour  xxza  , la  fonction  — — devient  infinie,  ainsi  due  toutes 
7 • dx’  7 


'(■  ’ 


/ 
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les  suivantes  : conséquemment  le  développement  àef{x-\-i) 
deviendra  fautif  pour  x=a.  En  substituant  a-\-i  pour  x p 
ou  trouvera 

/(«+')“(«+ ‘T  + ** li' 

Nous  avons  observé  plus  haut  que  lorsqu’une  valeur  parti- 
culière de  x , détriiit  dans  fx  un  radical  , en  rendant  nul  son 
coefficient , ce  radical  reparaîtra  nécessairement  dans  les  fonc- 

(]v 

tions  -p- , -- , etc.  , et  qu’ainsi  la  forme  générale  de f(xf-î) 

ne  cessera  pas  d’étre  exacte  dans  ce  cas. 

Mais  lorsque  la  fonction  fx , au  lieu  d’étre  donnée  d’une 
manière  explicite  , n’est  déterminée  que  par  une  équation  où  le 
radical  n’entre  pas  , la  détermination  de  ses  coefbciens  différen- 
tiels est  sujette  à des  difficultés  sur  lesquelles  il  est  bon  de  don- 
ner quelques  explications. 

Soit  yzxfx:  supposons  que  pour  une  valeur  donnée  de  jr, 
il  disparaisse  dans  fx  un  radical , lequel  ne  disparaisse  pas  dans 

il  est  clair  que  , pour  cette  valeur  de  x , la  fonction  ~ 
Qx  da: 

aura  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  différentes  que  fx,  à 

...  d \y 

raison  du  radical  qui  se  trouve  dans  — — , et  quia  disparu  dans 
».  » d y 

fx  : d’où  il  suit  que  la  valeur  du  -j—  ne  pourra  pas  être  donnée 

par  une  simple  fonction  de  x et  y , qui  ne  contiendrait  pas 
explicitement  ce  radical , comme  il  arriverait  si , dans  l’équation 
y =fx,  on  faisait  disparaître  ce  même  radical  par  l’élévation  aux 
puissances  , en  sorte  qu’on  eût 


F (x, y)  =o=  u. 

Or , la  différentielle  de  cette  équation  est , comme  on  l’a  vu 
( chap.  VI  ) , 
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àu  du  . M 

dx  djJt  ’ J N ’ 

, du  ,,  du  _ 

en  représentant  — — par  M et  — — par  N.  Donc  cette  expres- 
sion sera  en  défaut  dans  le  cas  où  l’on  donnerait  à x la  valeur 
en  question  , ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’autant  que  les  fonc- 
du  du 

tions  — — , — — seront  l’une  et  l’autre  nulles  en  même  tcms. 
dx  dy 

Ainsi  , dans  le  cas  dont  il  s’agit , l’expression  dey'  deviendra 
zéro  divisé  par  zéro  ; et  réciproquement  lorsque  cela  arrivera  , 
on  en  conclura  que  la  valeur  correspondante  de  x aura  détruit 


dans  fx  un  radical  sans  le  détruire  dans 


<ir 

dx 


Pour  avoir  , dans  ce  cas  , la  valeur  de  y1  , il  faudra  recourir  à 
la  différentielle  seconde , puisque  la  différentielle  première  est 
identiquement  nulle  : or  on  a trouvé 


d’u 

SF+’ 


d’u  . d’u  , , du 
- — — r'4-  j — y a4 — . yl  ~o=ur/. 
dxày  J d y'1  J dy 


du 


Mais  à cause  de  =,°  > cette  équation  se  réduit  à celle-ci  : 


dj 

d’u 

dx’  ~ 


d’u 


d’u 


par  laquelle  on  déterminera  la  valeuf  de  y’ , qui  sera  par  consé- 
quent double. 

Soit,  par  exemple 

y—x+  {x  — a)  V x—b  , 

on  aura 


j!  — i + l / x — b 


x — a 


y'x  — i» 
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Et  pour  x=a, 


Leçon* 


jr—a,  y = i -f  V <i  — b, 

où  l’on  voit  que  le  radical  disparaît  dans  Jx  , mais  non  pas  dans 

(|y  < 

■ ou  y , en  sorte  que  la  première  fonction  est  simple  , tandis 
dx 

que  la  seconde  est  double. 

Si  on  élève  la  proposée  an  carré  , on  aura 

(y — x)* — ( x — a )’  (x — b)  — o=  u , 
et  pour  l’équation  dérivée  du  premier  ordre  , 
a (y  — x)  (y'  — i)  — a (x  — a)  (a:  — >£>)  + (*  — fl)*=  o—u't 
d’où  l’on  tire 

. . aîx — a)  (x  — b)-\-(x  — a)‘ 

y = i-i . 

2 (y—x) 

O 

Pour  x=a  f on  a encore  y = a } ce  qui  donne  y'  — — J 

on  passera  donc  à la  dérivée  du  second  ordre  , pour  laquelle 
on  trouve  , 

z (y — x)jrH  a (y'  — î)1 — 4( x — a) — * (x — b)=o=  uv. 

Ici  la  supposition  de  x=a,  d’où  résulte  j'sra,  donne 

(y1 — i)*  — ( a — b)  = o,  d’oùy'  aci  -f-  a — b, 
comme  plus  haut. 

Il  peut  arriver  que  la  même  valeur  de  x qui  détruit  les  termes 
de  u'  , détruise  aussi  ceux  de  u " ; il  faudra  alors  passer  à um  , 
qui  par  la  destruction  des  termes  en  yn  et  y1",  deviendra  une 
simple  équation  en  y’  , mais  du  troisième  degré , et  ainsi  de 
suite  j et  on  voit  que  cela  dépend  dç  l’indice  du  radical  qui  aura 
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été  détruit  dans  y,  et  qui  doit  être  remplacé  par  le  degré  de 
l’équation  d’où  ‘dépend  la  valeur  de  y'. 

Supposons, -en  second  lieu , que  la  même  valeur  de  * qui  fait 
disparaître  un  radical  dans/*,  le  fasse  aussi  disparaître  dans 
cl y * ip 

sans  néanmoins  le  détruire  dans  ou  dans  r" -}  alors 

les  valeurs  correspondantes  de  y et  f seront  en  même  nom- 
bre  j mais  celles  de^  seront  en  nombre  plus  grand.  Si  donc 
on  fait  évanouir  ce  radical  dans  y =/*  , la  valeur  d ey>  qu>0n 

en  déduira,  se'produira  sous  la  forme  = — . et  il  faudra  passer 

aux  équations  différentielles  d’un  ordre  supérieur  pour  avoir 
la  valeur  de  y". 

Soit , pour  en  donner  un  exemple  , 
y=x+(x~ ay  \/ 

on  aura 


y = i -f-  a (x— a)  \/  x — b -f 


(x  — a)’ 

2 V x — b 


y"=  a V7=b  + *±x-aî (*— 0‘  . 

V x—b  4(a : — bh' 

gisant  a:  =a,  on  trouve  y=a,  y = 1 , y = 2 

a>s  si  op  réduit  l’équation  proposée  à cette  forme  ration- 
nelle < 


(y  a:)’ — (x  — a)i  ( x — b)—o—i 


on  aura 


2(T— *)Cr/— i)—  4(x—a)*(x  — 6)—(x—a)4  = V'=o, 

*tu'=°>  ™ faisant  a et  y=a.  On  passera  donc  à u"  , 
qui  sera  7 

{r-ty"  +(y  - i)*_6(*— «,)>  (x~b)  -4(*— ay=,Mir~0i 


Digitized  by  Google 


128  Leçon* 

Faisaut  #=  a, y — a ; on  aura  ' 

{y*  — i )’  = o , d’où^  = i. 

Mais  pour  avoir  la  valeur  <lc  jr11  , il  faudra  recourir  à u'"  et 
même  à u,y  : on  aura  ainsi 

( y — x)y -\-o(y — i ) y" — 1 8(2: — «)’ — i2(x — a)  (x — b)=u'"=o  , 

où  tout  se  détruit  encorç  pour  x=a , jr=a  fy=i.  On  trouve 
ensuite 

(y — x)y"r+4(y — lyyîy* — 48(x — a) — 1 a(x— b)=u'y=o  : 
faisant  x—a  , y — a,y'~  i , on  aura 

(a — b)  , d’où  y"  =2  V'  a — bt 

comme  plus  haut. 
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CHAPITRE  X. 

• 

Des  valeurs  des  jraclions  dont  le  numérateur  et 
'le  dénominateur  s’évanouissent  en  même  tems 
-par  une  seule  valeur  de  x.  Décomposition  des 
fractions  rationnelles 

’*  V . y * 

Considérons  la  fraction  » 

■ 

J~  Fx  ’ 

fx  et  Fx  étant  des  fonctions  de  x,  telles  qu’elles  deviennent 
n.ulles  l’une  et  l’autre  pour  x=xa  : on  demande  la  valeur  de  y 
dans  cette  supposition  pour  x.  Ou  déduit  de  là, 


dfFjc) 


y . Fx — fx~a~u. 

Formons  la  dérivée  diapremier  ordre,  et  désignons  ^ 
F'x  3 ■ ^ ^ par  f xx  il  viendra 

y'  • Fx  -\-yF  x—j'x— o — u', 

' , > 

. , 1 ■ - *•  ' . 

et  a cause  de  Fx=o , pour  x =a  , on  aura 

f'r 


par 


y — 


Fx 


Sîil  arrivait  que  les  fonctions  fx  , F'x  devinssent^  nulle» 
dans  la  même  supposition,  on  trouverait  par  le  même  priii- 

9 
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cipe  , en  remplaçant  dans  la  dernière  valeur  dey  ,J'x  par ftx 
d’(/*)  ....  d’(F.r)  • 

= > Fx  P uF*x~- 


djc* 

« 

J — 


Autrement,  de 
on  déduirait 


yF'x — j ' x—o~  u' 

* 

yF'x  -f -yF"x  — f"x=o  = ui/’t 


et  à cause  de  F'x=o  , pour  x =pa , on  aurait,  comme  ci— 
' fi!  JC  . l 

dessus, y = —pjj — Si,  dans  la  même  supposition  x-=a  , on 
x ..  . 

avait  encore fx—  o,  Flrx  = o , gn  emploierait 

' f"x 

y — ~piij 

i , • d3(/!r)  d’f/'ac.)  . • 

ou  f"'x  et  F"x  désignent  — ^ , — --y — , etc.  , et  ainsi  de 


dxs 


suite. 

Ainsi , lorsque  le  numéra&ur  et  le  dénominateur  d’une  fonc- 
tion de  x,  deviennent  nuis  à-la-fois  pour  x = a,  il  faut 
preiulre  à leur  place  les  coefficiens  différentiels  successif  s dû 
numérateur  et  du  dénominateur  , justfu’à  ce  qu’on  arrive 
à une  fraction  entre  deux  de  ces  coefficiens  de  même 
ordre  , qui  ait  une  valeur  déterminée  pour  la  meme  supposi- 
tion faite  sur  x. 

fx  fx 

• Il  ne  peut  pas  arriver  c]ue  ces  fractions  , etc.  , 

soient  indéfiniment  nulles  pour  x — a^  car  à cause  de 


f(x-fi)=zfx+ifx  + —fx+  etc. 


on  coiftlurait 


/(«+»')  =°j 


0 
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i étant  quelconque  , ce  qui  est  impossible , à moins  que  fx  ne 
renferme  pas  x , ce  qu’on  ne  suppose  pas. 

Il  peut  néanmoins  arriver  que  ces  fonctions  deviennent 
à-la-fois  infinies  pour  x = a , ce  qui  rendrait  également* 

/X  fx 


indéterminées  les  fractions 


Fx 


-PT  • > 


mais  ce  cas 


rentre  dans  celui  que  nous  avons  examiné  plus  haut , et  il 
en  faudra  conclure  que  les  développemcns  de  J ( x -j-  i)  , 
F (x  i")  contiendront  des  puissances  de  i fractionnaires  ou 
négatives.  On  substituera  donc  o -f-  i pour  x dans  les  fonc- 
tions numérateur  et  dénominateur  , et  l’en  résoudra  l’une  et 
l’autre  en  ÿérie  , suivant  les  puissances  ascendantes  de  i ; on 
fera  ensuite  i ==  o , après  avoir  divisé  le  haut  et  le  bas  de 
la  fraction  par  la  plus  petite  des  moindres  puissances  de  i , 
ou  , <ce  qui  revient  au  même,  on  n’aura  d’abord  égard  qu’au 
premier  terme  de  chacune  des  deux  séries. 

Nous  ferons  seulement  deux  exemples  , en  renvoyant  à 
ceux  que  nous  avons  donnés  (Alg.  ire.  sect.  ).  Soit  donc 
d’abord 

a*  — bx 


qui  devient  - — pour  x = o : on  a fx  ~ aT  — bx  , Fx  — x , 
fx-=a*.la — bxlb , F'xz=  i,  et  conséquemment 


ax . la  — F* ,lb 


y — 


= la  — Ib  , 


pour  x — o.  Si  pour  ax  et  bx  on  eût  écrit  les  développemens 
trouvé  (chap.  IV;  , on  aurait  obtenu,  après  les  réductions, 


> — 


X (la  — Ib)  -j (la  — Iby  etc. 

2 
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{la  —lb)-\ {la  — Iby  + etc. 


■ = la  — Ib  y 


pour  x = o. 

Supposons , en  second  lieu , 


■gX 


JT  ~ (i  — *)  taug  — “ > 

„ étant  la  demi-circonférence  : pour  ï=i,onJi  — x = o 


et  tang  x = tang  ^ 


— — = oo  : mais  à cause  de. 


tans 


*x  _ 1 y on  peut  mettre  y sous  1^  forme 


cot- 


1 X 


y — 


/vX' 

cot  ( - 


'Tar\  o 

v.  a ) 

pour  x=  1.  Si  l’on  forme/'*,  F'x , on  trouvera 


J'x  = — i , F'x  — 


et  pour  x = î , F'x  = — 


Cf 

2 


“•(t) 

jette  valeur  vraie  de  la  fraction 


- (~) 


— L.  d'où  l'on  tire 

2 


% 

2 


On  a vu  {Alg. , ae.  sect  ) que  la  recherche  du  terme  gé- 
néral d’une  suite  récurrente , ne  présentait  plus  de  difficultés. 
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lorsque  la  fraction  rationnelle  génératrice  était  décomposée  en 
fractions  simples  ; cette  décomposition  étant  aussi  d’un  usage 
très-fréquent  dans  le  calcul  intégral, *il  ne  sera  pas  inutile  de  la 
traiter  ici  comme  application  du  calcul  différentiel. 

■ * 

Avant  d’opérer  c^te  décomposition  , nous  rappellerons  que  le 
numérateur  iVde  la  fraction  rationnelle,  c’est-à-dire  , sans  radi- 
caux , peut  toujours  être  ramené  par  la  division  à un  degré 
moindre , au  moins , d’une  unité  que  le  dénominateur  ; et  nous 
supposerons  qu’on  ait,  au  mojren  des  méthodes  connues  , décom- 
posé le  dénominateur  D dans  ses  facteurs  simples  , ou  qu’on 
ait  résolu  l’équation  Z>  = o.  y 

Soit  donc  * ■ 

N a (*— •)  x ■ 

- v D (x-ra) {x — a')  (*— a.  * 

' - . ' . • C 

«(n— ’)  étant  des  racines  réelles  ou  imaginaires.  On  pourra 

P°ser  . " . ’ . / ' o • i 


N A . , A'  A" 

D x — a.  x- — x — 


-f-etc., 


c’est-à^ir 


N A P 

D x — » S * 


— étant  la  somme  de  toutes  les  fractions  simples  f à l’exception 

de  celle  qu’on  considère  , et  A un  coefficient  numérique  à éva- 
luer. De  1 identité_précédenta  résulte  cellc-ci  : • 

À__  N~P(x~a)  ’ [N—  P'x—  a)](x— cl)  • 

S"  - J,  • 


Or  , pour  x=a. , on  trouve  A=  : il  s’agit  donc  d’assigner 
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la  valeur  vraie  de  cette  fraction.  A <ftt  effet  , d’après  la  règle 
donnée  au  commencement  de  ce  chapitre,  on  différentiera  nu- 
mérateur et  dénominateur*,  en  observant*  que  N , P et  D sont 
fonctions  de  x , et  9n  obtiendra  # . 


(Ï~S  ) (X-«Î+1V-P(X-*) 


Az= 


d U 
•>  dx? 


dans  l’hypothèse  x = * , la  valeur  de  A devient 

* n m 

» ~ <®') 

..  dx 

ê 

dD 

en  désignant  par  (A7)  et  (D')  ce  que  deviennent  2V  et  — — t 
• ux 

lorsqu’on  remplace  x par  a.  Mais  de 

' » D=S  (x  — a) , 

on  tire  par  la  différentiation 

* d D _ ç . d 5. 

-j-_5  + (x-«)  «,  • 


et  pour  x—  a , 

(/)').= (5),  * 

(S)  étant  ce  qi’e  devient  S dans  cette  hypothèse}  On  a donc  ces 


déterminations 


A = 


(N)  _'(N) 
(O') 


, N — P (X — a.) 

En  faisant  x = a dans  l’identité  ci-dessus  Ax=. 5 > 


on  trouverait  en  effet  A =. 


(JV) 

(•S)' 


S 

* 


I 
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Ainsi,  pour*évaluer  les  numérateurs  A , A' , etc.  des  fractions 
partielles  qui  répondent  aux  facteurs  simples  x — % , a- — <*',  etc. , 
du  dénominateur , il  ne  faut  que  substituer  successivement  les 

racines  a , , etc.  pour  x dans  N et  dans  . 

ux 


Ainsi , pour  la  fraction  — r , dont  le  dénominateur  est 

x’ — 1 


le  produit  (x  — l) 
on  trouvera 

J»: 


(*+^=-3)  (i+^-5)> 


3<*? 
3a' 1 


3a' 


• A"= 


3a«*  3 a'/ 


*(- 


- V/ 


Supposons , en  second  lieu  , D = (x  ; c’est-à-dire  , 

IV  a a'x  a/!x ’ -4-. . . -(-  a C"-1)  x"~ 1 

» ’ 1)  ~ * (x  — £f'* , 

si  l’on  fait  x — ^=rj,  d’où  x — fi  z , on  aura , après  la  subs- 
titution , cette  décomposition  de  la  fraction  rationnelle 

N___  a -f-  a'ji  -f-  gH  S' ...  + a\n~'  )&  » 

D ~~ 


' + 


a'-^j.a"  • • - — |— fr* — i)  a i'l— |8"“ 


al'  + 3a'flï+...  (n  0 (n  2l  („_v) 

*1 . 0,  B 

-j : !-•••+  * • 
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De  sorte  qu’on  pourra  supposer 
B' 


N_ £ B'  B" 

ü (x—e)" + (x— (6)"—  + ix-p)"-*  *1r 


B , B',  B ",  etc.  , devant  être  indépendans  de  x. 

Dans  le  cas  où  le  dénonfînotcur  D renfermerait  outre  le 
facteur  (x — 0)"  , d’antres  facteurs  inégaux,  on  aurait,  en  re- 

P , 

présentant  par  , la  somme  de*  fractions  simples  dues  a ce£ 
facteurs , % 


*JV_ 


B‘ 


D (x—  0)n  (x  — 0)’ 

On  déduit  de  là  , en  multipliant  de  part  et  d’autre  pac 
(x  — £)*  , et  observant  que  D=(x — î)"S, 

AT  * i ' m P(x — 

~^5  + 2r(x—/3)#Z?"(x  — /^ H wg 

1 ^ ^ 

Pour  x—  fi,  cette  identité  devient  # 

- (*> 

B-Jsÿ- 

* '•  * 
Si  on  différcnüe  les  deux  membres  de  l’identité  précédente  , 

on  obtient 

-Cl) 

==.  B'  + 2 B"  (x  — /3)  + 5B"',(x—fi)'  + etc. 

d#.  # 

et  pour  x=s  0 , on  a cette  détermination  _ 

fN' 


B’  = 


■CI)' 
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Une  seconde  différentiation  donne  • 

*(#)  ;..V 

— = *BH  + 2 . 35"'  (x  — fi)  + etc. 


107 


Et  pour  x=  p , 


On  aurait  de  même 


d'( 


(?) 


B»-. 


dx* 


. . ,!g) 

1 .aT3  dx3 


B'r  — 


1 . 2 . 5 . 4 dx  * 


etc. 


A la  (n—i)’nc  différentiation,  le  facteur  x— /3  ne  se  trouve 

(- 


plus  que  dans 
il  rçste 


• d—  (P(x~ÏÏn\ 


dx"“ 


B ("— 0 = • 


7 de  sorte  qu’en  faisaut  x = £, 
-(?>  " 


1 .a.3. . . ( n — 1).  dx"— J 

Les  formules  précédentes  supposent  qu’on  connaisse  le  pro- 
duit 5 des  facteurs  autres  que, (a:—  pf  : 0n  peut  encore  l’oU 
tenir  par  la  différentiation.  En  effet,  ou  a 


’ 5 = 


D 


(7-/5)"  * a’°h  P = — 
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Donc,  après  n différentiations,  et  dans  1’liypolhèse  3r=£,,on 

trouvera  , 

d "D  _ . , . 

^ . — — X i2»  J*«  TlS  « 

H <**'»  ' 


et. conséquemment  « 


1.3. ...n  di" 

« 

Comme  il  faut  connaître  aussi  d$,*nous  joindrons  aux  for- 
mules précédentes  celle-ci  . _■ 

d.S  i dn+I  D 


dx  1 .2.3. • j.n(n-f- 1)  dx"4’1 
Pour  la  démontrer  , formons  les  différentielles  successives 

d (J2  ) =rd*  + 2ty 

* d''(yz)=yd''zy-zdydz  zdy 

d,'(tj's}=:^'d,3.-f-  3d yà*z  -f-  5 d’ydr  zd3y 

d:»  {y z ) ~yd'z  -f-  4 djriiz  -f-  6dyd-z  -f-  4d3i/dz  -f-  zd'y  t 
etc. 

où  y et  s sont  des  fonctions  de  x : la  loi  de  ces  résultats  ayant 
été  vérifiée  jusqu’à 

d "(yz  ) z=ydnz  -f-  Adydn~‘s  -f-  Bdydn~' xz  -f-  C<^iydn~^‘z  -J-  etc. } 
aura  lieu  indéfiniment , puisqu’on  a 

y&">r'z-\--d\ dyd"i-f-  B ) d^yd""'  z-\-  C 1 d^d"- : ’z-J-  etc. 
+ 4 +A]  ; +B) 

de  sorte  que  les  coeflîciens  A , B , C , etc.  sont  ceux  du  binôme 
(ds-JJdy)",  en  appliquant  à la  caractéristique  d,  les  expo- 
sans  de  da  et  de  dy , et  observant  que  d °yz=y,  d"zx=z. 
Ainsi  ayant  D'=S  (x — /i)nf  oh  posera  y=S,  s = (x — 0}% 
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et  la  dernière  formule  appliquée  à ces  facteurs  , donnera  , pour 
x = fi , et  en  observant  qu’il  suffit  de  calculer  le  terme... 
(A+  i)  ày  d"^, 

à"+'D  = i .2.3. . . .n  (n  -j-  i)  dx^S ; 
d’où  l’on  tire  la  formule  annoncée 

dS  i d"+lZ) 

dx  i . a . . . . n (n  4 i ) dx"'*'1 

Cependant  , lors  uiétnc  que  le  dénominateur  D de  la  fraction, 
contient  des  facteurs  imaginaires  , on  peut  encore  trouver  des 
fractions  partielles  réelles.  En  effet,  représentant  l’un  de  ces 
facteurs  par  x 4 a.  -j-  fi  y'  — i , l’autre  sera  x 4 “ — /3  \/  — i, 
(Alg.,  2e.  sect.)  et  leur  produit  x’  -f-  2<*x  -f-  sera  un 

facteur  réel  de  D j d’ailleurs  les  numérateurs  A et  A’  des 
fractions  partielles  * 

A A! 

x 4 “S  4 Æ \/ — i x-f-a  — /Si/ — 1 9 

étant  déterminés  d’après  l’une  ou  l’autre  des  règles 

, (AO  (AO  . , , 

A — — = , seront  de  la  forme 

{D')  (6'J  9 

M+NJ—t  ■ M — Arv/ — i 

Ai' H i-A’V  — t ' ’ 

on  aura  donc 

A = P+Qj-i  , A'=P-Qy/-i, 
et  réduisant  au  même  dénominateur  ces  deux  fractions  par- 
tielles , la  fraction  résultante  sera  de  la  forme 

G -f-  Afx  G 4 Kx 

— ...  ou  ■ « 

X’  + 2*X  -j-  « ■ 4-  fi*  (X  + *)’  + fi*  . 

G et  K ne  renfermant  pas  d’imaginaires.  On  peut  encore  au 

lieu  du  dénominateur  x'1  -(-  2 * x -f-  «’  -f"  fi*  prendre  celui-ci 

x*  — 2fX cos  9 4 ff , p et  <p  ayant  avec  les  cocfïiciens  de 


>4  o 

l'équation 


Lbçoxs 


x'  — px+q  = o, 
qui  a donné  les  racines  imaginaires  sr  = — a ± ? y'  — 1 , 
les  relations  • = \/ç  , cos  ç = — — — ( *),  sous  lesquelles  les 

aV7 

facteurs  simples  de  ce  polynôme  du  second  degré , sont 

essentiellement  imaginaires.  On  aura  donc  en  place*  de..*.. 

G 4-  Kx  . G 4-  Kx' 

■ — — la  fraction 

(X  -f-  <*}'  + 6*  X’ 2fX  COS  <f  + ff 

Posons 

S t=  — — , d'où  D £=  S (x’  — 2»x  cos  ® 4-  ci) , 

X‘  2fX  COS  Ç -f-  ff 

et  soit 

JV  — G + Kx  P_ 

D x’  — apx  cos  ç -f-  ff  S 5 

d’où 

P N G -f-  K. t iV(x’-  hxco$fi-{-ff)-D  (G-\Kx) 

S D X'-2fXCOSÇ-f-ff  P>  (X’-  2fX  cos  <f  + ff) 

si  l’on  met  pour  D sa  valeur,  on  trouvera 

p_  N—S(G  + Kx) 

X% 2fX  COS  ® -f-  ff 

Or,  P étant  une  fonction  algébrique  rationnelle  et  entière , il 


or  q 


P 1 / P 1 

(*)  T -es  racines  de  l’équation  x*—px+q  = o,  sont  x = — + 1/  — q 

2 " 4 

P * 

= f*  > — = f»  cos*  a ; 

* 


donc 


x—f  coss+y/ ,» co»- <t — p*  = f | co» • + et»’ ? — î | = p|cos»±sina\/  — *}, 
racines  imaginaires*  * ' „ 
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faut  que  *.■’ — 2 f x cos  9 -f"  PP  soit  facteur  dans  le  numérateur 
qui  doit  ainsi  devenir  nul  pour  , _ # 

A > . . 

m x — f { cos  9 ±.  sîn  9 [/ — i 

Par  cette  substitution  , N deviendra 


0t  S deviendra 
Or  de 
on  déduit 


(N)  = P±Q[/~  i, 
N — S(C  + Kx)—o, 


W ou P' ==G  + Ki^ cosf ± sin ? y/~  1)} , . 

on  tire  de  là 

PP'+QQ'±rP'Q—PQ')s/— i 

pu  _j_  q,2  =G+Kfcos  (çdzfKsin  9 y' — 

égalité  qui  se  partage  dans  les  deux  suivantes 
PP'+QQ'  „ P'Q—PQ' 

pr._^Q/2—G+AtC0S( P».  pi,_j_  Q,*  —t  A sin  9 ; 
de  la  dernière,  on  tire 

r-Q-PQ- 

(P'1 -J- Ç'5) /I SJI1  <p 

et  de  la  première 

^ PP'  + QQ'— Kpcosy(P''+0'’)  , 

et  à cause  de  - ' % 

Kf{P,%+  Q'')=(P'Q-PQ'\^ , 

cos  9 
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1^2 
on  a 

c A Pr+QQ'-tt'O-r  <?)"**  * 

i>,%  + Q"  t 

Dans  le  cas  de  cos  <p  = o , d’oii  sin  p = i , le  facteur  double 
devient  Æ1 *  -f-  p* , et  alors,  à cause  de  cot^=  o , 

r PP'+QQ't  P'Q-PQ '■ 

On  voit  donc  cjue  les  numérateurs  G et  K ont,  comme  ceux 
des  fractions  partielles  qui  résultent  des  facteurs  simple?,  l'a- 
vantage de  pouvoir  être  calculés  séparément. 

Faisons  une  application 4e  ce  qui  précède,  à la  décomposition 
de  la  fraction 

• i ' * .1 

x^-f-x?  — x < — x*  1 


dont  le  dénominateur  ==  (a: — î)  (x-f- 1 )*  a:3  (x’ -f-  r)  : on 
posera  donc 


+ 


P 


+ 


B' 


O ' 


x®-}-*' — x'< — je3  a; — I 1 x-[-i  ' x3 

On  aura  d’abord 


C"  G+Kx 
x x x 4-  i 


A = 


(Æ) 


(U')  y + 7 — 4 — 3 * 

pour  x = 1 . Pour  le  facteur  (x  -f-  1 )’ , on  a ( pag.  137) 
d *D  56a/’  -f-  4.2  x5  — * 1 2 x1*—  6 x 


1 . zàxÀ 


1 . * 


pour  x= — 1 , et , dans  la  même  hypothèse , 

* „ (N)  . 


mais 
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i(ü\ 

V^v_  - I àS 

Ht-  .Ç»  '.U  * 


et  ( pag.  137) 

dS 


d3Z>  „ . ♦ 

5-==  56x3-}-  35x4 — 4x — 1 , 


dx  i.a.3dx3 
doue , pour  x = — 1 * 

j, 56xs-f-  35x4 — 4x — 1 9 

(2Sxc-f-  2ix5 — 6x‘ — 5X)1  8 * 


Viennent  ensuite  les  indéterminées  C , C',  C".  On  a,  dans 


ce  cas , 

*■ 


5=x5-f-x4  — x — 1 = -—  1 
pour  #=  o j donc  • 


C = ^ = . 


. (*) 


C'  : 
C"- 


'(7) 


t r 

5x4  _j_  4 x3  —.1 


dx 


■=+l: 


(x5  -f-  x4  — x — i)* 

I ^ ( I ^ __ 

1.2.dx*  ( (x5-rf-xir—  X — L)’J  ** 

Il  reste  donc  à évaluer  les  indéterminées  G et  K de  la 


f . G+ATx  , 

traction  — — — . : alors  x = ± 1/ — 1 : .cos  © = 0.0  = 1. 

or*-}-  c w , j 7 r j 


S = x6-f-x5  — x^  — x3  = — 2 ± 2\/ — 1 — , 

donc  P'=  — 2,  Q'  = 2,  et , à cause  de  iV=  1 , on  a Pz=  i\ 
Q — o , et  conséquemment  • - f 

K_p'Q-pQ' » 

P'I+Q'2  4’ 
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De  sorte  que 


Leçon* 

PP’  + QQ' j_ 

P"  + y'1  4 ’ 


. - ï + 1 + — y 

a^-f-ar?  — .rî — .r3  8(.t — 1 ) ~4(  .t4- i P 8 (■*-+■•) 

• i i i i +* 

' x*  *"  x1  x .4(;cJ-j- 1 )• 

Pour  completter  la  doctrine  de  la  décomposition  des  frac- 
tions rationnelles  , nous  avons  encore  à considérer  celles  dont 
Je  dénominateur  est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  imagi- 
naires égaux. 

Soit  donc  la  fraction 


N 


IV 


D S (x* — 2 « * +V  / 


On  posera 

N G + Kx 


G'+K'x 


G " + K"  x 


D 

+ K (*-»)  x P 

5+ T* 


+ • 


*’■ 


■ 'JL  O.X  -p  OLl  ' 


— représentant  la  somme  des  fractions  partielles  dues  aux 

U 

. • 

autres  facteurs  compris  dans  D , et  dont  le  produit  est  S. 

A l’effet  d’évaluer  les  èoefficiens  G , K ; G',  À'  ; etc.*  on 
multipliera  les  deux  membres  de  cette  identité  par  ...  • .j, 
— 2oiX  a'-\-  , ce  qui  donnerà  la  suivante 

ÿ=  G + Kx  + ( G'  + K'x  ) { ( X — « Y + F } 

4-  {G»+K«x)  { {x  — «)>  + /3’ 

4-  ( G"'+K"'x  ){(*  — «)•  4-  P }»  ,i 


P(j,-a«Æ4»'4f)? 
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laquellegdcvant  avoir  lieu  pour  toutes  les  vùlgurs  de  ar , donna 
pour  x — fi  y/ — 1 f 


(JV) 

(S) 


= G + K{ 


V — 1 };  k- 

(iV) 


mais  , par  le  fait  de  cette  substitution prend  la  forme 
mdbn  ^ — 1 ; donc  0 • ; 

„ • f 

w±nv/  — i — G -f-  A (a±fi  v/ — 1 )• 

d’où  on  déduira  les  valeurs  des  indéterminées  G et  K.  ’ , 

Si  on  difterentie  Pidcntité  (M  J , et  que,  dans  le  résultat, 
on  fasse  x = * dz  fi  \/ — i , on  trouvera 

<y) 

-=K±  {G'+JÏ'(.±|SV/— 0}2/SV—iï 

b 

or,  le  résultat  de  la  substitution  des  deux  valeurs  de  x dans 

iV^  * Sr* 

— — d(  — ) étant  de  la  forme  m'  n'  -J — i , on  a les  deux 

dæ  \ o / 

égalités 

m!  ±:  n' y'  — i = Arfc|G'-}-A'  (*dz ($\/ — t)}  vtfi  ^ — i ,• 


qui  serviront  à déterminer  les  deux  autres  coeflicieus  C';  A', 
et  ainsi  des  suivuns.  , 


a . 


io 
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Des  .limites  du  développement  de  f (x  -f-  i ) et  de 
fx , lorsqu’on  ri  a égard  qu’à  un  nombre  déter- 
miné des  premiers  termes. 


Tous’it  fonction- ./'(;»  -f-  i)  se  développe  dans  la  série  connue 
qui  va  à l’infini , à moins  que  les  fonctions  dérivées  de  Jx 
ne  deviennent  nulles.,  ce  qui  a lieu  lorsque  fx  est>;une  fonc- 
tion rationnelle  et.  enlitre  de  x.  Tant  que  ce  dévelop- 
pement ne  sert  qu’à  la  génération  de  fonctions  dérivées , il 
est  indifférent  que  la  série  aille  à l’infini  ou>  non  : on  peut 
encore  dire  la  même  chose  lorsqu'on  ne  considère  le  dévelop- 
pement que  comme  une  simple  transformation  analytique  de 
la  fonction  : mais  si  on  veut  l’emjfloyer  pour  avoir  la  valeur 
de  la  fonction  dans  les  cas  particuliers,  comme  offrant  une 
expression  d’une  forme  plus  simple  , à raison  de  la  quantité 
i qui  se  trouve  dégagée  de  dessous  la  fonction  , alors , ne 
pouvant  tenir  compte  que  d’un  certain  nombre  plus  ou  moins 
grand  de  termes , il  est  important  d’avoir  un  moyen  d’évaluer 
le  reste  de  la  série  qu’on  néglige , ou  du.  moins  de  trouver 
les  limites  de  l’erreur  qu’ou  commet  en  négligeant  ce  reste. 
La  détermination  de  ces  limites  , ajoute  M.  Lagrange , est 
sur -tout  d’une  grande  importance  dans  l’application  de  la 
théorie  des  fonctions  à l’analyse  des  courbes  et  à la  méca- 
nique , pour  pouvoir  donner  à cette  application  la  rigueur  de 
l’ancienne  géométrie.  - / 

Si  l’on  part  de  ce  développement 

' J ( x + i)  —fx  -f  if'x  -f-  Ôfr 


; 
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dans  lequel  . 

U =i(J-f"x+  ~--ç  J"'X  + etc.)  , 

et  qu’on  fasse  x -f-  i — z > d’où  i =zsz  — * , on  aura 


fz  — fx 


= P> 


p représentant  le  reste  du  développement.  On  tire  de  là 
fz=fx+p\z—x) (i): 


cette  équation  devant  être  identique,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  a:  et  de  z , on  pourra  supposer  que  z restant  T 
invariab’e  , x devienne  x +h  ; alors  fx  deviendra  ....... 

Jx  If'x  -f'  hH  j z — x se  changera  en  z — x — h , et 
p en  p 4-  hp'  -j-  hP  ; en  observant  que  dans  p on  ne  fait 
varier  que  x : d’ailleurs  H et  P deviennent  nuis  lorsqu’on 
fait  h = o.  On  a pour  résultat  de  ces  substitutions  dans  (i) 

fz  =fx  + hf'x  + hH  -f  {p  + hp'  + l‘P)  ( z — x — /()  , 


et  si  de  cette  dernière  égalité  on  retranche  (i),  il  vient 


hf  x-\-hH-\-hp'(z  — x)  — hp  — p'  lii-\-hP{z  — x)  — h*P—  o , 

1 ♦ . 

% ^ -*c. 

. divisant  par  h , puis  faisant  h ~ o , on  trouve 

fx  4 -p'  {z  — x) — p — o (a). 

Cette  équation  devant  encore  être  identique  , quelle  que 
soit  la  valeur  de  r , parce  que  z est  invariable  , on  pourra 
y substituer  de  nouveau  *4-/i  à x , et  alors  J' x deviendra 
fx  4-  hfnx  -f-  hH' , p'  deviendra  pr hpn ’liP' , et  par 

ces  substitutions  et  celles  déjà  connues  pour  z — x et  p , 
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l’équation  (2),  (jprès  la  division  par  h,  se  partagera  encore 
en  deux  autres  , dont  l’une  sera  • 

/"  x + p"  ( z — x ) — sp'  — o. ..  .(3). 

On  trouvera  successivement 

f"'x  -f  pm  (z  — x)  — 3p"~  o (4) , 

/'\T  4-  p"{z  — x)  — 4p'"=z  o..  . .(5), 
etc. 


résultats  dont  la  loi  est  facile  à saisir.  De  cette  suite  d’équa- 
tions (2) , (5) , etc. , on  tire 

p — J'x  4-  p'  (s  — x), 

///-  ,.// 

(*  *r)  1 


/ 

H 

2 

. 2 

f"x 

3 

pin 

+ ~T 

f"X 
,in—  J 

etc. 


Ces  valeurs  substituées  successivement  dans  (1)  , donnent 
cette  suite  de  dévcloppemens 

/ï  ac/r  + («  -*•  x)f'x  4 .{z  — xyp' 


fz=fx+{z  — x)J'x  4 


(*—*)’ . (*— *y  p„ 


1 .2 


-y"*+ 


1 « 2 


fz  ~Jx  4.  (z — x)fx  4-  — — ~/"x  4 ^7-f’"x 


(**), 


i .2 


1.2.3 
(r  — x)  '• 
1.2.3  1 


etc. 


lesquels,  par  le  changement  de  a — x en  je,  deviennent 
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f /*  + + 7^/"*  + ~ P"> 

etc. 

en  sorte  que  si  l’on  s’arrête  au  terme — f"x  le  resta 

î .2. . . n J ’ 


«• 


de  la  série  sera  exactement'  représenté  par  - *' pC”). 

n . * ilS?-  ' 1.2*  i .R  * 

Jrrenons  pour  exemple 

r -r’  — a’ 

• Jx~ ~ x — a'x~'. 

. x 7 

on  aura 

f'x  = > + ; f«x  = — a a’*-3,  etc. , 

«t  si  1 on  veut  arrêter  le  développement  à , on  trouver* 

/<* + o=/,=^+(,+|^5i.+^,, 


mais 


fx  + *)*  — g*  ~ J1  — a1 


- = ï+i  s 


♦ 

/ 

1 + 


a2 


zx 


ee  qui  donne,  en  ne  différentiant  que  par  rapport  à *, 


a a’ 


on  a donc 


P'=± et  — . 

zx‘  , zx3  i)  xs  * 


y 


/(*  + O =?—+(>  + -) P 
* $1  S X V x ^(jr+s)*3 


’ t 

— * 4-  i 


«-  * 


Æ-f-  i 


/"  • 


M- 


* 
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Soit  encore  la  fonction  radicale  yj  x : on  aura 

V /z  — \J  x 

V2+  Y/x  * 


«= 


et  conséquemment 


P — ■ 


P 


n — 


2 [y;  + V*]V* 

y/z+îy/x 

4 Wz  + V *]3*V» 

etc. , 


on  tire  de  là  ces  valeurs  des  termes  sommaloires 

* /r  i. 

p{z  — x) 


y/z  + y/x  \Zx  + i + ^/x 


. — (s* — x)* 

r * X'  ~~  2[\A+y/*]’  Vx 


*[V  x + i + \/*3* 


p" , ,3_  (a— *3:'[v/i+3v'J:]_  *3  [Va  -f  i + Wx 

— — x)  - 


\é 


^\.y/z+Vxfx^x  8 [Vx+i  + yJxYx^x 

Tels  sont  en  effet  les  résultats  obtenus  par  l’algèbre  ordinaire, 
page  i o , de  la  Théorie  des  /onctions  analytiques,  JVIuis  nous 
observerons  que  très -souvent  on  trouve  par  cette  analyse  le 
reste  de  Ja*sçrie , égal  à la  fonction  ipéme  f (a;-}-  *)>  moins 
tous  les  termes  déjà-  employés  , ce  qui  ne  fait  rien  connaître  j 
c’est  ce  dont  on  s’assurera , en  l’appliquant  à la  fonction 
(x-f-i)*.  Ainsi  nops  donnerons  à la  suite  une  autre  mé- 
thode qui  s’étend  à toutes  les  fonctions. 

• • 
i Si  l’on  reprend  l’équation  identique* 

f:  =fx  + P {z—  xf, 

et  qu’on  suppose  que  ce  soit  jfci  von  plus  X qui  varie  , ou 
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trouvera  , par  une  analyse  semblable  à la  précédente , et  en 
notant  par  ’p  , "p , "'p , etc.,  les  coefficiens  des  différentielles 
de  p , prises  par  rapport  à z } 

f z = 'p(z  — x)+p 
fl  z = 11  p (z  — x)  -f-  2 'p 
fl"  Z — "!p  (*  — x)  + 5 "p , 
etc. 


Donc 


p—J'z-  'p  (*  — *) 
f'z  "p  , . 

'e=J— -—£-*) 

* O O 

# « ctc- 

Substituant  successivement  dans  l’identité 

fz  —fx  -f - P ^ — *)  > n * 
il  vient  . ( 

fz  —fx  ÿ-(z-x)  f'z  — (z — x)\'p 

fz  =fx  + (z  — x)fz  _ (z  - Xf  + (*-*)*  -f- 

V £ 2 

rt*  . f"’* 


flf  z 

fz  — fx  + (z x)f*  — (z  — xy  + (*  — a;}3 

2 « 


1*2*0 


• I .2*0 


ctc. 


ce  qui  donne  la  formule 

i 

fz  —f{z  — i)  -f  ifs  ■ 


1 .2 


•f9*  + 


1.2.3 


- fz  •—  etc. 


♦ 
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et  pour  « = z «»-, 

* '* 

fi  txfo  -f.  if'z v-  /"z  — etc., 

1*2  1.2.3 

d’où  on  déduit  encore 

fo  — fz  — zf'z  + ^1—  f"  z + etc. , 

1.2  1.2.3  i 

formule  qui*  revient  à celle-ci 

r =,  - -h  f- y,  - y»  + «o. , 

trouvée  (pag.  io5)  et  qui  sert  à remonter  de  la  dérivée  du 
premier  ordre  à la  primitive. 

L’analyse  suivante,  tirée  du:Calcul  des  fonctions  par  M.  La- 
grange , donne  non  la  valeur  exacte  du  reste  du  développe- 
ment, mais  les  limites  de  l’erreur  qu’pn  commet  en  négligeant 
ce  reste. 

Soit 

f(x  + i)=Jx  + iW'x+  F ), 

> 

F étant  une  fonction  de  x et  de  »' , telle  qu’elle  devient  mille 
pour  i = o.  Si  l’on  considère  F comme  l’ordonnée  d’une 
courbe  dont  i serait  l'abscisse  , il  est  clair  que  i augmentant 
par  des  degrés  très -rapprochés  depuis  » = o,  l’ordonnée  F 
croîtra  soit  sous  le  signe  plus , soit  sous  le  signe  moins , par 
des  degrés  très-rapprochés , jusqu’à  yn  certain  point , après 
quoi  elle  pourri  diminuer  j qu’ainsi  on  pourra  toujours  donner 
à i une  valeur  telle  que  celle  de  la  fonction  ou  d%  l’ordonnée 
'•F qui  lui  correspond  , soit  moindre  qu’une  quantité  donnée,  et 
que  pour  des  valeurs  moindres  de  »,  la  valeur  de  F soit 
encore  moindre. 

Soit  D une  quantité  prise  aussi  petite  qu’on  voudra  ; on 
pourra  donc,  d’après  ce  qui  vient  d’étre  dit,  donner  à i une 

•X  * -, 

t ..  ' 

H 


• e- 
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valeur  assez,  petite  pour  que  la  valeur  de  V soit  renfermée 

entre  les 'limites  D et  — D\  donc  la  quantité  f{x- J-  i) Jx 

sera  comprise  entre  celles-ci  i{f'x  -1-  D). 

Comme  cette  conclusion  a lieu , quelle  que  soit  la  valeur 
de  x , pourvu  que  fx  ne  soit  pas  infinie,  parce  qu’alors  les 
coefficiens  différentiels  suivans  deviendraient  pareillement  in- 
finis, ainsi  que  V,  elle  subsistera  aussi  en  mettant  successive- 
ment x -(-  i,  x si  , x-J-  3i x -f  (n  — i ) iau  lieu  de 

x j de  sorte  qu’on  pourra  toujours  prendre  l’accroissement 
i positif  et  assez  petit  pour  que  chacune  de  ces  différences 

i{f'x±D} 
tombe  1 [/'(*+»)  i D ] 
entre  ±-  D] 

les 

limites 

i [/'(*+ (n-!)fl±Z>] 

En  prenant  pour  D la  même  quantité  ‘dans  chacune  de  ces 
limites  , ce  qui  est  permis , pourvu  qu’aucune  des  dérivées 

/'*>/' (*  + */#/'(*  + as), /'(x  + (n  — i ) i),  ne 

soit  infinie,  ou,  en  d’autres  termes,  pourvu  que  f'x  ne  soit 
jamais  infinie  dans  l’étendue  de  a:  à ar-|-(n — i ) i inclusi- 
vement. 

Donc , si  ces  limites  sont  toutes  de  même  signe  , c’est-à- 
dire , toutes  positives  ou  toutes  négatives,  la  somme  des  dif- 
férences {A) qui  est  f(x  ni)  —fx  , aura  pour  limites  la 
, tomme  des  limites  , c’est-à-dire  , 

+ . . .-f- (n — i)  i)±niD. 

■ 

Si  donc  on  prend 

Ti  : » 


/(*+*)  —fx 

f(x+2i)—f(x+i) 

J{x+ïï)—J\x+ii) 


f\x + ni) — f(x + (n — i )*)! 
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abstraction  faite  du  signe  de  la  somme  des  fonctions  dérivées, 
la  quantité  f(x  ni)  * — fx  sera  nécessairement  renfermée 
entre  zéro  et  la  somme 

zi{J'x+f'(x+i)  +f(x+3i)+.. . .+/'(*  + (n  — i)/)}. 

Donc,  si  P est  la  plus  grande  valeur  positive  ou  négative 

des  quantités  f'x , f '(  x -f-  O J'{x  + ( n 1 ) * ) > 

quantité  /(  x -f-  ni)  — Jx  sera  , à plus  forte  raison  , renfermée 
entre  zéro  et  2 niP. 

Or,  comme  en  prenant  i aussi  petit  qu’on  voudra,  on  peut, 
en  même  tems , prendre  n aussi  grand  qu’on  voudra , ou 
pourra  supposer  le  produit  in  égal  à une  quantité  quelconque 
z , positive  ou  négative , puisque  l’accroissement  i peut  être 
pris  positivement  ou  négativement,  toujours  sous  la  condition 
([ucj’x,f'  (x  -f-  Os  etc.,  conserve  le  même  signe. 

La  quantité  f(x  -f-  ni)  —fx  deviendra  ainsi  f(x-j-z) — fx, 
et  pourra  représenter  une  fonction  quelconque  de  z , qui  s’éva- 
nouit lorsque  z — o*,  la  quantité  x pouvant  être  regardée 
coiume  une  constante  arbitraire;  de  même  la  fonction  dérivée 
f’(x  ni)  deviendra  f'(x  -f-  z ) et  représentera  le  coefficient 
différentiel  de  f(x~\-z)  qui  est  le  même , soit  qu’on  diffé- 
rentie  par  rapport  à •z  ou  par  rapport  à * : les  deux  limites 
seront  zéro  et  2 zP } et  J[x-\-z) — Jx  aura  même  signe 
que  2 zP. 

On  peut  donc  conclure  , en  généril  , que  si  f ' ( x -f-  z ) a 
constamment  des  valeurs  Jînies  et  de  même  signe , depuis  z=o 
jusqu’à  t,  et  que  P soit  la  plus  grande-de  ccs  valeurs  , abstrac- 
tion faite  du  signe , la  fonction  primitive  f(x-j-  z)  — f* , prise 
de  manière  qu’elle  s’évanouisse  pour  z = o , sera  rcnjèrrnée 
entre  zéro 'et  22P;  par  conséquent , elle  aura  toujours  aussi 
des  valeurs  finies  et  de  même  signe  que  la  jonction  dérivée , 
si  z est  positive , ou  de  signes  dijférens  si  z est  négative.  On 
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îc  rappellera  que  le  signe  de  z dépend  de  celui  de  i , et  que 
celui  de  P dépeud  du  signe,  toujours  le  même,  des  fonctions 
dérivées. 

Voici  maintenant  comment  ce  principe  s’applique  à la  dé- 
termination des  limites  du  développement  de  j(x  i). 

Soient  d’abord  p et  q les  valeurs  de  ar-|-t  qui  rendent  la 
fonction  dérivée  f (x  -f-  i)  la  plus  petite  et  la  plus  grande  , • 

en  regardant  * comme  une  quantité  donnée , et  faisant  varier 
i depuis  zéro  jusqu’à  une  valeur  quelconque  donnée  de  i ; 
donc  J'p  sera  la  plus  petite  valeur  de  f'(x  + 0,  et  J'q  sera 
sa  plus  grande  valeur  j par  conséquent , x -f-  »)  —J'P  et 
fq—J'[x-\-i)  seront  toujours  des  quantités  positives  dans 
cette  étendue  de  valeurs  de  i.  Il  est  nécessaire  d’observer  qu’il 
faut  entendre  par  quantités  plus  grandes  et  plus  petites  abso- 
lument, celles  qui  sont  plus  avancées  vers  l’infini  positif  , 

et  vers  l’infini  négatif  { en  sorte  que  a étant  , on  a 

— a < — b . Donc  si  J'{x  -f -i)  est  toujours  négative  depuis 
is=  o jusqu’à  i,  on  aura  encore,  d’après  cette  observation, 
les  différences  J'{x  -f-  i)  —J'p  et  J’q — J'\x  -f-t)  positives. 

Regardant  ces  deux  différences  comme  des  fonctions  déri- 
vées relatives  à la  variable  i,  puisque  i seul  varie,  leurs  fonc- 
tions primitives,  prises  de  manière  qu’elles  deviennent  nulles 
pour  o,  seront,  à cause  de  a: , p et  <J  constantes 

f[x  + t)  —Je  — ifp  , ij'q  — /(  * -f  i)  +/x  (*). 


(*)  11  est  clair  cjue  l'intégrale  de  /’  (x  -f-  i ) — fp  est  /"(x  + i ) — ifp 
puisqu'on  différentiant  par  rapport  i i,  on  trouve  , en  ne  retenant  que  le 
coefficient,  la  dérivée  proposée  ; mais  en  ajoutant  la  constante  qui  doit 
completter  toute  intégrale , on  a f (x  + i)  — ifp  4*  C j et  comme  cette 
intégrale  doit  devenir  nulle  pour  i = o , on  aura  cette  condition 

fx  + C =z  o , d’où  C — — fx. 

Donc , la  fonction  primitive , prise  de  manière  qtfellc  s’évanouisse  pour 

* 
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Ainsi,  pourvu  que  f'(x  -f-  i ) ne  soit  jamais  infinie  depuis 
» = o jusqu’à  la  valeur  de  i qu’on  considère , ce  qui  aura 
lieu  si  f'p  et  f'q  ne  sont  pas  infinies  , on  aura  , par  ^prin- 
cipe précédent , si  * est  positif  ,f 

. /(*  + *)— fx—if'p>o,  if'q  —/(*-+-  0 +fx > o j 
d’où  l’on  tire 

/(*  + 0 >/*  4-  if  P , f(x+  i)  <fx  + if'q. 

Ainsi  le  développement  de  f (x-j-  i ) est  compris  entre*  les 
deux  seconds  membres  de  ces  inégalités., 

.Supposons  ensuite  que  p et  q soient  les  valeurs  de  x -j-  i , 
qui  rendent  la  fonction  dérivée  du  second  ordre  ff/(x  -|-  i ), 
la  plus  petite  et  la  plus  grande,  en  faisant  varier  i depflvs 
zéro  jusqu’à  une  valeur  donnée  de  i : on  aura  f'p  et  J "q 
pour  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  f"{  or  -{-  i ) ; * 
par  conséquent 

/"(*  + *)—  JnP>o  . fnq—  f*(x  + i)>o. 

Regardant  ces  différences  comme  des  fonctions  dérivées  rela- 
tives à la  variable  i , leurs  fonctions  primitives  prises  de  ma- 
nière qu’elles  soient  nulles  pour  i = o , seront  ( noie  ) 

f'{x  -f-  i)  —J'x  — if  «p , if'lq  — /'(  a:  + i)  +J'x. 

Donc  , pourvu  que  f"(x-\-i)  ne  soit  jamais  infinie 'dans 
toute  l’étendue  de  it=o  à i , ce  qui  revient  à ce  que  J"p  et 
f"q  ne  soient  pas  infinies , ces  deux  quantités  seront,  d’après 
le  principe  , toujours  positives  et  finies  , i étant  positif  ; et 


i = o,  est  en  effet  + ifp.  On  trouverait  de  la  même 

manier»  la  eeconde  intégrale. 
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en  les  regardant  comme  des  fonctions  dérivées  par  rapport  à 
i , leurs  fonctions  primitives  , prises  de  manière  qu’elles  soient 
nulle*  pour  i = o , seront , à cause  de  x , p , <]  constantes  , 

f{x  + i ) — if'x 1~J"P  —f*  , 

—A*  + *)  + 'A*  +fx. 

2 


Ces  nouvelles  quantités  seront  donc  aussi , par  le  même 
principe , toujours  positives , et  <5n  déduira  de  là 


f{x  + i)  >fx  4-  if'x  4-  ■ 
f(x  + *)  <fx  4- 1/'*  + 


■f'p . 
-/"?•  ' 


Le'  reste  du  développement , lorsqu’on  prend  les  deux  premiers 

i » 

termes',  est  donc  compris  entre  les  deux  limites  Jlp  et 

a 

n 


-/»?• 


« 


Si  on  suppose , en  troisième  lieu  , que  p et  q soient  lps 
valeurs  de  x 4-  *4  qui  rendent  la  fonction  tierce  f"fx  4-  i)  la 
pl^  petite,  et  la  plus  grande  depuis  i‘=o  jt^qu’à  i,  on  aura 
les  deux  quantités  f"'(x-\-  i)  — J"'p  , J"'<]  — J'"(x  4*  0 > néces- 
sairément  positives  dans  cette  étendue  des  valeurs  de  i ; donc 
en  les  regardant  comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à la 
variable  i , leurs  fonctions  primitives  prises  de  manière  qu’elles 
deviennent  nulles  pour  i = o , seront 


V.  + —if  "p  —f'x  , 

ifHq  — j"(x  + i)  f-Àx}  " 
et  ces  quantités  seront  positives  et  finies,  pourvu  que  4i0 
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ne  devienne  pas  infinies  depuis  zéro  jusqu’à  t,  c’est-à-dire  f 
pourvu  que  Jv,p  et  Jmq  ne  soient  pas  infinies. 

Donc  , en  regardant  de  nouveau  ces  dernières  quantités 
comme  des  fonctions  dérivées  relatives  à i,  leurs  fonctions 
primitives,  prises  de  manière  qu’elles  soient  nullcs  pour  i=o, 
seront 

/'(*  + *')  — “/v  — ‘f"x  —J'x  y 
-~fU(i  —/'(*  + 0 -f  {J "*  +/'*} 

lesquelles  seront,  par  conséquent , toujours  positives  et  finies, 
en  vertu  du  même  principe. 

Ainsi , regardant  encore  ces  nouvelles  quantités  comme  fies 
fonctions  relatives  à ’i , leurs  fonction?  primitives  , prises  de 
manière  qu’elles  deviennent  nulles  pour  i = o , seront 

/(*•  + *)  — ~rrf"P  — l—f"x  — 'f*  —fx  ? 

—J{*  + 0 + 4" J"x  + 

a.o  2 

w * 

• * 

Ges  quantités  seront  donc  encore  positives  par  le  même  prin- 
cipe; et  on  tirera  de  là  ^ . 

» /(*  -f-  i)  >Jx  + if'x  + + ~^fUP  » ’ • 

j(*  + 0 <J*  + if '*  + ~—f'x.  + fl' 

Et  ainsi  de  suite. 

Considérons  maintenant  J'{x  — i)  , et  soient  toujours  pm  çt 
q les  valeurs  de  x — i qui  rendent  J'{x  — i ) la  plus  petite 
et  la  plus  grande  , en  faisant  varier  i de  zéro  à r;  les  différ 
rences  f'{x  — *) — f'p  , j'q — J'(x  — i)  seront  toujours  des 


V 
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quantités  positives,  quel  que  soit  le  signe  de  J'(x  — s*);  mais 
comme  i est  devenu  négatif , ces  dernières  différences  auront 
le  sigjne  moins  , d’après  le  principe  : ainsi 

/'(* — 0 — fp  < ° , f’q  —J'{*  — i)  < o , 

et  les  fonctions  primitives  prises  de  manière  qu’elles  deviennent 
nulles  pour  i — o , seront 

f{x  — i ) + ifp  —Jx  , —ij'q  — /(*  — i)  -f fx , 

et  négatives  : en  sorte  que 

j(x  — i)  <fx  — ij'p  , — >fx  — ij'q. 

On  trouverait  pour  secondes  limites 

/(*  — i)  <fx  -t  ifx  -f  ~^f"p  , 

f(x  — ■ i)  ~ï>fx  — ij'x  -] —/"<]• 

a 

Et  ainsi  des  autres. 

Donc , en  général  , la  fonction  J{x  -f  ï)  , soit  que  i soit 
positif } soit  qu’il  soit  négatif  , sera  toujours  renfermée  entre 
ces  deux  limites 

fx+  ifx  4-  — fx  + JL.J»ix+  . . . . + — ^ fp) 

«•>  p •**  * r4'1 

Jx+  ifx  + —fx  + — - ^f»x+  . . q,  l 

1*2  1 • 2 • O 2s0«  • >jK  j 

en  prenant  pour  p et  q les  valeurs  de  x -f-  i qui  répondent 
â> la  plus  petite  et  à la  plus  grande  des  valeurs  de/lp'Æ-f-ij, 
dans  toute  l'étendue  de  i,  depuis  t = o ’ jusqu’à  la  valeur 
actuelle  de  i,  pourvu  que  les  deux  quantités  , f uq  ne 
soient  pas  infinies. 
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Il  est  d’ailleurs  facile  de  voir  qu’on  peut  prendre  pour ft*p 
et  Jt*q  une  valeur  quelconque  plus  petite  que  la  plus  petite  f 
et  plus  grande  que  la  plus  grande  des  valeurs  de  jt*(x-^-i), 
ce  qui  peut  servir,  dans  nombre  de  cas,  à faciliter  beaucoup 
la  détermination  des  limites  , comme  on  le  verra  bientôt  sur 
des  exemples. 

Lorsqu’on  fait  x — o,  la  fonction  J (x i)  devient  fi,  et 
peut  représenter  une  fonction  quelconque  d’une  variable  i ; 
mais  comme  les  valeurs  de  Jx,f'x , fx,  etc.,  lorsque  ar  = o, 
doivent  coïncider  avec  celles  de  Ji ,fi,f^i,  etc.,  lorsque 
/'  = o , il  s’ensuit  que  si  on  dénote  simplement  par  f,  f't 
J ",  etc.,  les  valeurs  de  fi,  fi,  J"i,  etc.,  pour  *’=o,  on 
aura  , en  général  , 


/r=y + (/'  + — /*+•■ 


— —y'"  4-  etc. , 
2.3  ' 


et  si  on  veut  s’arrêter  au  terme  dont  le  rang  est  marqué  par 
P,  comme  le  terme  suivant  serait  y>,  il  n’y  aura 

' I,a>5 ...ft 

qu’à  substituer  pour  ft*  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur 
de  ft*i , ou  des  valeurs  plu*  grandes  et  plus  petites  que  celles* 
ci,  et  l’on  aura  les  limites  du  reste  du  développement. 

Puisque  ces  limites  répondent  à la  plus  grande  et  à la  plus 
petite  valeur  de  /W  i , il’ est  clair  que  la  valeur  exacte  du  reste 
dii  développement  delà  fonction  fi,  répondra  à une  valeur  in- 
termédiaire de  ft*)  i , qui  pourra  être  représentée  par  /.»  j , 
en  prenant  pour  / une  quantité  entre  rem  et  i.  Il  suit  de  là 
qu’on  pourra  toujours  représenter  d’une  manière  finie  le  déve- 
loppement d’une  fonction  quelconque  fi  , en  y introduisant  une 
quantité  inconnue  moindre  que  ï.  Ainsi  qn  a ce  théorème  ana- 
lytique remarquable  par  sa  simplicité  : 
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fi=f+if  +—/•+....+ 

I */| 


i-3-  (f* — »; 

(*> 


sont  les  valeurs  de/i,  en  y faisant 


On  a par  là  , dit  M.  Lagrange , une  démonstration  rigoureuse 
de  cette  proposition  qu’on  s’était  contenté  de  supposer  jus- 
qu’ici, savoir  que,  dans  le  développement  d’une  fonction,  on 
peut  donner  à la  variable  suivant  laquelle  est  ordonné  le  dé- 
veloppement , une  valeur  assez  petite  pour  qu’un  terme  quel- 
conque de  la  série  , soit  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux 
qui  le  suivent  ; car  il  est  clair  qu’il  suffit  pour  cela  de  prendre  i 
assez  petit  pour  que  l’on  ait 


1 .2.3  . • - ft — I J 


1 .2.3. 


condition  qui  se  réduit  à celle-ci  ,J  i“  > JX*“)  j , à la- 

quelle  il  est  visible  qu’on  peut  toujours  satisfaire , en  diminuant 
la  valeur  de  i , pourvu  qu’on  n’ait  pas ')  =o. 

On  peut  démontrer  de  la  incme  manière  que  si  l’on  a 
deux  fonctions  différentes  _/7  et  Fi  qui  sbieut  telles  que  les  fc 
premiers  termes  du  développement  de  fi,  soient  respective- 
ment égaux  aux  p.  premiers  termes  du  développement  de  Fi  ; 
on  peut,  en  diminuant  la  quantité  t,  rapprocher  les  valeurs 
de  res  deux  (onctions , à tel  point  que  la  valeur  d’aucune 
autre  fonction,  telle  que  <p  i , ne  puisse  jamais  tomber  entre 
ces  valeurs,  si  les  p premiers  termes  du  développement  de  q>i , 
ne  coïncident  pas  aussi  avec  ceux  du  développement  de  fi  et  Flj 
car  la  différence 


Fi— J i=: 


1.2.0. ... 


{Fj-fj), 


1 1 
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où  quantité  y,  plus  petite  que  » , pourra  être  différente 
d.ius  Ils  deux  fouclions  : au  lieuaque  la  différence 


f i —fi  = 


, 1 * 
1 .2.3. 


if» 


• A 1 • 2 • J • 


•( fi— fi ) 


A étant  < ^ : et  l’on  voit  qu’en  diminuant  la  valeur  de  i , 
le  rapport  de  cette  différence  à la  première,  deviendra  tou- 
jours pins  grand,  à moins  qu’on  n’ait  aussi 

C’est  sur  çcs  principes  qu’est  fondée  l’application  rigou- 
reuse du  calcul  différentiel  à la  géométrie,  comme  on  le 
verra  dans  Ja  seconde  partie  de  ce  traité. 

Supposons  , pour  donner  quelques  exemples  , fx  — xm  , et 
conséquemment  f(x  -f-  i,  = (x  -f-  if*  s donc 

fx—  mx  m~ ' , fx  = m (m  — i ) xra— 1 , 

• ,>  - ■ i 

f"x  — m ( m — i)  {m — 3).r'"“3 , etc., 


et  en  général  , 

/WxsrQ*^,  0 


S* 


Ç)  étant  — m'm  — i)  (rft  — a).,  .(m  — ( u, — i))  s on  aura  donc 
y*1"  ; x-^-i)  — Q(x-|-  i)  ; et  l’on  voit  qucf  ^ Çx  -j-  i)  ne  peut 
jamais  devenir*infinic  tant  què  x-f- t n’est  pas  zéro,  et  que  f* 
n’est  pas  >>  m.  On  voit  aussi  que  la  plus  petite  et  la  plus  grande 
valeur  de  Q (x  -f-  */  , répondent  l’une  à i = o , et  l’autre  à 

iy  de  sorte  que  les  valeurs  p et  </  aeront  x etx-f -t  , ou  x -j-  £ 
et  x Donc  , en  général  , le  développement  de  (x  -f-  î)m  sera 
compris  entre  ces  deux  limites  , déduites  des  développe— 
mens  [A)  , 


. - m(m — i)  . Qif* 

x,n-f  mix'n“'-| i 1»*"—’ . . .-J 4 xm-f 

1.2  2.3.  ..ft 

_ , , mm — i)  . ü/>  'x-f 

1*2  _ 2.4-Ji « 
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Soit,  en  second  lieu, 

/(x  + t)  = a'+‘, 

on  sait  (pag.  35,  4?  ) que 

fx—!a.ax j J"x^=(lay.aM  f f"x  — {la)'  .ax  , etc. 

Donc , en  général , 

/W  (■*  + *)  = (M  ** a r+' , 

et  Ton  voit  que  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  do 
(x  -j-  î) , répondent  encore  à i— o et  à i.  Ainsi  on  aura  , en 
faisant  x =o  , ces  développetnens  déduits  de  (B)  , 

* ” 1 • 2 . J 


J .2.3..  « 

?r 


1 - j-  Ici . I 


(/a)»  (laÿ  (la  * 

1 5 * H — -rr — 

1.2  1.2.3  1.2.0... u 


pour  les  limites  de  la  valeur  de  a‘,  où  l’on  pourra  prendre  dans 
le  dernier  terme  , au  lieu  de  a‘ , une  quantité  quelconque  plus 
grande. 

Soit,  en  troisième  lieu  , 

9 

/(*+,*)  — *(*+>), 

l indiquant  le  logarithme  népérien.  On  a (pag.  37,  48), 


/*= 

x 


f1*  — — J-  , f"x=zJL,  etc. 


Donc 


/<**>  (*  + i) = ± , 


-i  * 


. (*+*/ 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  de  ft  impair,  et  l’inférieur 
pour  celui  de  p pair.  Il  est  clair  que  pourvu  que  x\-  i ne  soit 
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pas  zéro  , la  quantité fV<  (x  +0  "e  sera  îaraais  infinie  » et  <luf 
sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur  répondront  encore  à 
i=.o  et  à i.  On  aura  par  les  formules  {A)  ces  deux  limites  de 

/(x  + 0, 


i* 

2X’ 


ftX* 


H * 


2X 


-Z~x  — etc....±  —y 

" 3x‘  + if 


où  l’on  pourra  mettre  à la  place  de  i une  valeur  quelconque  plus 
grande  dans  le  dénominateur  (x + 

Soit,  en  quatrième  lieu  , t 

* . /(x  + s)  = sin  (x+i)> 


on  aura  ( pag.  4t  > ) * 

fx=cos  x , f>x=  — sin  x , f"x=— cos  * , fTx  =sinx , etc. 
Donc , en  général , * 

(x  +t)=.± sin  (ar-f-s) ou  =±cos  (x-f  0 , 

suivant  que  n sera  de  l’une  de  ces  formes  4”  > 4n  + 2»  4" *4“  *> 
q_5,  n étant  un  nombre  entier  quelconque  ; ce  qu’on  peut 
renfermer  dans  cette  expression  générale 

/(**)  (x+t)  = sin  (i+i  + zcU). 

D étant  l’angle  droit,  ainsi  qu’on  peut  le  vérifier  sur  les  quatre 
iormules  « 

f (x+i)  = cos  [x  + i ) ,f>  (x  + 0 =—«“(*+*)» 
fn  (x+i)——cos(x+i)'d>y  (•*+»)  =siu(x  +0- 

Or  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x et  i , il  est  visible  que  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  fW  (x-ft),  seront  -f-  i 
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et  — i . Ainsi  on  aura  pour  le  développement  de  sin  (x  + i),  ces 
limites  , 


P 


• . . i1  P 

sin  x -j-  i cos  x sm  x cosx4-...± .. 

*•2  1.2.3  1.2.3.../* 

• * 

Si  on  fait  x=o,  ces  limites  deviendront  pour  sin  i 


+ 


i.2.3  i.2. . .5  1.2.3./* 

et  pour  x = D , on  aura  pour  les  limites  de  cos  i ; 

0 

ff  . . P 


I f- 

I .2  1 .2.3.4 


etc. ...  ± 


1.2.3../*' 

en  observant  qu’on  doit  prendre  pour  /<  le  nombre  im- 
médiatement plus  grand  d’une  unité  que  l’exposant  de  i dans 
le  terme  auquel  on  voudra  s’arrêter.  En  sorte  que  si  l’on 
veut  ne  prendre  de  la  série  de  sin  i,  que  jusqu’au  terme... 

is 

- inclusivement,  le  reste  sera  compris  entre 


1.2 6 

Nous  avons  donné  (pag.  84  et  85)  la  série  du  développement 
de0(r+,A),  en  supposant^*  = tatig  x et  çy=x,  et  nous 
avons  trouvé  en,général/^)jf  = ±2.3. . . (/*  — 1)  cos'*  x xsin 
ou  cos  ftx.  Donc  on  aura  aussi , en  faisant 
J~  + A = tang  (x  -f-  i)  = tang  z.  , 

(r  + h ) = =ta.5.  ..(/*—  t)  cos^z  x sin  ou  cos  ftz. 

Or,  quels  que  soient  y et  h,  il  est  visible  que  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  valeur  de  cos^z  x sin  ou  cos /*z,  seront — 1 et 
-J-  1 : d’où  on  peut  d’abord  conclure  que  la  série  est  vraie  pour 
des  valcurQquelconques  de  x et  i , et  que  si  l’on  veut  s’arrêter  au 
terme  /*,,,r , le  reste  de  la  série  sera  nécessairement  renfermé  entre 
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les  limites  rfc — • 


Ainsi,  en  faisant  x~o , on  aura  ccs  limites  de 


arc  (tang=/i), 

h — 


/»#•+* 

* + 1 * 


ou  ft  est  le  rang  du  ternie  auquel  on  veut  s’arrêter. 

On  peut  encore  résoudre  la  question  des  limites  par  l'ana- 
lyse suivante. 

Si  a est  une  constante,  si  les  fonctions /'(a — x ),f(a — x), 

d f(a-,x)  d >/(/f— x) 

/"'(Vi—*),  etc.,  désignent  — , — » • - • 

d f a x)  , elc  el  f-f—  dx/,T(a — x ) indique  fin- 
dx*  «/  1.2.0 

XJ  ■ . ' 

téerale  de  dx  J"  {a — x),  c’est-à-dire , la  fonction  qui 

° 1.2.3 

x5 

a pour  différentielle  ■■  d x/,T(a  — x),  je  dis  qu’on  a, 

par  exemple  , l’identité 

fa'=f(a  — x)  + xj'(a-x)  + f^f"(a-x). 

4-  — — — x)  + /— — -d*/,T  (fl— x) (0; 

1.2.0  ./  1 .2.0 

En  effet,  en  difft'rentiant  de;  part  et  d’aulrc  par  rapport  à x , 
et  ne  retenant  cjuc  les  cocfliciens  différentiels,/  on  trouve 

o=— /'  (a-x)_  £.f'(a-x)--^-„fy-x) 

+/'  («— x) +xf»  (û-x)  H*—  /"(a-x)-f 

en  observant  que  chacun  ^les  termes  de  la  suite , à l’excep- 
tion du  terme  / , est  un  produit  , et  que. . . i 

4 , c 

tî/.— f fi  r^:  — A»* -H)  (a  — a;).  On*a  donc  g (^oralement 

dx  W 

l’identité 


/ 
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fa  =/ (a—x)  + x/1 (a—  x)  -f-  ---*  (a—*) 

conclusion  qu’on  déduirait . directement  de  l’intégration  par 
parties  de  uàv , u et  v étant  deux  fonctions  de  x 


(*)  Pour  démontrer  cette  formule  , dont  nous  n’avons  fait  que  constater 
l'exactitude  , soient  u et  v deux  fonctions  de  t , et  l'expression  différen- 
tielle ixd^  $ si  Ton  désigne  par  cc  signe  /’,  mis  en  a'ant  de  «d»'  et  de 
t'du,  les  fonctions  primitives  ou  les  intégrales  des  diiicrcutieiles  luis  et 
vdu , on  aura 

/udv  = C «4-  — fvàiu  , « . . (1) 

C étant  la  constante  arbitraire  qui  complette  l’intégrale.  En  effet  , si  Ton 
différentie  de  part  et  d’autre , en  observant  que  la  diiiërent^jç  d'une 
intégrale  indiquée , est  la  quantité ‘sous  le  signe  J , et  que  la  JHfrtntieUe 
d’une  constante  est  nulle  , on  aura 

uàv  = uch » -4-  t'du  — vdu  ; 


et  conséquemment  , après  la  réduction  , udi*  = uàv.  Si  l’on  veut  pareille- 
ment développer  l'intégrale  indiquée  J vdu  , c'est-à-dire  , 1a  décomposer 
eu  deux  termes,  on  aura,  en  posant  du  = üàx  y J *'dx  = V, 

J vd u ou  f u . ^d-r  = u V / Vd  u\ 

donc 


— f t*ilu  = — u.  V -4-  y Vd  uf 

/ % 

et  conséquemment 

f uiv  — C + uv  — u V + f'vAii. 


Qu'on  pose  ila'  — li'Ax  , f v'Ax  = 'V  , et  on  aura 


Ainsi 


/ Vdu'  ou  f u'' . VAr  = u . “v  — f'vAii'. 

f uAv  ss  C 4-  uv  — it  V -)*  u" . “v  — f"y  A*-\ 
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Maintenant  dans  l’intégrale 


(lac  f,r  (a  — 3e),  on 


remplacera  le  facteur  variable  /"  (u — x)  par  le  facteur 
constant  M , (|u’on  supposera  plus  grand  que  la  plus  grande 
de  toutes  les  valeurs  «pie  peut  prendre  t"(a  — x ) , en  fai- 
sant varier  x depuis  zéro  jusqu’à  sa  valeur  actuelle  x : ainsi 


x3 

i . >. 


— <lx  qui  est  M 


x* 

r—  . surpassera 

i .2.3.4  1 


la  valeur  de 


l’intégrale.  Pareillement , si  l’on  écrit  au  lieu  de  /,T  (<j— x'.  la 
constante  N prise  égale  à la  plus  petite  des  valeurs  que  reçoit 


Eu  faisant  encore  du"  = u"dx , f'vàx  = m%> , on  aura 
- fv.  dS  = — u"  'V  ■+•  f'v  du"'- 

Donc 

• *• 

^ C ■+■  uv  — u . V ■+■  u".  “v  — u“  . "V  -+-  f i»ed u : 

en  observant  qu’il  ne  faut  ajouter  que  la  seule  constante  C’,  parce  qu’en 
total , toutes  ces  intégrations  par  parties  ne  servent  qu’à  développer  / udu- 
lai*. ns,  dans  la  formule  (1) , du  = dx  , u =r  »'  ( a — x)  , cette  formule 
deviendra 

/ » ( u — x)  dx  = C-i-  Xp  (a  — x)  •+•  fxp  («  — x ) dx  , 

en  observant  que  du  ss  — clrr  »“(<i  — x).  Mais  f p\a  — x ) dx  ==  — p[a  — x)j 
donc  l'identité  précédente  devient 

— e(u  — x)  = C 4-  X»(«  — x -4-  /*»"(«  — x)  dx. 


Si  l'intégrale  fxp^a  — x)  dx  doit  s’évanouir  poiir  x = o , on  aura 
— ta  — C f et  conséquemment 

— e(a  — x)  = — ta  + xp\a  — x)  + /i»"(a  — i)dx; 

d'où  l’on  tire 

pa  es  e(«  — x)  -+•  xp'a  — x)  ■+■  fît', a — T ) dx. 

» 

Si  l’on  exécute  en  partie  /xe\«  — x)  dx  ou  /a* (s — x)xdür,  ou  aura 
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f,r  (a  — #)  , depuis  x — o jusqu’à  x = x , on  trouvera  pour 

l’intégrale,^——^—,  quantité  moindre  que  la  plus  petite 

valeur  de  l'intégrale. 

/xi 

àxf"\a  — x)  est  égal  au  pro- 
cluit  de  ^ ^ par  une  quantité  comprise  entre  M et  N , 


/»  j*  Ç jc*  « ' 

P (a  — x)  xdx  = — #"(«  — x)+  J p'"(a  — x)  dr  ; 

et  pareillement  ~ 

/'  rMr  x3  /*  x3 

t"\a—x)  = -*"(a  — x)  4-  / x)  dr. 

i.a  i.a.3  J 1.2.3 

Donc  enGn  , on  a ce  développement  vérifié  dans  le  texte  , 

X* 

»a=t(«-i)+x,'(a  — x)  -t-  »"  (a  — x) 

I 

t’  /•  x3 

+ — t"(a  — x)  H-  f — *iv  (a  — x)  dx. 

t .2.3  '1.2.3 

• 1 

Comme  rien  n’empéche  de  reculer  le  terme  intégral  aussi  loin  que  l'on 
voudra , on  pourra  écrire 

X* 

ts  = f(a-r)  + ïf  (s  — x)  -h  p"  ( a — x) 

1.2 


rJ  * 


1.2.3 


V"(a  — x)  + etc. 


Si,  dans  cette  identité  , on  écrit  d’abord  a + r pour  a , et  qu’on  change 
ensuite  a en  x et  x en  i , on  retombera  sur  le  développement  de  Taylor. 
Le  seul  changement  de  <2  en  * dans  l’identité  précédente  conduit  à 

x* 

fx  = go  -t-  xço  H r"o  + etc.  , 

t.2  . , 

qui  est  le  théorème  de  Maclaurin. 
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c’est-à-dire  , par  f,r  (a — x)  pour  une  valeur  de  x prise 
entre  zéro  et  la  dernière  valeur  , ou  la  valeur  actuelle  de  x. 

On  peut  représenter  cetle  valeur  intermédiaire  de  f"  [a — a:) 
par  f " (a  — ( x — j),  j représentant  une  quantité  entre 
zéro  cl  x j ainsi  on  aura 

Ja  =/(a<—  x)  + xf'(a-x)  -f-  —f^a  — x) 

4-  /«(a— x) -j —r—/"  (fl—  (*—  j))t 

1.2.3  1.2. 3.4 

que  l’on  change  maintenant  a en  a -{-  x , et  l’identité  pré- 
cédente deviendra 

y (a  + x)  z=Ja  + xf’a  -f-  ~ fa  -f  — ^ f»a 

+ /,T  («+», 

I • A • 3 • | 

si  l'on  écrit  x au  lieu  de  a , et  i au  lieu  de  a:,  on  retrouvera 
enfin 

/(*+*'  ) =J * + {f*  + ~~f"x  '+-'1-^-3/'"* 

où  j est  une  valeur  intermédiaire  entre  zéro  et  l’accroisse- 
ment i de  x. 

Celle  analyse  que  nous  étendrons  bientôt  aux  développe- 
inens  des  fonctions  de  plusieurs  variables',  exige  quc/iï  (fl — x) 
ne  devienne  pas  infinie  par  toutes  les  variations  de  x depuis 
zéro  jusqu’à  x , ou  que  dans  le  développement  de  f(x  -f-  i) , 
la  fonction  f"(x  -j-  i)  , ne  devienne  pas  infiuie  depuis  x jusqu’à 
x 4-1. 
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CHAPITRE  XII. 

Application  du  Calcul  différentiel  aux  développe - 
mens  en  séries  de  quelques  fonctions  d’une  seule 
variable. 


Dans  le  cliap.  VU  , nous  avons  donné  le  développement  de 
l’arc  suivant  tes  puissances  de  la  tangente.  On  pourrait  aussi 
développer  l’arc  suivant  les  puissances  de  son  sinus,  de  son 
cosinus  , et  enfin  suivant  celles  de  l'une  quelconque  de  ses  lignes 
trigonométriques. 

La  solution  de  ces  questions  exige  qu’on  forme  les  coefli- 


ciens  différentiels  — , 
dx 


<ir  ày 


d.r 


, etc.  étant  l’arc,  et  x la  ligne 


trigonométrique  , qu’ou  y fasse  x — o,  et  qu’on  change  i en  x 
pour  connaître  (jr°)  , etc.  Mais  à l’égard  des  expressions 

dont  il  s’agit  ici , la  loi  des  coefficiens  numériques  (y°),  (yr,),c ts. 
obtenus  comme  nous  venons  de  le  dire  , est  très-irrégulière , et 
conséquemment  on  ne  peut  s’en  aider  dans  la  formation  succes- 
sive des  termes  de  la  série.  L’analyse  suivante  donne  le  ternie 
général  du  développement , et  conséquemment  la  loi  de  la 
série. 

Soit  donc  y — arc  (sin  =r.r)  : on  sait  ( pag.  4-3J  que 
dj  __  1 

dx  y 1 — xx 

par  la  formule  du  binôme , ou 


Si  l’on  développe  (1  — xx'j 
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dr  .a  a a , . 2 a 2 , , 

— I -f-  — Æ"*  4-  - • • • • 

tlj  1 1.2  1.2.3 


1 5 5 ip — 1 

a 2 a 


Mais  on  a 


.2.3. . . p 


-x'r 


x' 


y = (y0)  + (y'*)  - + tr*°  ) — + (yw* ) — ? • 

I 1 1*2  1.2..) 


+ 


(y"°) 


1 .2.3. . . n . 


En  différentiant  et  observant  que  , (y'°)  , etc.  , sont  des 
constantes,  il  vient 

_ (r,o  )+(y#n)  f.  + + (r-)  -fl  +.... 


+ 


(r°) 


1 .2.3.  • . (n-*- 1) 


La  comparaison  des  termes  généraux  des  deux  développe- 

dy 

mens  de  — -j — , donne,  i°.  entre  les  cxposans  de  a: , cette  re- 
lation , 

2/?  = n — 1 , d’où  rt—ip  -f-  jj 
2°.  enlre  les  coefiiciens 

1 3 5 2 p — 1 


(yno) 


2 2 2 


1.2.  ..(/I l) 


j .5. 5. ...(2 p — 1 ) 


i.2.3 p 2.4.6 ap  y 


en  multipliant  chacun  des  facteurs  du  dénominateur  par  le  dé- 
norniualeur  du  facteur  qui  lui  correspond  dans  le  numérateur. 
Donc  on  a pour  terme  général 
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i75 


.2. . .(/i — i)n 


• r 


2. 4. fi... 2/J(  2/5 


Pour  * = o,  on  a y = (jy°  ) = o.  On  fera  ensuite 

p—  i,  —2,  =3,  etc.,  hypothèses  qui  donnent  n — 3,  =5,  —y,  etc., 
ce  qui  apprend  que  le  développement  ne  conserve  que  les 
termes  de  puissances  impaires  de  a;,  au  nombre  desquels  doit 
se  trouver  le  terme  en  x,  qu’on  ne  peut  tirer  du  terme  général, 
parce  qu’il  serait  donné  par  p = o.  Pour  l’obtenir , il  faudra 
avoir  recours  à l’expression 


dr 

<Jx 


V7 1 — a 


xx 


qui,  pour  x = o,  donne  (j^°)=  i.  On  trouve  ensuite 
(y",<>)  = i,  (.y*0)  — 3.5,  (jrT,'°)  = 3.3.5. 5. etc., 


et  conséquemment 


^3' 

arc  (sin  =)  = x -) - 

2.0 

I 


i .3.x5 
2.4.5 


i.  3.5.x? 
2. 4. 6. 7 


+ etc. , 


développement  connu. 

On  s’y  prendrait  exactement  de  la  même  manière  pour  ob- 
tenir les  développemens  suivant  l’arc  , de  arc  ( cos  = x ) , 
arc  ( tang  — x),  etc. , applications  que  nous  laisserons  à faire. 

La  formule  de  Maclaurin  ne  peut  plus  être  employée,  ainsi 
que  nous  l’avons  déjà  reconnu  , lorsque  quelques  - unes  des 
fonctions  (y'°) , (yllo)>  etc.,  deviennent  infinies , parce  que  la 
fonction  ne  procède  plus  suivant  les  puissances  entières  et  posi- 
tives de  la  variable.  On  peut  alors  fairey=x*.z,  en  déterminant 
l’exposant  k sous  la  condition  que  x=  o ne  rende  infini  aucun 
des  coefficiens  etc. 

Si , par  exemple  , on  veut  développer  cot  x en  série  , comme 
on  reconnaît  d’avance  que  ce  développement  ne  peut  procéder 

* 
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suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x , puisque  pour 
x = o , y = cot  o =oo  , on  fera  y = = cot  r ; d’où. . . . 

x rns  x . 

z—.- , et  ( pag.  4>  ) 


S1U  X 


1 l , 

i x’4. 3:4  — etc. 

? _ 

i ~ x’  A — — x*  — etc. 

6 rao 


Or,  en  prenant  les  fonçlions  dérivées  de  ï,on  trouvera  aisément 
pour  x = o, 


(0=1,  (*'8)=o,  (z"°)  = 3-,  etc. 


d’où 


x ' 


3*.  5 ’ 


etc. 


et 


îr 


Z XX'  2X'  x7 

^=-  = cotx=x-'-T-3^-53X^-3^,  etc, 


Passons  à l’équation 

my%  — zy  — m, 

et  proposons-nous  de  développer  y suivant  x : on  trouver» 

(cliap.  VI), 

(v*;  = i , (r'°)=^-,  (^,0)=o,  etc. 

w 6 m 


Donc 


*='+Tm-»r, 


24^  m* 


27 


* etc  • • • • { 1 


Çi  on  veut  développer  suivant  les  puissances  de  m y 1 équa- 
tion 
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on  prendra  les  cocfiicicns y', y"- • . par  rapport  à m , en  trai- 
tant x comme  une  constante,  puis  on  fera  m~ zor  ce  <jui 
changera  y'  , y» . . . en  ( y'°) , (y"")  , etc.  j et  dans  la  série  de 
jMaclam  in , on  remplacera  x par  m.  En  opérant  ainsi , on 


y — — m — x~ !m' — 3x~r'm~ — i ix~^m'°-\-SSxr~'^m'^ . . . .(2^. 

* Ce  développement  donne  y — co  pour  a:  = 0.  En  général, 
lorsque  pour  1=  o , l'équation  se  réduit  ity'"'  =0  , on  conçoit 
que  la  valeur  dey  petit  devenir  infinie.  Si  donc  on  veut-déve- 
lop.  er  y suivant  x , il  faut  recourir  à l'hypothèse  y = x'z  , et 
alors  la  proposée  devient 


mz’  x1*  — zx<+3 — »ix3= 


tnx'—o , ou  mz'x 


’x3*-3  — r.r*  — - m , 


en  divisant  par  x*  pour  réd’  ire  le  dernier  terme  à un  nombre. 
L’hypothèse  A = 1 réduit  la  précédente  à 


mz'  —rxzzzm. 


Il  suffira  donc  de  changer  dans  (1)  y enz,  et  de  remplacer  s 

3 

par  — , ce  qui  donnera  pour  l’une  des  racines 

'*•'*  '1*4  T-3 

L’hypothèse  k = o donne 

mz1  x~3  — z = m. 

Soit  x~ ! =:  u : on  développera  zenu,  au  moyen  de  l’équa-» 
tion  • - 

mz' u — z=m  t 
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on  restituera  ensuite  x~ 3 pour  u,  et  pour  * sa  valeur  y , et  on 
retombera  sur  la  série  (2). 


On  pourra  encore  diviser  par  x31  la  première  transformée  en 
zx  , ce  qui  donucra 


mr3  — zx 3_ **  — mx  *(' — *)  = o j 

3 

puis  on  fera  k — ; ce  qui  changera  cette  équation  dans 

celle-ci 

mz>  — mx  * = z. 

Posant  x~ * = u , on  aura 

mz 1 — z — mu  =0. 

Développant  z en  u , puis  remettant  pour  u sa  valeur  x^~b 
et  faisant,/-  = zx  » , ou  aura 


xà  m 3 5 2. 

J—±- — + — =p  Tj-"1*  .x-»  + etc. 

mï  2 0 


(4)- 


11  faut  observer  que  la  série  (*)  n’est  que  le  développement 
de  y , suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  m ; qu’ainsi 
les  trois  valeurs  de  y sont  données  par  les  séries  (3)  et  (4). 
On  pourrait  encore  faire  k égal  à tout  autre  nombre  , et  même 
dégager  dans  la  dernière  transformée  le  dernier  terme  en  x , 
et  déterminer  ensuite  k convenablement;  mais  on  n’obtiendrait 
pas  de  nouvelles  séries. 

L’équation 

y2 — 3axy~\-x3  ~o, 

après  y avoir,  fait^-  = x*.z,  et  k =2 , t=  — — ^ = 1 , donne  les 
séries  suivantes  ; . 
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X , X 

y — -. t h v + etc. 

3 a 3^  a < 

, . /- a:’  x3  3ax 

y — àzV  àax  — -T—-+- 


6a 


72  a3 


2 . 3^  ’ 


3 

a a'  4 a*  1 

3 x 3x"  ’ 

V^l 


etc. 


dont  la  dernière  est  le  développement  dey,  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  x , et  les  trois,  premières  sont  les 
trois  racines  de  la  proposée. 

On  trouvera  plus  de  détails  sur  cette  matière  dans  la  nouvelle 
édition  de  la  deuxième  section  de  mon  Algèbre. 

On  propose  de  développer 

«==/r (*), 


suivant  les  puissances  de  x,  la  variable  y étant  liée  à x par  la 
relation 

y = a + X( PT-.. ..(2), 


et  les  fonctions  f y , çy  étant  données. 

Si  entre  les  deux  équations  (i)et(2),  on  éliminait  y,  u ne 
contiendrait  plus  que  x , et  on  pourrait  faire  usage  de  la  for- 
mule de  Maclaurin.  Mais  le  calcul  différentiel  sert  à former 
les  coefhciens  différentiels  u'f  uU , . . . sans  recourir  à l’élimi- 
nation. 

On  déduit  de  la  seconde  équation 


ây  dy  d<py  d’y  dy  d<py 

— — = or4-I  — — . — 2 — —— — - 

dx  dx  dy  dxa  dx  dy 


-f-  x 


dy  d <py  / dy  y d’y  y 

dx1  dy  X \ dx  / dy"  *■ 


«t  de  la  première  , 


1 78 


Leçoxs 


«Iü  dy  c \fy  d’u  d'y  d/y  t f dy  d'Jy 

dx  dx  dy  ’ dx2  dx2  ' dy  \dx  J dy2 


d_y  \ dx  / d_y2 


Si  l’on  fait  x = o,  la  fonction  y et  les  coefficiens  différentiels 
d r d'y  . dsp  a 

dx  dx2  > r > da 


d(®a)?  _ 

? 


do 


d’;®a)3  . du 

— — ; — , etc. } de  sorte  que , par  ces  substitutions , u , -j — ■ > 

d2u  . d .fa  d'®a;*  d./a  • d'/a 

^...deviennent Ja , — ~ — hit*)' 


üa  d a 


d{(,a)2X-^L} 


da 

Telles  sont  les  valeurs  de  («”),  (u'°),  (u//0). ..  .Ainsi 

' , v.  ». 
u —ja-\-xya.-~ }- 


dû* 


y etc. 


da 


x .2 


da 


x3 


da2 


-f-  etc. 


développement  qu’on  peut  représenter  très  - commodément , 
comme  il  suit  : 

X* 

« —Ja  + xyaf'a  -1 ( (cça'j'J'a  )' 

1 . 2 

+ — — ^ ( ( <P  a?  /'a  Y + etc. , 

1 .2  .a 

en  notant  par  un,  deux,  trois,  etc.,  acccns,  les  dérivées  pre- 
mière , seconde,  troisième,  etc.,  c’est-à-dire,  les  coefficiens 
différentiels  successifs  pris  par  rapport  à a. 

Appliquons  ce  qui  vient  d’être  dit  à la  recherche  du  dévelop— 
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pement  de  u =jjn , en  supposant 

?—*  + ***■, 


x79 


on  a donc 


u =fn  > J=a  + xj* , 


et  conséquemment 

* 

J'a=am , <pa  = an , qafa~mqm+n"~' 

(d)ayfa=  ma  m+J'— 1 ; (yqffq  — mam+^~'  f et<v 

Donc 

. <•  , 

"ym  = û"  -f-  m.xam+n_ ■-{-$«•  1 Xxu  "*+»"—  * -j_  *etc. 

* Si  l’on  voulait  le  développement  dej-'1*  pour  le  cas  où  l’équa- 
tion (2)  serait  -• 

* + Çr  + yjn  = O. 

- • -■  r • • * : " 

on  en  déduirait  d'abord 

V • a y ■ 

■r~~Y~TJ’ 

. ■'  % -!  r.  ^ ' •—  •' 

* y 

puis  on  représenterait paru^tw4  par#. 

Si  l’on  suppose  x—  1 dans  la  relation  (a),  on  trouve  c* 
développement  de  Jy  poury=n  -(- 


Jj~f“  + çmfa  + J-  {{ça)'  fa/  + J-  ( (<t/a)'f  a)" + etc. 


développement  donné  par  M.  Lagraqge  ( Résolutioh  des  équa- 
tions numériques  , notes , 1 > , 21,  et  les  Fonctions  analy- 
tiques , 97).  Voy.  le  chapitre  quatorze. 

Enfin,  si  ppur  #=  1 , la  fonction  J y à développer  est  y,  on 
aJa  = ‘*ifaz=z  1 ,J,,a  = o , etc.  , et  conséquemment 

, , ((<t>a)'Y  (fa  a)3)* 

y=a  + fa  = a + çai-  ------  -f  -■■■*■  ; - -f  etc. 

*"-  ••***  2 2 > j 


4 
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Appliquons  cette  dernière  formule  au  retour  de*  suites , ques- 
tion déjà  traitée  ( pag.  87  ) , et  supposons 

« + ?r+  rr*+  ty3  + etc.  = o. 


d’où 


y—  — -y  — ^ (y  + h‘+  elc*  )• 

La  comparaison  de  cette  dernière  relation  avec 

J—a  + yy 


donne 


a = — —,  <py  — — ’Ç  ( V + etc. )• 

<*  • * 


Si  l’on  conserve  a au  lieu  de  — , on  trouvera,  d’après  la 

formule  précédente , 

y=a  — (y  + Az-f  etc.)  + -^^-{y+  da+etc.)’^  +etc. 

+ y (—  tr  (y  + + etc.)3^  + etc. 

Maintenant  si  l’on  effectue  les  opérations  indiquées  par  les 
accens  , la  série  deviendra  * • 

y— a ( y+dn+ia’+etc,)  + — (y-f-da-j-etc.)* 

* _ -k  , \ ^ 

! + (y+d'a4-etc.)(d+2f«+  etc.)}  ' 

+ y{  — ^ (y  + do-fetc.)3  +etc.}+  etc. 

‘va’  Sa'  ta4 


2y’a3 


5ydiri 

JL_  + etc. 


5y3<ri 


C5 

-f  etc 


-f-  etc. 
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Pour  en  revenir  au  résultat  déjà  trouvé  par  une  autre  mé- 
thode ( pag.  87  ) , on  fera  dans  cette  dernière  suite, 

JT—X,  * = to,  £ = — a.  y — 6,/=  — c , c~e , etc. 


Noos  terminerons  ce  chapitre  par  la  solution  d’un  cas  parti- 
culier de  l'élimination  , qui  peut  se  présenter  assez,  souvent. 

Considérons  les  deux  équations 

0 = ^4-  Bx  -f-  Cx * -f-  Dx 3 -j-  Ex*  + etc. 
o = a Sx  4“  y**. 

La  première  du  degré  m , où  4 , B , C,  etc.  sont  des  po- 
lynômes en  y,  des  degyés  m,  m — i , m — 2,  etc.,  et  * , • des 
polynômes  en  je  des  second  et  premier  degrés  , et  y un  nombre. 

Soit — = a , — — b : on  pourra , aux  deux  proposées  , 

y y 

substituer  celles-ci  : 

• l 

o =A  + Bx -f-  Cx * 4-  Dx1  4-  Ex*  4-  Exs  4-  Gxs  4-  etc. 

*’=«  4-  bx. 

On  tire  de  la  setonde, 

x3 —ax bx*  xi  ab (b*  a)  x , 


en  mettant  pour  x * sa  valeur.  On  déduit  de  celle-ci 

^ r 

x * = abx  4-  {b*  a)  x*  = ( ab * 4-  <*’)  4"  (^3  ~f*  2 ab)x 
xs  = ( ab * 4-  ia.*b)  -f-  a’)  x 

xP  = (oW  4“  ’ia'b*  -j-  n3)4~  (ù5  -j-  4 ab3  -j-  2>azb)  x. 
et,  en  général, 

-f  2=2  a*b^  + il=2li2=3  a3bn~s 

1 1.2 


* 

» \ 
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4 ^ b -f-  ” ai"-3  -f-  a»i«-s 

( n — 4)  (n  — 5)  (n  — 6)  , J 

4 , - a?bn  ‘ 4 «le.  >x. 

î . a . 3 , J 

Ces  valeurs  de  je3. . . substituées  dans  la  première  équation  , 
la  réduisent  à la  forme 

M 4 Nx  = d. 

Si  entre  cette  équation  et 

* 

x'  — bx  — a •xx  o 

on  élimine  je,  on  aura  cetie  équation  finale, 

M'—aN'  — bMN . 

On  trouve  par  les  substitutions,  et  en  ordonnant  M et  N 
suivant  K s puissances  ascendantes  de  o, 

M—  A + (C+  Dh  + Eb * + Fb3  + GA4  4 etc.  ) a 
-\-{E  4 iFb  -j-  G b’  + etc.  ) a’ 

“ 4 ( G + etc.  ) a3 

etc. 

N—  B 4 Ch  4 DF  4 Eb 3 4 Fb’>  4 Gbh  4 etc. 

4 ( D -\-?Eb-\-’*>Fb'‘  -\-\Gb3-\-  etc.)a 
4 (F  4 3 Gb 4 etc.)a’ 
été. 

Or , si  l’on  pose  . . .. 

D'  ~ B 4 Cb  4 DF  4 Eb3  4 FM  4 Gbs  4 etc. 

C'  =. . • . . C 4 Eh  + £/->’  4 •^’è3  4 GM  4 ele. 

£)'  D 4 Eh  H-  fi1  4 G^3  + etc. 

E'  - E 4 Fb  -+■  Gb * 4 etc. 

JT»  ......F  4 G6  4 etc. 

6'= ....4: 4 G 4 etc., 
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et  qu’on  tufférentie  par  rapport  à A,  en  regardant  B , C > 
D , E , etc.  copune  des  constantes  t on  aura 

AC' 

— =D  %Eb  -f-  3FA»'-1-4GA3  -f-  etc. 

AD’  . . 

=. £ 4-  aF6  -f-  3G£’  + etc. 

A'D' 

^T= a(F  + 3Gè  -f-  etc.) 

A*F' 

+ a(G+etc.) 

etc- 

« 

et  conséquemment 

AD'  , « d’F'  . , . d3F' 

M=A+C'a  + — o*+——a  3+  — — a4  + etc. 

_ _ , dC'  ,i  d*Z)'  , i d3£'  , , i diF 1 . , 

iV=B'+  —rr  «H rr— «H 3"TnTa3"l T~, 

Ab  a dé>’  a.3  d&3  a. 3-4  d£>< 

• ♦ • 

ce  qui  fournit  une  règle  -d’une  application  commode  pour  lê  cal- 
cul des  quantités  M et  N. 
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CHAPITRE  XIII. 

Du  développement  des  fonctions  de  deux  variables 
indépendantes  ; des  différentielles  de  ces  fonc- 
tions ; des  coefficiens  différentiels;  notations  de 
ces  coefficiens  , et  conditions  auxquelles  ils 
doivent  satisfaire  ; développemens  des  fonctions 
d’un  nombre  quelconque  de  variables  ; théorème 
des  fonctions  homogènes: 

Nous  n’avons  jusqu’ici  parlé  que  des  fonctions  d’une  seule 
variable;  nous  allons  considérer  des  fonctions  de  deux  tariablcs, 
telles  que J{x,y)%  que  nous  regarderons  comme  indépendantes 
l’une  de  l’autre  ? ou  dont  l’une  ne  sera  pas  fonction  de  l’autre. 
Dans  ce  sens , . . 

• u—f(x,y). 

ecra  l’équation  d’une  surface  dont  x , y et  u seront  les  trois 
coordonnées  rectangulaires , u étant  la  coordonnée  qui  se  ter- 
mine à la  surface. 

Si  dans  la  fonction  f{x,y') , on  met  à- la -fois  i-fti  la 
place  de  x et  y-j-k  à la  place  de^,  i et  k étant  deux  accrois- 
sement indéterminés  ; qu'eus ui te  on  développe  la  nouvelle 
fonction  f ( x -}-  i,  y -|-  k ) suivant  les  puissances  et  les 
produits  de  i et  de  A,  il  est  claif  que  le  premier  terme, 
sans  ? ni  A,  sera  J{x,y)y  puisqu’on  faisant  i = o,  A = o, 
le  développement  doit  se  changer  dans  f(x,y ),  et  que  les 
autres  termes  seront  de  nouvelles  fonctions  de  x et  y,  multi- 
pliées successivement  par  i,  k,  i*,  A*,  ik , i3 , i'k  , ik' , A3,  etc. 
Mais  pour  parvenir  .à  ce  développement  de  la  manière  la 


Digitized  by  Google 


r 


de  Calcul  différentiel.  i85 

plus  simple , on  commencera  par  supposer  qu’il  n’y  ait  que  la 
variable  x qui  se  change  en  .r  la  variable  y ne  prenant 

pas  d’accroissement;  hypothèse  permise,  puisque  ces  deux  va- 
riables-n’ont  entre  elles  aucune  relation.  On  aura  donc,  d’après 
le  théorème  de  Taylor , 3 

d3u  fl 


r.  . . v , lî«  . . à' u fl 
/(»+., ,r)  = .+ 


dx3  1.2.3 


etc. 


Nous  supposerons  ensuite  que  y se  change  en  y -f  A-  : le 
résultat  de  cette  seconde  substitution,  sera  le  développement 
de  i , y -{■  A)  : pour  l’effectuer,  on  observera  que  dans 

les  fonctions  u . -*)-  - , etc.  r doit  se  changer  en 

dx  dx’ 

tandis  que  x ne  varie  pas  : en  sorte  que  , i°.  u deviendra 


du  , d’u  A* 

u -f-  — — k q 1 ■ — 

j <!?•  d y*  j . 2 

du  , . , 

»V -r — deviendra 
^•dx 


+ 


d’u  A3 


dr5 


1 .2.  J 


-f-  etc. 


du 

dx 


d. 


+ 


r lu 
dx 


d’. 


dw 

dx 


«Ir 


t\y% 


d’u 

dx* 


deviendra 


d 

d’u  dx 

d^#+ 


— d’ 

k + 


d’u 
' d? 


dr 


dy* 


4°- 


d3u 

dx1 


•— + 

1.2 


•l.2  + 

..  V 


d3. 


du 

dx  P 


d. r3 


d3 


dj'3 


deviendra 


d 

d3u  dx1 

7 "T  ' — ~ — * + 


d’u 
' dx1 


dx 


d7 


‘1 rx 


, dÆ 

k'  dx3 

i . 2 + ilyJ 


1.2.3 


■ etc, 


d’u 

dx’ 


A3 

1.2.3 


4-  etc. 


A’ 


1.2.2 


— etc. 
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et  ainsi  des  autres  coelficiens  différentiels.  Mais , d’tgprès  la 

, dnu 

d"  , 

dx" 


convention  déjà  faite  ( page  6a  et  sniv.  ),' 


3 F* 


indique 


qu’après  avoir  pris  la  différentielle  de  l’ordre  n de  u , par  rap- 

» . d nu 

port  à la  seule  variable  x,  on  prend  du  coefficient , qui  est  - , 

la  différentielle  de  l’ordre  m , seulement  par  rapport  à l’autre 
variable^,  dont  ou  ne  retient  encore  que  le  coefficient  diffé- 
rentiel. Nous  noterons  ces  deux  opérations  ainsi  qu’il  suit  : 
dn+m  u , 

~d'ar'*  d m ’ Cn  ®cr*vant  d’abord  dx”,  puis  à la  suite  dy”  , pouf 

rappeler  que  c’est  d’abord  par  rapport  à x , et  ensuite  par  rapport 
a. y qu’on  exécute  les  n et  les  m différentiations  successives. 

On  a donc 


w« 


u+h  =/(x  + »,  y + *)  — « 

du  d’n  t’  d3n 


+ -d^'  + 


dx’ 

d’n 


, ±1  c 

dy  1 dx  dy  1 
d’n 


i . a 
i k 


dx1 

d3n 


P 

t.a.5 
t*  A 


-f-  etc. 


A’ 

dy*  ’ 1 , a 


+ -77T--  — 


dx’dy  1 . a 1 
d3u  i k1’ 


etc 


etc. 


iixdy*  1 1 . a 

d3n  A3 


f djr3 

développement  dont  le  terme  général  est 
>1  u im.kK 


1.2.3 


-f-  etc. 


dx"'dx"«  (1 .2.  .m)  (1 .2.  .n) 

Si,  au  lieu  de  commencer  par  la  substitution  de  x-f-  i pour 
x , et  de  finir  par  celle  de  y -{-  A,  on  eût  fait  d’abord  la  der- 
nière , on  aurait  eu 

...  dît*  , d’n  A’  . d3n  A3 

f(x,y+  A)  = « -+-7,-  A’  + -777-  -7-7-  + 


dy* 


1 .a 


dy3 


.a. 3 
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et  le  changement  Jel  en  i-f  f,  dans  tous  les  termes,  aurait 
donné  pour  u , 

i» 


du  . , 

“+  zr‘+ 


d’u 

dx’ 


d3« 


1 .2 


du 

P°Ur 

du 


<1. 


pour 


d’u 

’dÿ*’ 

d’u 


4- 


du 

dy 


d*. 


dx 


«*  + 


dx1  1.2.5 

du 

<!r 


— -f-  etc. 


dx1 


1.2 


+ etc. 


d. 


dy" 


+ 


d’u 

dy’ 


dx 


* 4* 


d’u 

dy' 


dx’ 


-f-  etc. 


etc. 


, d?u 
d p. 

. . d y?  d''4'Pw 

Mais,  ( pag.  02  et  suivantes),  : — ou 


indique 


dxE  dy/  àxP 

qu’après  avoir  différentié  q fois  de  suite  u par  rapport  à 
la  seule  variable  y , on  différentie  p fois  de  suite  le  coeffi- 
cient différentiel  par  rapport  à l’autre  variable  x seulement , 
et  qu’on  ne  retient  encore  que  le  coefficient.  Ici,  ou  écrit 
d’abord  le  dy?  , puis  le  dxc  : on  a donc  ce  développement 


<»)• 


u + h =/(*  + »'.y+  /«)  = k 

du  d'u  i’  d’u 

+ di,-f 


du 

+ -3?  H 


ox’ 

d’ù 


1' 

1 . 2 

.iix 


dx1 

d3u 


1.2.3 

k i 1 


dy  tlydx  1 
d*u  fc ’ 

dy'  1 . 2 


1 dydx’ 
d’u 


+ 


1 .2 

i 


-f-  etc. 
etc. 


dy’dx  1 . 2 
d’u  P 


dy 


i.a.D 


+ 4e- 


etc» 


lequel  est  identique  avec  le  précédent , puisqu'il  revient 
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évidemment  au  même  de  changer  d’abord  x en  x -j-  c ,■  et  d« 
développer  suivant  t;  puis,  dans  tous  les  termes  du  déve- 
loppement, de  changer  _y  en  y -f  k , et  de  développer  suivant 
k , ou  vice  versd.  Ainsi , les  coefficiens  des  mêmes  puissances 
de  i , de  À- , et  des  produits  des  mêmes  dimensions  en  i et  k , 
dans  les  développerons  (i)  , et  (a)  , sont  identiques  ; on  a donc 
d’abord 

d*u  d’u 

dx  d \y  ' dy  dx  * 

Pour  vérifier  cette  première  conséquence  sur  un  exemple  , 
soit 


u = xmyn  : 

si  on  différentie  d’abord  par  rapport  à 2,  on  aura  pour 
coefficient  différentiel , 

du 

lequel,  différentie  par  rapport  à y , donnera  celu^-ci , 

< . d’u 


.n  — f — • t 


-j—  = m ny 

En  opérant  dans  un  ordre  inverse , on  trouve  d’abord 
du 


et  ensuite 


d’u 


d y dx 


: n m xm~'  yn~'. 


Le  résultat  est  donc  le  même,  quel  que  soit  l’ordre  qu’on  suive 
dans  les  différentiations. 

On  observera  que  la  règle  précédente  pour  former 
1 d’u  dJu 

*e  dydx  ’ °U  C “ans  cas  o*1  x et  X sont  deux  va- 


t 
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viables  indépendantes , est  littéralement  la  même  que  celle 
donnée  ( chapitre  VI  ) pour  le  cas  oùj-  dépend  de  x par  une 
équation  : il  est  donc  démontré  qu’à  l’égard  de  l’équation 

F ( X +y  ) = o = U , 

on  a l’identité  . 

dau  d’u 

Ay  dx  dx  Ay 

annoncée  ( pag.  63),  et  de  ce  qui  va  suivre,  on  conclura 
d’une  manière  analogue  les  autres  identités  posées  ( ch.  idem  ). 

Si  l’on  prend  dans  (1)  et  (2)  les  facteurs  de  k.  on 

* 1 .a  1 

aura 


d’identités , 


d 3u 

d 3« 

d x2dy 

dydx2  ’ 

S d*u.  x 

d3U 

A}u 

_d  àràx  J 

dy  dx2 

dydxdx 

V dx  )' 

cause  de  ■ 

d’n 

d’« 

dydx 

j 1 y on  durs 
djrdj- 

• 

d3« 

d’n 

d3w 

dx2dy 

dj  dx' 

* dxdjydx 

aussi 

• d3“ 

d3« 

d3u 

dxdy2 

dy‘dx 

d^'dxd^y 

On  pourra  donc  conclure  généralement  qu'il  est  permis 
d intervertir  l'ordre  des . différentiations , *pqurvu  qu’on  diffè- 
rentie  le  meme  nombre  de  fois , par  rapport  à chacune  des 
variables.  C’est  cette  proposition  que^ nous  avons  supposée 
(chap.  VI).  ^ 

Qu’on  représente  par  4x,  Ay,  àu,  les  accroissement!  finis 
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et  quelconques  de  x , y,  et  celui  de  k fonction  u,  on  aura 
pour  différence  de  la  fonction  u 

d’n 


du 

Au  = — — AX  + 
dar 


d’u 


du 

dy  ^ dar  d y 
(Vu 

-f 


Aar’ 
i .a 
x 
- « 

A Y1 


4-  etc. 


AT 


4-  etc. 


dy’ 


+ etc. 


Si’,  de  ce  développement  , on  ne  relient  que  les  termes  de 
première  dimension  eq  Ax  et  Aj , on  formera  l'cquivalent  de 
cc  que  nous  avons  appelé  différentielle  preinière  ou  du  premier 
ordre  ( pag.  17),  et  comme  le  signe  A ne  peut  pas  rappeler 
en  même  tems  la  différence  totale  et  une  portion  de  cette 
différence , on  changera"  A en  d , pour  noter  la  différentielle 
qui  sera  conséquemment 


**=  £**  + Jïar- 


Il  suit  de  cette  formule  que  la  différentielle  du  premier  ordre 
d’une  fonction  de  deux  variables  indépendantes , se  compose  de 

deux  parties  qu’il  faut  soigneusement  distinguer  ; l’une  ~~  dx , 

est  la  différentielle  prise  en  regardant  x comme  seule  variable ; 

l’autre  ^ - dy , est  l»  différentielle  prise  eu  égard  seulement  à 

dr 

la  variabilité  de  y.  - * . 

Dans  cette  différentielle 

du  du 

' iu  = — — ax  -1 — ; — or. 
dx  d y 

Les  fonctions  4— > sont  appelées  çoefficiéns différentiels 

M W 

du  du  , t 

du  premier  ordre , et  les  termes  d#,  dy , se  nomment 
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différentielles  partielles,  parce  qu’ils  sont  des  parties  de  la 
différentielle  totale  du. 


La  différentielle 


du=*dx  + %r*> 


doit  convenir  au  cas  o'uy  est  une  fonction  de  x : mais  comme, 
, dy 

dans  cette  hypothèse , dy  — — — dx  , elle  se  chance  dans 
* dx  ' • ° 

celle-ci , 


dw  du  dr  , 

du  = — — dx  -j — - — da:  : 
dy  dx 


dx 


et  c’est  en  effet  ce  que  davient  la  différentielle  de  f(p,  q) , 
trouvée  ( chap.  V,jiag.  57),  en  faisant  ^=x,  q=y,y  étant 
fonction  de  x , et  désignant  f(p,q)  par  u. 

Lorsqu'il  existe  une  dépendance  entre  y et  x,  les  différen- 
tielles partielles  ne  peuvent  plus  être  prises  à part  ou  isolément, 
parce  que  la  variation  de  x entraine  celle  dej-.JPour  embrasser 
ce  cas,  et’ celui  que  nous  considérons  ici  , *n  suppose  une 
relation  y=  çx  qui  devient  arbitraire  , dans  le  cas  de  l’indépen- 
dance des  variables  y et  x.  % ^ 

Ainsi  x et  jr  étant  deux  fonctions  indépendantes  dont  u 
est  fonction  , on  trouvera  aisément,  que 

d (*+.*')  = dx  -{-  dy 
t - d»(  xy  ) =ydx  -f-  xdy 

y<\x — xdy 


J' 


— ayx Jx  -J-  ax'dy 


■ <•»-- 
4 ■■  v \ = 

j{arc(u.g  = i)|  = J^X5fc- 


etc. 
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Passons  à là  recherche  des  différentielles  Successives  de  In 
fonction  u.  On  a déjà  trouvé 


les  coefficicns 


d u = 
du 


dw 

d.r 

du 


j 1 du  j 


■(S) 


on  a 


dx 

d« 


, étant  fonction  des  variables  x et  y. 


■ da: 
dx  -f- 


d’u 


dx  d y 
d’u 


ûxA 
d’n 

dx  dy  dy* 

et  conséquemment  oette  différentielle  seconde 
d’u  , . . d’u  . . d’u 


d’n  = -j dx*  -f-  2 — — daidy  J-  -» dr ’. 

dx’  dx  dy  dj'1  ' 

On  trouvera  pour  la  différentielle  troisième, 


•(4) 


d?  z/  = -r — 3 do:3 
dar 


Si  on  continue  la  formation  de  ces  différentielles  successives, 
on  remarquera  que  les  coefficiens  numériques  sont  ceux  du  bi» 
nome  JM  , élevé  à une  puissance  marquée  par  l’ordre  de  la  dif- 
férentielle, et  que  les  puissances  dudx  et  du  dj^sc  comportent 
comme  celles  des  termes  a et  b.  Quant  aux  coefficicns  diffé- 
rentiels , la  loi  en  est  facile  à saisir. 

Le  développement  de  f(  x -J-  i,  y -{-k  ) donné  plus  haut  , 
devient,  lorsqu’on  y change  i en  dx , et  h en  dy , 

/(x  -f  dx,  JT  -f-  ) = 

1 du  , j 

dx+  ~^rdyf 

d’u 


1 

f du 

1 

1 dx 

0?+’Ë'37ir'!r  + 


d’u 

dy1 

d3u 


4T1} 


j — { dx3-}-  5 - d-  " - dx’dy  4-  5 dxdj1  -{-  -p-j  dy3l 

ri.2.3ldx3  ‘ dx’dy  J ~ dxdy’  J d y3  / 
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et  comme  les  termes  entre  parenthèses  , sont  les  différentielle! 
successives  (3),  (1)1  (5)-,-  etc.- p de  la  fonction  n , on  pourra 
énoncer  très -simplement  le  développement  précédent  en  cette 


du-  d*u 


f(x  + dx,j-+ilx)  = u-l h — -f 


d3tr 


I .2 


î.i.i 


4- 


d’n 


i . 2 . 5 . 4 i 


• etc  : 


il  est  donc  de  même  forme  que  celui  qui  ( pa".  i8),  repré- 
sente f(x  +dx).  ci!  :..:i  j.  . _>. 

Nous  avons  trouvé  cette  identité  ; 


. - '•  "S  I f — - • 

d’n  'd’n 


qui  revient  à 


'..O 


dx  d7  cj-dx  * 


,1r*f  • 


d/ 


char 


.b 


en  sorte  que  si  on  dénote  la  différentielle  première  par 

. 

dn  =t  Pdj:  -f-  Ody  , 

il  existera  entre  les  fonctions  P et  Q la  relation 


‘V 


» 

T 


AP 


dO 


d7.  dx 


•x-f: 

r’-isffi 


Ainsi,  pour  que  deux  fondions  P et  Q de  x et  y,  puissent 
être  prises  l'uncpour  le  coefficient  (te  lu  dffèt  eiuielle  par  rap- 
port à x , l’autre  pour  celui  de  la  différentielle  par  rapport 
à y , if  une  fonction  primitive  de  deux  variables  , il  faut 
que  la  différentielle  du  coefficient  de  dx  , prise  par  rapport 
à v,  et  celle  du  coefficient  de  dy  , prise  par  rapport  # i, 
aient  des  coejjicù  ns  identiques. 

i3  ~ 
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y x 

tr  Par  exemple,  on  pourra  supposer  P = —~—, 
par  de  qu’ctf  effet 

d P x*  — y'  dÇ> 

ày  (x*  -\-  y f ~ <ix  ’ 

. t -l  • • ' 1 * • * 

y «c 

et  on  sera,  assuré  que  — — — — - dx  ; ■ — ■ Ajr  est  la  difle- 

■ **-■  V X -y  y x -f-r 

rentielle  immédiate  d’une  fonction  de  deux  variable». 


Soit 


on  aura 


u = x S/ixy  -f- , 

«./ 


^ « 


4^-  = \/ 2 xj  -J-  T‘  4-  

dx  y/  Xy 


xy 


du  «r*  + xy  L 

du 


du 


au  % u u 

puis  en  différentiant  par  rapport  a y , et  •—  par  rapport 
à x , et  ne  retenant  que  les  coefficiens,  on  trouvera 


jfdnN 

\ dx  ) d’u  x -f-  y x’y 


dr 

dxdy 

+ 3 

(2XJ+J1)» 

/Au  \ 

\ 

■ •'  • • » » IC.  * * 

\ Ay  ; 

1 d»« 

..  — a 

3x  -+-  r 

( X1  -f  xjr)  y 

dx 

dydx 

V'*xf+y‘ 

(2  *r-hr>; 

Quoique  ces  deux  expressions  paraissent  différentes,  elles  sont 
cependant  identiques } car  elles  se  réduisent  l’une  et  l’autre  à 

Afa+*f£+tl.  Ea,uiK 
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,f  f N 

V dx  J 

^ d’u 

iy  • xy » 

5xy'  + zr> 

dar 

dar1  ^ 

V axy+y  (axy+y*)i 

\(  d’“  ) 

d 3u 

3a-’y’  -P  3xya 

dy 

* 

dx’dy 

(a  xy~hyV* 

( dl“  ") 
\dar  d y) 

1 d’u 

3xaya- f-  3 xy% 

dx 

dx'tly 

résultats  identiques,  ainsi  qu’on  devait  s’y  attendre. 

Si  la  fonction  u n’était  donnée  que  par  une  équation  entre 
x , y et  u , en  sorte  Iju’on  eut 

F{xiT>  «)  = o, 

on  regarderait  u comme  une  fonction  de  x et  y , donnée  par 
cette  équation.  Par  cette  substitution  , la  proposée  aurait  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  x et  y , et  conséquemment  aussi 
en  écrivant  x -4-  i et  jr  + k pour  a:  et  y.  Mais  en  faisant 
d’abord  la  substitution  de  x + i pour  ar , et  observant  que  y 
ne  varie  pas,  puisqu'elle  n’est  pas  fonction  de  x,  on  aura  à 
développer  une  fonction  de  la  forme  F(p , </),  p et  q étant 
des  fonctions  de  x : or,  le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre , est 

d ( Fx ) d (Fu)  du 

, ► da:  du  da;  " 

On  trouvera  de  la  même  manière*  en  regardant  y comme 
variable,  que  le  coefficient  différentiel  est 

d(fo)  d 'Fu)  d ù 

dj -*■  da  'dÿ-- 


N 
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Or,  la  fonction  primitive  étant  identiquement  nulle,  on  a ces 
deux  équations  séparées 

d(Far)  d (Fu)  du  d ( Fjr)  d(Fu)  du 


d(Fx)  ( d(Fu)  du 
dx  du  dx  ‘ 


d (Fu)  du 
du  dy 


ii  donnent 


d ( Fx)  d(Fy) 

dx  . du  d y 

d (Fu)  ’ ~ d (Fu) 

du  du 


On  déduirait  de  là 


dx’  , dx  dy  ’ dy1  5 


On  peut  aussi  rappeler  immédiatement  cette  théorie  à celle 
des  fonctions  d’une  seule  variable,  en  regardant  u comme 
donnée  en  x et  y,  puis  y comme  une  fonction  indéterminée 
de  x.  Ainsi,  F(x,y , u)  sera  une  fonction  de  trois  variables, 
dont  chacune  sera  fonction  de  x,  et  on  aura  (chap.  V) 

d(Fx)  , d (Fr)  dy  . d(Fu)  du 
anx,r,.)=^a*+-^--Ê-a*+-ærs-d*=., 

à cause  d^  F(x,  y , u)  = o.  Mais  u étant  considérée  comme 
une  fonction  de  x et  y , et  y comme  une  fonction  de  ar , la 
différentielle  totale  de  u , par  rapport  à x,  que  nous  Avons 

représentée  par  dx  , donne  lieu  à deux  différentielles 

partielles , dont  l'une  est  la  différentielle  de  u,  prise  par 

du 

rapport  à x en  dehors  de  y,  savoir  — dx,  et  l’autre  est 
♦ nx 

celle  de  u , prise  par  rapport  à la  même  variable  x ,*  en  tant 

du  dy 

qu’elle  est  dans  y , c’est-à-dire  dx  ; 
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Ainsi  AF(x}  y,  u)  = o devient,  en  ne  retenant  que  le 
coefficient , 


d(Fx)  d(Fu)  du  dy  fd(Fy)  < d(Fu)  du\ 


d.r 


du  dx  dx  \ dy  du  dy  ) 


O. 


Mais  y étant  regardé  comme  une  fonction  indéterminée  de 
X,  l’équation  précédente  doit  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la 

(]v 

fonction  — elle  se  décompose  donc  dans  celles-ci . 
dx 

d (Fx)  d (Fu)  du  d (Fy)  d (Fu)  du  

dx  du  dx  ° ’ dy  du  dy  ’ 

trouvées  précédemment. 

Soit  u =ft , t désignant  une  fonction  connue  de  deux  va- 
riables , telle  que 

t=F(  x,y). 

Les  dérivées  relatives  aux  variables  x cl  y , indépendantes  et 
considérées  séparément,  sont  ( pag.  54) 


du  -,  d/  du  df 


Si  l’on  divise  l’une  par  l’autre  ces  deux  équations,  fl  dispa- 
raîtra, et  on  trouvera 

dt  df 

P ■ 


<lr 


q dï  » 


relation  qui  exprime  que  u est  une  fonction  de  /,  quelle  qu<j 
soit  d’ailleurs  la  forme  de  cette  foncliq^ 

Par  exemple , 

u=/(x>  -\-y') 
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198 
donne 

d’où 

py-qx  — o-, 

relation  satisfaite  par  toute  fonction  de  Ainsi,  que 

pour  u,  on  prenne  log  ( ■+■  r'  ) > 6in ' x' -J- r7)  ’ 

et  on  tombera  toujours  sur  la  relation 

1 

P y _ qx  = O : 

Soit , pour  second  exemple  : 

n =/(<** + *r) 

dans  laquelle  la  caractéristique  f désigne  une  fonction  dont 
la  forme  n’est  déterminée  en  aucune  manière  : si  l’on  pose 


on  aura 


du 

dx 


t = ax  -f-  by 


d*  du  , d/ 
=*^  dx  ’ ~dy  d y 


d< 


où  les  deux  fonctions  fl  sont  identiques  : si  pour  et 

jîi  on  substitue  leurs  valeurs  a et  i,  et  qu’on  élimine  f l 
dr 

entre  -A  = ofl  et  = bfl,  il  viendra 


dx 


du  du 

dx  a d y 


•CO 


Cette  équation  dcvai^plevenir  identique,  lorsqu’on  y substi- 
tuera pour  et  4“  les  valeurs  données  par  la  différentia- 
r dx  ay 

tion  d’une  fonction  quelconque  de  ax  -f-  by , olfri#  un 
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caractère  au  moyen  duquel  on  pourra  reconnaître  si  tel  po- 
lynôme est  ou  non  une  fonction  de  ax  -f-  by.  Prenons , par' 
exemple  , le  polynôme  a*x’  + zabxy + by»  , efe  recherchons 
a’ilaest  une  ünctiou  de  ax  -f-  by  : en  le  désignant  par  u, 

on  a 

dw  d u 

= 2 a'x  -f.  a aby  7 — —labx+lby: 

ces  valeurs  substituées  dans  (i)  rendent  cette  équation  iden- 
tique. En  effet 

a'x*  -j-  a abxy  -f-  by»  = (ax  -f-  by  )*. 

Soit  encore  l'équation  donnée 

,u  •—  ax—r  by  — c=?o, 

on  en  déduira  celles-ci 

du-  du  _ ' , 

= o b = o 

éliminant  les  deux  constantes  a et  £ entre  ces  trois  équations, 
il  viendra  celle-ci  du  premier  ordre 


du 

dx 


du 

— y ~A c = o 

éy 


dont  la  proposée ' sera  l’intégrale  complette,  a et  b étant  les 
deux  constantes  arbitraires. 

Si  donc  on  n’a  pour  la  détermination  de  u en  x et  y , qu’une 

..  , . , du  du 

équation  du  premier  ordre  entre  x.y,  u , — — , -, — , l in- 

■ d*  ay 

tégrale  cofpplette  devra  contenir  deux  constantes  arbitraires. 
Considérons  enfin  l’équation  i. 


u-j* 
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<p  étant  une  fonction  quelconque  de  — : si  on  en  déduit 
les  deux  équations  dérivées  f , 

dit  ,fx\  ' <,u  / *\  ?*\  x*  * . 

^-^(7)x7=o.V-<7)+r<-^JÎ=» 

et  qu’entre  ces  trois  équations  on  élimine  ç f et  ffl'  f — ) , 

. a y \yJ  , 

on  retombera  sur  l’équation 


u — x 


du 


du 

y — c = o. 


tlx  J dy 
Pour  avoir  le  développement  de  la  fonction 
A*  ~h  i'f  y ~h  a f * -f-  /> ) j 

' ‘ i 

, . (•  ■ i 

œ > y e*  * étant  des  variables  indépendantes,  on  partira  de 
celui  de  J {x  -f-  i,  y -{-  h)  , dans  lequel  on  supposera  que  la 
variable  z,  traitée  jusque  là  comme  une  constante  , se  change 
en  z h y et  alors  les  fonctions 

du  du  d’u  d’n  d’u  * 

dx  * dy  , dur’  * üxiiy  ’ dy1  * e^c‘ > 

considérées  comme  fonctions  de  z seulement  , puisqu’elle  est 
la  seule  quantité  qui  doive  varier  , donneront  lieu  à autant 
de  développemens  qu’on  formera  d’après  les  règles  exposées 
précédemment.  Si  l’on  désigne  toujours  f(x}  y,  z)  parjU, 
on  trouvera 


Digitized  by  Google 


de  Calcul  différentiel. 

, i C d*n  , d3u  , d3u  _ d3u 

H % t »*  + j — r 3 *’A  — f-  — » — 3iA*  -| — 7-—-  k% 

' i«2..i ^ da3  ’d.r’dy  ‘ daril/’  ‘ df 


d3u  d5u  . ...  d3u  f 

4-  ii*/)  -{-  *. — 6 iA7)  -4 —3 ’t’h] 

d.r’dz  dxdydz  dy’d  z f 

(Pu  d3u  d3u  . 1 

-f  1 3l/)’  ; ; 3 AA*  J-;-/)3 

~ dxdz»  dydz’  ~ dz3  j 

-{-  etc. 


et  pour  la  différentielle , qui  est  la  somme  des  termes  de 
première  puissance  des  accroisscmens , 

/ i du  , du  , du 
iu~iï  + + 

après  avoir  changé  i,  k,  h en  dar , dy  et  dz.  Les  différentielles 
secondes  , troisièmes  , e’c. , sont  les  termes  entre  parenthèses 
dans  le  développement  précédent , qu’on  pourra  conséquem- 
ment abréger  , en  écrivant 

i • 

f(x-{-dx,jÊ-f-dy)  z-f-dz;=u-f-du-| — — d’u-| -d3u  -f-  etc. 

1*2  1 • 2 • J 

Nous  passerons  à la  démonstration  du  théorème  des  fonctions 
homogènes  t annoncée  dans  le  litre. 

Si  V est  une  fond  on  homogène  des  variables  x , y,  zt 
t,  etc.,  ç’esl-à-dirc , une  fonction  telle  que  la  somme  dcq 
exposons  des  variables , soit  constante  et  égale  à m dans 
tou  t les,  ternies , on  a , pour  cette  fonction  , la  propriété 
suivante  : 

mV=  Xx  -J-  Yy  -f-  Zz  -J-  Tt  -j-  etc. , 

» 

les  coefficient  X,  Y,  Z , T,  etc. , étant  ceux  de  la  diffé~ 
rtntielle 


d V es  Ydx  -f-  Ydy  -}-  Zdz  -{-  Tdt  -f-  etc. , 
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La  fonction  V peut  se  mettre  sous  cette  forme 

-T’  -T’  *“■} 

J * 

où  ——j  , etc.)  est  de  dimension  nulle.  Si  on 

\ x x x / 

différentic  successivement,  par  rapport  à toutes  les  variables, 


xm , 


jr 


d Vx=  mf{  )*--•■ Ax  + x~P 

■ 

( xd z — - «dx  ) 

"«  { — ? — j 


+ a" 


_ f xd  / — itïx  ) 

+ Xm/l  { F J 


-J-  etc. 

où/(  ) indique  la  fonction  primitive,  et  P,  Q,  R,  des 
coefliciens  différentiels.  Si  on  effectue  les  multiplications  , et 
qu'on  rassemble  les  termes  multipliés  par  dx,  dy , d z,  etc., 
on  aura 

d V—  | mf{  ) xm~'  - xm~‘  y P-  r-1  zQ~  x”— ’ iR  — etc.)  dx 

-f-  xm~' Pdy-±-  xm~‘  ÇdX+  xm~'  Rdt-{-  etc. 

f „ x’"-'  y P xm-'  zO  xm~'tR  ) , 

*=\mA  ■ etc  j-dx 

_j_  xm—,  Pdy-\-  xm~ ' Q dz  + X""'1  Zi  d/  4"  elc- 

Mais  d’ailleurs 

d V — Xdx  4-  Ydy  -f-  Zdz  4*  Tdt  4-  etc. , 


donc 

X ==  mfl  )x‘ 


x—'rP  xm~'zQ  xm~‘tR 


etc. 


Y t=  xT*  P , Z — i"- 1 Q , T = xm~"  R , etc. 


/ 


/ / 
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Remplaçant  dans  X les  facteurs  xm~'P,  xm-'Q,  xm~'R,  etc. 
par  Y,  Z,  T,  etc.,  on  a 

Jy  Zz  Tt  _ 


X = m/l 


t: 


on  déduit  ciiiia 


” Xx  + iy  + Zz+  77+ etc.  = m/(  = 

i , , , , 

ce  qui  est  la  propriété  annoncée. 


La  fonction  homogène 


\Zx+y 


est  de  dimension  — 


ua  iviiciivu  iiuujut.v»u  | — 

, ° x6+ya 

et  elle  a pour  différentielle 

— (5  xy  + (iy'^dx  — (5xy  -j-Kx')  dr  . 
a xij*  \/x+y 


on  doit  donc  avoir 

— ( 5 xy  4-  6 y'  ) x — xy-y6x')r  V x y-y  _ 

2 x'<y->  \/x  + y r 2 xi  + r ' 

En  effet,  si  l’on  réduit,  on  trouvera  cette  identité 

1 1 xy  -f  1 1 xy1  = %\xy(x+y). 

Cette  fonction  homogène  - ■ — , qui  est  de  dimension 

xy  + l>y* 

nulle,  a pour  différentielle 

• 1 

(gxy  -f-  2 bgxy'  -f-  bhy  ) dx  — (gx'  -f-  2 bgx'y  -f-  bhxy »)  dy 

r ( xy  + by*  y 

et  on  a , en  effet , 

{gx'y  4-  a B gxy'  -(-  bhy1  ) x — (g*3  4~  2 b gxy  -f-  bhxy’')  y = 0. 

Pour  une  fonction  de  deux  variables,  homogène  et  de  m di- 
mensions , on  a donc,  en  même  tems , 

d V = À’dx  -f"  Ydy 
* mf  = Xx  4-  Yy  j 
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de  la  seconde,  on  dcduit 

md  V = d ( Xx  -(-  Yy)  = m ( Adx  -4-  Ydy  ) , 
en  observant  que  d V s=  Adx  -J-  Pidr-  Si  on  prend  les  coef- 
ficiens  différentiels , d’abord  par  rapport  à æ,  ensuite  par 
rapport  h y,  on  aura  . 

dK  . d* 


/ \ V I 

(m—i)X=y  + jt 

««-O  *=.r4ï-+* 


(IjC 

dA 


dy  ' dy 

Or  d V étant  la  différentielle  immédiate  d’une  fonction  de 
deux  variables  , on  a démontré  gue 

dV  _ dA  . , 

dx  dy  ’ 


donc 


(m- 


„ „ . dX  , dA 

0 X—S  — * "d]T 

dK 
dx 


dA 

dK 


(m— I)  K — j-_  + x 


Donc  les  coefiiciens  différentiels  X et  K d’une  fonc|ion  homo- 
gène, de  m dimensions  , sont  encore  des  fonctions  homogènes , 
dont  le  nombre  des  dimensions  est  moindre  d’une  unité.  On 
étendrait  la  proposition  aux  coefticiens  différentiels  successifs 

.d’une  telle  fonction. 

v - 

On  pourrait  encore  démontrer  réciproquement  que  X et  Y 
étant  des  fonctions  homogènes  de  m — î dimensions  , si 
d’ailleurs  Adx  -J-  Ydy  est  la  différentielle  immédiate  d’une 
fonction  de  deux  variables,  on  doit  avoir 

m ( A'dx  -f-  Ydy  ) c=  d ( Xx  -f-  Yy  ). 


Ces  théorèmes  sont  dus  à Euler  qui  les  a donnés  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  de  Pétcrsbourg , pour  les  années 
1734  et  1735* 
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CHAPITRE  XIY. 


<* 

Développement  de  f (x  , y ) suivant  les  puissances 
de  x et  y;  des  limites  du  développement  des 
fonctions  de  deux  variables  indépendantes  ; dé- 
veloppement de  z en  série  suivant  y,  d’après 
l’équation  z — x yfz  , t'z  étant  une  fonction 
quelconque  de  z . 

Reprenons  le  développement  de  f(x-\-i,  y-f-k)  trouvé 
( chap.  XIII  ),  changeons  x et  y en  x — i et  y — k,  ce  qui 
est  permis,  puisque  x , y , i et  k sont  des  quantités  quelcon- 
ques , puis  remplaçons  i et  k par  xt  et  yt  j nous  aurons 

' •>  , ' , . ■ . . * * 

flx>y)=f  ( * — xt,y—y‘)  + x‘  f'  (x~x‘,y—y‘) 

X’/*  «’  . •>  ....  • / • , (y 

-i-y'fii  x — xt,y—yt)  + -—-fH\x—xt,y—yl) 

+ xyt‘J,\x  — xt,y—yC)  -f-  {x  — xt,y  —yt)  + c te. 

en  désignant  par  etc.,  les  fonctions  dérivées  de/', 

prises  par  rapport  à la  seule  variable  x , et  par fitfmfnn  ctc-j 
celles  qui  ne  sont  relatives  qu’à  y,  en  sorte  que  la  lettre  f 
accentuée  en  haut  et  en  bas,  indique  une  suite  de  différen- 
tiations effectuées  par  rapport  à x , en  nombre  égal  à celui 
des  accens  supérieurs,  et  par  rapport  à y , en’  nombre  égal  k 
celui  des  accens  inférieurs,  différentiélles  dont  on  ne  Retient 
que  les  cocfficiens , et  qu’on  prend  dans  un  ordre  quel- 

' . ' • . _ i_ 

conque.  nt’i 


Digitized  by  Google 


ao6  Lecows 

Or  , t est  une  quantité  indéterminée  qui , supposée  égale  à 
zéro  f rendra  l’équation  identique  , et  qui  étant  faite  — i > 
donnera 

J [x,y  )=/■ + xf . +jf,+  ^f"+xjrf/.  + J „ ■ 4-  etc. 

formule  générale  du  développement  de  la  fonction /fx,  y), 
suivant  les  puissances  de  x et  j,  dans  laquelle  les  quantités 
désignées  par/,/'.,/,-,  «te.,  dénotent  des  fonctions  déri- 
vées suivant  x = o et  y — o.  C’est  l’extension  du  théorème 
de  Maclaùrin  aux  fonctions  de  deux  , et  par  suite  aux  fonc- 
tions d’un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 

M.  -Lagrange,  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques, 
a démontré  que  a étant  un  nombre  indéterminé  ou  inconnu  , 
toujours  Compris  entre  fcéro  et  un  , et  qui  devra  être  partout 
le  même  dans  la  même  fonction  , mais  qui  pourra  être  diffé- 
rent dans  les  différentes  fonctions;  on  avait 

’f(x,y)=f.  + xf'{xx,xy)+yf,{yx,W),  •’ 

en  s’arrêtant  au  premier  terme;  que  si  Ion  en  pcenait  trois, 
on  avait 

l/ 

f(x,y)z=f+xjr  +yf,  +'  -—■/*(** , Hf)  + » V) 

• 4 

que , pour  six  termes , 

/(*,  j)  =7  4-  */'  +jJ,  + ~ffn 

+ -^r/"'(AX,  AJ)  4-  ^/,"( MT,  >y)  4-  *r) 

2.0  2 a 

4- 
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et  ainsi  de  suite  : il  a prouvé  aussi  que 
f{x-\-i,y  + k)  z=J(x,  y)  + if  (x  -f  xi , y + aA) 

„+  tf,\x -+- » y -+-  aA ) 

==y(  x,y)  + if'(xiy)  + kf,  {x , y) 

+ —fix+^hj+^k)  + ikf;:x+ù,  î+>à) 
2 * 

4.  • ‘ 

+ —/,)(*+ »,y+ **) 

2 t 

n = etc. 

— /(  * >/  ) + *■/'  (*>y; + *// 

+ ~-f  t*-, J r)  + ikf / (*,jr)  + -—///  (a,  J) 

•*$v  ' ‘ r ,•*/-  , m 

+ -?/'"(* +^',r  + Ai)+  — //  (a  + a* , y + aA) 

îi«0  2 

l'^i  £3 

H -/'//  (-*•  -f  *ô  .r  -f  - a*h -/■„,(*  + ai  , ^ + aA)  = etc. 

2 2.3 

. f S * , , . • 

La  quantité  Ai  répond  , comme  on  Voit,  à celle  qui  a été 
désignée  par  j ( pag.  170),  et  A h est  son  analogue.  De  cea 
formules  généralisées , ou  étendues  à un  nombre  quelconque 
de  variables , on  conclut  que 

Loisque  dans  le  développement  d’une  Jonction  suivant  les 
puissances  et  les  produits  de  certaines  quantités,  on  veut  s’ar- 
rêter aux  termes  d’un  ordre  donné  , c’est-à-dire  , dans  lesquels 
ces  quantités  forment  des  dimensions  d’un  degré  égal  à l’expo- 
sant dé  cet  ordre , on  peut  supposer  le  reste  du  développement 
égàl:  aux  *seuls  termes  de  l’ortjre  suivant , mais  en  y con- 
servant ces  mêmes  quantités  sous  la  fonction , et  les  mul- 
tipliant toutes  par  un  coefficient  A compris  entre  zéro  et  un , 
et  qui  seéa  le  même  dans  la  fnéme  fonction , mais  qui 
pourra  être  différent  dans  les  différentes  fonctions. 

On  peut  parvenir  à «es  formules  par  une  analyse  sem- 
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blable  à celle  que  nous  avons  donnée  ( pag.  166  etsuiv.  ) pour 
les  fonctions  d’une  seule  variabte.  On  posera 

/(a,  6) -/(a -jc,  b-y)  + xf'(a-x,  b-yj+fxdxf"{a-y,  h-y) 

, +rJi(a~xi  + » da:  b-y ) 

+fydxfn  a-x,  b-y) , 

parce  qu’en  difïcrentiant  de  part  et  d’autre,  c’est-à-dire,  en 
faisant  la  somme  des  fonctions  dérivées  et  par  rapport  à * 
et  par  rapport  à y , on  trouve  o = o , ainsi  qu’il  est  facile 
de  le  reconnaître.  Ma&tenant , si  on  remplace  , sous  les  signes/, 
les  fonctions  ( « — x , b — x ) , J,  ( « x , b y)  , 
jn(a x,  b y)  par  les  plus  gran  les  et  les  plus  petites,  va- 

leurs M et  iV,  P et  Q,  R et  Sf  qu’elles  prennent  depuis 
X=o  jusqu’à  x,  et  depuis  y x=  o jusqu’au,  on  conclura 

que  fxdx/«{a  — x,  b— y)  est  égal  au  produit  de  — par 

.une  quantité  comprise  entre  et  N ,,que  . . . ..  . . » 
/(xd y ydix)  f ,'(a  — x , b—  y)  est  égal  à xy  par  une 
' quantité  comprise  entre  P et  Q,  et  qu’enfin  la  troisième 

intégrale  est  par  une  quantité  comprise  entre  n et  b.  Si 

l’on  représente  ces  valeurs  intermédiaires  de  /",J/  , /,?  par 
b— (y—  U) ),//(>—  l’x—  J),  b— T y —U)), 
— (x.—  t),  b — (r—  «)),  1 lt  “ représentant  des  quan- 
tités comprises  entre  o et  i,  o et  y , on  aura 

/(«,  b)=j{a  — x,  b — r)  + *f'(a  — x>  *>—y) 

+ rfAa  — x>J>  — f) 

— (x  — /),  b — (r—  «)) 

+ pyf/(à~  (*  — 0*  * — Cr*-"))  ■■■•'.  > 

' — (*— 0»  b — (/  — “)) 

_ , 2 - .■  -m  l . • «:  » 
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Que  l’on  change  a en  a x , b en  b -\~_y.,  et  celte  iden- 
tité deviendra 

. . * t 

/(a  + x,  b -\-y)  —./[a,  b)  -f  xj\a , A)  + J "(a  + * > " ) 

. ■’tyfi («  > / («  *+-'  t A-fu) 

. ■ y»  V - " 

+ “//  («  b-\-u). 

Si  l’on  écrit  x au  lieu  a,  i au  lieu  de  æ,  ^ au  lieu  de  b , 

A au  lieu  de  r,  on  trouvera  enfin 

' 

/(*  + ‘>y  + k)  =/(*»  y)  + </'{*  > r)-h  — /V+  *;>+*) 

+ VA*  > y)  + * ■*//'  (*  =H , r + « ) 

4-  -~-fu'x  + + «i* 

a \ « 

du  < est  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  i , et  u une 
• quantité  entre  zéro  et  k,  en  sorte  que  / et  u reviennent 
à A i et  aA  ; de  plus  , ces  limites  seront  possibles  , si  les  fonc> 

- tions  J",  //,  f u ne  deviennent  pas  infinies  depnis  o jusqu’à  i , 
et  depuis  o jusqu’à  A-,  en  sorte  que  A tombe  entre  zéro  et  un.  . 
Soit  proposée  l’équation  ^ * 

z xst  x -f-  rfz , * 

dans  laquelle  Jz%  est  une  fonction  quelconque  de  z : on 
demande  la  valeur  de  z en  série  , suivant  les  puissances  de  y. 

Si  l’on  prend]  les  dérivées  suivant  a-  et  suivant  y , on  aura 


ds 


1; 


x tir  > — = A+j/'=x 


dx  d y 


dz 

dy 


en  notant  par  f'z  le  coefficient  de  la  difTércntielle  de  s par 
rapport  à ~ : si,  entre  ces  deux  équations,  ori  élimine  f'z. 

d z d z 


on  aura 


210 


Leçons 


mais  la  proposée,  donne 


substituant  donc  cette  valeur  de  J'z  dans  la  précédente , on 
obtiendra  cette  équation  du  premier  ordre , délivrée  de  fz  , 

de  . de  __ 

— (z-*)-7— =o.  < • -m 

Comme  le  premier  terme  de  l’expression  de  z en  série  , est 
évidemment  x,  nous  poserons,  en  général , 

z = x -f  Ajr  + By  -f  Cy  -f-  etc. , 

A , B , C , etc. , étant  des  fonctions  de  x.  Nous  déduirons 
4e  là 

~—x+A'jr+  By  + Cy  + etc. , 

. ‘ ’ , 1 ,> 

A',  B C}  etc. , désignant  les  coefficiens  des  différentielles 
prises  par  rapport  ax,  des  fonctions  A,  B , Ç,  etc.}  ensuite 

♦ ^ = 4 -f  a + 3 Cj-*  + 4 Py3  etc. 

t 

Donc  on  aura , en  substituant  ces  valeurs  dans  ( M ) , 

(I  + Ay+  B' y + cy  -I-  etc. ) {A  + Br  + Cy  + etc.  ) 
— A — a By  — 3 Cjr * — 4 Dj 3 — etc.  = o , 

c’est-à-dire , 

{A A’  — B)y  + (BA'  -f  AB'  — 2 C)  y' 

+ {CA'  -j-  BB'  -j-  AC  — 3 D) y+  etc.  = o , 

d’où  l’on  tire  • 

B=AA’y  C=i{AB'+BA'),  D=${AC+ BB'+ÇA'),  etc. 
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Ici , la  quantité  A demeuré  indéterminée  ; mais  on  observera  que 
le  premier  terme  de  & étant  x , la  somme  des  deux  premier? 
termes  doit  être  x yfx  c donc  A —jx  , et  de  la  A'  f'x  , 

B — fxf'x  j d’où  B'  —fxf  Ux  -)-  {f'xY  , et  conséquem- 
ment C = j ( afx(f'x)‘  -f-  {fx  yfx  ) , etc.  ; mais  en  exami- 
nant les  expressions  cL e B,  C , etc.,  on  voit  d'abord  qu’elles 
peuvent  se  mettre  sous  cette  forme 

• B==(^p),  C = £ (AB Y,  D==j(AC+';B'y, 

E=i(A£+  BCy  etc.,- 

en  dénotant , en  général , par  ( • )'  le  coefficient  de  la  diffé- 
rentielle, prise  par  rapport  à x , de  la  quantité  renfermée 
entre  les  deux  crochets  ; et  si  on  fait  les  substitutions  succes- 
sives, on  trouve  qqe  ces  expressions  sont  réductibles  à celles- 
ci  qui  sont  plus  simples  , 

B = ±-(A'/,  C=z-±-W,  D — (A'')">  etc. 

^ 2» J 2« j>  4 

• 

en  qparquaflt^par  un,  deux,  trois  , etc.,  accens  , les  coeffi- 
ejens  des  différentielles  première , seconde  troisième  etc. , prises 
••  par  rapport  à x y.  des  quantités  entre  parenthèses  ; do  ‘Sorte 

qu’en  substituant  la  valeur  de  A=fx , on  aura  enfin 

. * 

z=x+yfx  + £-  (C frYY  + (U*?)"  : 

2 2 .j 

+ "TT  (O)4)"'  + etc. 

2 • J*4  **  * 

Supposons  maintenant  que  ce  soit,  non  plus  z,  mais  une 
fonction  quelconque  de  a , qu’on  ait  à développer  suivant  les 

puissances  de  jr j soit  ça  Cette  fonction , et  soit  encore 

. ' - . . < 

Z = x + ïfz. 


J 
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Si  l’on  pose  u = f z , on  en  déduira 

du  d z du  dz 

î . ' dx  ^ * ’ dx  ’ dyt*_  ^ ‘ dj  , 


d’oix  l’on  tire  . 


du  du 


d z dz 


dx  " dy  d*x  d \y 


Si , dans  cette  égalité  entre  des  quotiens  , on  substitue  la* 

dz  dz  , , ,,, 

valeur  de  — : — : — r—  > tiree  de  1 équation 
dx  d \y 


- dz 


dz 


on  aura  cette  équation  du  premier  ordre 
du  , v du 

Supposons  u 

u = P 4-  Qr  + + Sr*  -h  etc.  » . t 

P,  Q,  H,  ct$,  ^ant  des  fonctions  ,def  x ; substituant  cette 
valeur,  ainsi  que  celle  de  z,  trouvée  ci-dessus,  on  aura 

( P'  + Q'r  + R,r  + s'r'  + elc-  ) 

{Jx  + -J-  ((»’}'  -h  ~J  ('/*)*)*  + etc.).> 


— Q — 2 Ry  — 3 Sy3  — etc. 


d’où  l’on  tire 


Q=P'/x,  aR=  Q'fx  + ((/*)’% 

55  = R’fx  + -Ç-  {(fxyy  + -^r-  {{fx?)n,  «te. 
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Or,  en  substituant  successivement  les  valeurs  de  Q -,  R,  etc., 
il  tfst  aise  de  reconnaître  que  les  expressions  de  ces  quantités , 
peuvent  se  .réduire  à cette  forme  très-simple 

* I • • 

Q = P'fx , R = ±-(P'tfxy)',  S = ~{P'(/xyy/  etc. 

2 2 a 3 

* " » \ ' * » * 

La  fonction  P demeure  indéterminée  , à cause  de  l’élimination 
de  la  fonction  <pj  mai?  puisque  u — tps  — Q ( x -f-  yjx  -f~  etc.  ) 
il  est  visible , d’après  le  rapprochement  des  deux  valeurs 
u,  qu’on  aura  P —jpx  } et  conséquemment  P'=<p'x  j donc 
enfin 

, » ’ 

<pz  = <px+y<p'x  .fx  ( <p'x . (/x)’/ + ^ (q>'x.  (/x)5)"-f-  etc. 

4 2 2 . J • 

<” 

• * . * ^ . v 

formule'  très-remarquable  , dit  M.  Lagrange , et  d’un  graud 
usage  dans  l’analyse  , sur-tout  pour  le  retour  des  suites.  On 
remarquera-  quê  les  deux  relations 

se  changent  dans  celles-ci  . • 

u = fr>  y = <*'+x<9Yi 

en  faisant  tps  —Jy  , x = a,  y — x , fz^tpy.  Ces  subsd-  ’ . 
tutions  faites  dans  le  développement  précédent  , donnent  celui 
dé  u,  trouvé  (pag.  178).  Voy.  la  Théorie  des  Jonctions  ana- 
lytiques. 


% 


Digitized  by  Google 


% V 


ai4  * Lbçons 


. 

CHAPITRE  XV. 


Méthode  des  Tangentes.  • 

- . • . ’i  , 

Suivant  les  anciens  géomètres,  dit  M.  Lagrange  dans  la  Théorie 
des  Fonctions , une  ligne  droite  est  tangente  d’une  courbe  , 
lorsqu’ayant  un  point  commun  avec  la  courbe  , on  ne  peut 
mener  par  ce  point  aucune  autre  droite  entre  elle  et  la  courte. 
C’est  par  ce  principe  qu’ils  ont  déterminé  ies  tangentes  dans 
le  petit  nombre  dé  courbes  qu’ils  ont  considérées  j mais  de- 
puis que , par  l’application  de  l’algèbre  à la  géométrie , les 
courbes  ont  été  soumises  à l’analyse  , on  a envisagé  les  tan- 
gentes sous  d’autres  points  de  vue  ; on  les  a regardées  comme 
des  sécantes,  dont  les  deux  points  d’intersection  sont  réunis, 
ou  comme  les  prolongemens  des  côtés  infiniment  petits  de  la 
courbe  considérée  comme  un  polygone  d’une  infinité  de 
côtés,  etc.,  etc. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  traiterons  le  problème  des 
tangentes  sous  le  premier  point  de  vue  : dans  celui-ci,  nous 
regarderons  la  tangente  comme  une  sécante  dont  les  deux 
intersections  sont  réunies. 

ig.  i.  Soit  une  courbe  y—fx  à laquelle  on  veuille  mener  ifVie 
tangente  en  un  point  donné  M : si,  par  ce  point  et  par  un 
autre  point  quelconque  M't  on  mène  une  sécante  SMM' , on 
aura 


tang  M'flfm=z  tang  ftl$P  ■ 


M'm  k 


Mm 


=— =rH — y"+  etc. 


k étant  + 4.  etc. 
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Lorsque  le  point  M'  *e  réunit  au  point  M , les  accroissemens  i 
et  k sont  nuis , la  sécante  devient  la  tangente  MT,  et  tang  MSP 
te  change  en  tang  MTP  que  nous  désignerons  par  a ; ea 
sorte  que 

dr  . 


C=^=  dï» 


donc  l’équation  de  la  tangente  sera 
q —y  —y'  (P  - 


x). 


q cl  p étant  les  coordonnées  des  points  de  la  tangente  , et  x et  y 
ceux  du  point  de  la  tangence. 

Pour  obtenir  la  sous-tangente  PT,  on  fera  q — o,  et  on 

* 

aura 


Or,  comme  — p représente  AT  dans  un  sens  opposé  à celui 
de  AP  = x , on  conclura  de  l’égalité  précédente  , 


sous-tang  = 


y dx 

y 17* 


Ainsi  , de  l’équation  de  la  courbe , on  déduira , par  la 
différentiation , le  dp  sur  dx  qui  sera;  donné  au  moyen  de 
l’abscisse  du  point  de  tangence  j et  on  en  fera  la  substitution 
dans  la  valeur  de  a et  dans  l’expression  de  la  sous-tangente. 

Nous  observerons  que  , pour  un  point  donné  d’une  courbe  , 
à l’exception  des  points  multiples  que  nous  considérerons  plus 
loin  , la  sous-tangente  est  unique  j qu’ainsi , son  expression 
analytique  ne  doit  pas  contenir  de  quantités  variables  ou  ar- 
bitraires ; d’où  il  résulte  que , pour  passer  de  l’expression  de 
la  sous-sécante  • 

= JL , 

K 


S + 


1.2 


■y"  -f-  etc. 
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à celle  de  la  sous-tangente  P 'P,  il  faut  anéantir  1’accroissemenf 
arbitraire  qui  porterait  son  indétermination  dans  la  formule 
de  la  sous-tangente  ; il  faut  donc  ne  retenir  du  développement 

précédent  que  le  premier  terme  y — X 

dJ 

De  l’équation  de  la  tangente , on  déduit  de  suite  celle  de  la 
normale , en  écrivant  une  ligne  perpendiculaire  a la  tangente 
au  point  de  contact  : cette  équation  est  donc 

dx 

“ dT-Cf»-*). 

Pour  avoir  l'expression  de  la  sous-normale  PN,  on  fera 
dans  l’équation  précédente;  l’abscisse p correspondante  sera  AN 
et  comme  AP  c=  x , P N sera  p — x ; en  sorte  que 

PN  =:  sous-norm  = r 

dx 

On  peut  parvenir  à ces  deux  résultats  en  menant  une  per- 
pendiculaire  MR  à la  sécante  en  M , tirant  de  la  comparaison 
des  triangles  semblables  MRP , AI' Mm, 

RP  ~ ~jr  (y'  + -j: r"  -f-  etc.^  ; 

et  faisant  t = o pour  passer  de  la  sous<-perpendiculaire  à U 
sécante , à la  sous-perpendiculaire  à la  tangente  ou  à la  sous- 
normale.  Ainsi 

? 

On  passerait  de  même  de  la  sous-sécante  à la  sous-tangente* 
Dans  les  triangles  rectangles  TMP , PMN , on  a 

™ = y \{TTF',  MN  = y 1 /r+-jr , 
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et  en  désignant  par  « l’angle  de  la  tangeute  avec  l’axe  des 

abscisses 

• y 1 


sm  « .=*p 


cos 


# * ~ l/i  + r'‘  ' V*  + r 

parce  que 

a — tang  * — f. 

1 ' . J * • 

Nous  rappoilcrons  ici  la  méthode  de  Fermai , qu’on  peut 
regarder  , dit  M»  ^agian^e  , tomme  le  premier  inventeur  des 
nouveaux  calculs.  . , , - 

Dans  l’équation  entre  l’abscisse  et  l’ordonnée , que  Fermât 
appelle  la  propriété  spécifique  de  la  courbe  , il  augmente  ou 
il  diminue  ^abscisse  d’une  quantilée  indéterminée,  cl  il  regarde 
la  nouvelle  ordonnée  comme  appartenant  à-la-fois  à la  courbe 
et  à la  tangente,  ce  qui  fournit  une  équation  qui,  après  les 
réductions,  devient  divisible  par  l’indcterminée j cette  division 
faite  , jl  supprime  comme  nuis  tous  les  termes  où  se  trouve 
cette  indéterminée,  et  il  obtient  l’expression  de  la  suuS-tangcnte. 

Ainsi , x étant  l’abseisse  , y l’ordonnée  du  point  de  tan- 
gence, et  t la  sous-tangente  au  même  point,  l’ordonnée  à la 
* * cy 

tangente,  pour  l'abscisse  x -f-e,*  est  y-j — , ce  qu’on  trpuve 
par  les  triangles  semblables  MP  T,  Mutin',  en  désignant  Mm  par 

C'Y  * 1 

e : celte  ordonnée  y -| — ~ dqit  être  égale  à celle  de  la  courbe 

pour  la  même  abscisse  x -f-  e.  On  aura  donc  l’équation  dont  il 
s’agit  , en  mettant  dans  l’équatidb  de  la  courbe,  x-(-c  à la 

place  de  x , et  y.  -f-  à la  place  de  y.  Celte  équation  ré- 
duite et  divisée  par  e,  donne,  en  faisant  e=o,  la  valeur  do 
la  sous-tangente. 

Ainsi , l’équation  de  la  parabole 

• ' f 

y'=2px,  . ’ ’ _ ; 


L ' ’ 
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et  conséquemment 


2 Ay  -J-  Bx  -f>  D 


sous-tang  = — y 


sous-norm  : 


: — y 


2 A y -f-  Bx  -j-  D 
~By  +Cx  + E ’ 

By  + 2 Cx  -(-  E * 


2 Ay  -f-  Bx  4-  D 

, « v 1 

_ . 1 • '« 

Etant  donnée  l’équation  L ■ , 

x n—Axm~'  -f -Bxm~i  * — Tx  -f-  F = a— y, 

* 

et  a représentant  une  des  valeurs  approchées  d’une  des  racinçs 
incommensurables,  nous  avons  vu  (Alg.,  ire.  sect.)  que  pour 
trouver  une  valeur  plus  approchée  a -j-  b , il  fallait  substituer 
a -j -p  pour  x xp  étant  le  complément  de  a à la  racine  x-}  alors, 
en  observant  que  p est  unç  fraction  décimale  comprise  entre 
zéro  et  l’unité  , on  peut  négliger  les  puissances  de  p s pc- 
rieures  à la  première  , en  sorte  que- la  transformée  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  de  p , se  réduit  à ses  deux’  pre- 
miers termes  , et  donne  . 

. (X)  y 

r (Y)  Y*.  » 

où  ( X ) représente  la  proposée  en  y faisant  x=:a,  et  (Y) 
est , après  la  même  substitution , le  potynome 

• d y ' * 

mxm-'  — (m— .1  )Axn- * + etc. 


en  sorte  que 


jràx 

6~~~ür’ 
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LïîçÔns  - 
ç’cst-à-dire , que  b est  ki  sous-tangente  de  la  Murbe 


J — 


— xm  — Axm~~1  -|-  Bxm~* 


w 

Tx+  y. 


au  poyit  où  .r  — a.  Donc  a -{-b  n’est  autre  chose  que  l'abscisse, 
plus  la  sous-langcnte  correspondante  , et  il  est  visible  que  l'extré- 
mité de  cette  sous-tangente  peut,  dans  plusieurs  cas,  tomber 
plus  loin  de  l’origine,  par  rapport  à l’intersection  de  la  courbe 
avec  l’axe,  que  ne  tombe  l’extrémité  de  l’abscisse  a , et  alors 
ç -f -b  excéderait  la  racine.  On  éviterait  cet  inconvénient  en 
tirant  la  - corde  de  l’arc  dont  les  extrémités  répondent  aux 
deux  abscisses  qui  sont  les  limites  de  la  racine , ou  aux  deux 
abscisses  qui  représentent  les  substitutions  qui  ont  donné  des 
résultats  de  signes  différons  ; en  effet,  cette  corde  traversant  l’axe 
dans  l’intervalle  des  limites,  donnerait  un  point  nécessairement 
plus  voisin  de  l’intersection  de  la  courbe  avec  l’axe , et  de 
celte  manière,  on  serait  certain  d’aller  en  approchant  de  la 
racine.  * 

De  l’expression  de  la  sous-tangehtc  , savoir 


PT —jr  — 


’ on  déduit 


!r 


. AT= 


rds 


x. 


Pour  avoir  un  second  point  de  la  tangente  TM , on  imagi- 
nera r par  l’origine  , une  perpendiculaire  AD  jusqu’à  la  tan- 
gente, ef  on  aura  AD  —y — Mn  , c’est-à-dire, 

’ ' /,  '^-3r  ' .-  ’ 

Ces  valeurs  de  AT  et  AD  sont  données  en  x;  on  cherchera 
donc  si  elles  prennent  de*  valeurs  ^finies  , lorsque  x est  plus 
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grarule  que  toute  ligne  donnée  ; dans  ce  cas , la  courbe  admet 
une  asymptote  déterminée  de  position  par  les  valeurs  de  AT 
et  AD,  correspondantes  à celle  limite  des  valeurs  de  x : si 
lune  des  quantités  AT  ou  AD  étant  finie  , l’autre  est  infinie, 
l’asymptote  sera  parallèle  à l’axe  sur  lequel  se  porte  la  valciJr 
infinie  : si  les  valeurs  de  AT  et  AP  sont  infinies  à-la-fois, 
la  courbe  n’admet  pas  d’asymptotes.  Il  pourrait  encore  arriver 
que  ces  quantités  devinssent  nulles  en  même  tems  ; dans  ce 
cas , la  courbe  aurait  une  asymptote  passant  par  l’origine 
des  coordonnées,  dont  la  direction  serait  donnée  par  la  valeur 
dy 

du  ——  qui  répond  à la  limite  des  valeurs  de  x.  Au  reste, 

* • • 

nous  reviendrons  bientôt  sur  cette  question  des  asymptotes  , 
pour  la  traiter  avec  toute  la  généralité  qu’elle  comporte. 


•t.  .j,-.  , 

. . À.  i 


V 
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CHAPITRE  XYI. 

Théorie  des  Contacts  et  des  Développées  des 
Courbes  planes. 

Pour  considérer  la  question  d’une  manière  générale , soit 

l’équation  d’une  courbe  quelconque  proposée  y et 

q=zFp  , 

l’équation  d’une  ligne  droite  ou  d’une  autre  côurbe  qu’on 
veut  comparer  à celle-là  : * et  y sont  les  coordonnées  de  la 
première  courbe  ,pe \ q celles  de  la  seconde , et  toutes  ces 
coordonnées  sont  rapportées  à la  même  origine. 

Pour  que  ces  deux  courbes  aient  un  point  commun  relatif 
à l’abscisse  x,  il  faut  qu’en  faisant  l'abscisse  p — x,  les  or- 
données soient  égales  , ou  qu'on  ait  q —J.  • 

Pour  comparer  maintenant  le  cours  de  ces  courbes  au-delà  du, 
point  commun,  on  écrira  dans  leurs  équations  , x -J-  t pour  x 
et  pour  p,  et  l’on  aura  J[x  4-  <)>  0 pour  les  ordon- 

nées des  deux  courbes  qui  répondent  à la  même  abscisse  , et 
qui  sont  éloignées  de  la  quantité  i de  l’ordonnée  au  point 
commun.  Donc  la  différence  D de  ces  ordonnées  sera... 
J (x  4-  r)  — F^x  -{-  i)  i c’est-à-dire , qu’on  aura 

» D = ï (J'x  - F'xj  + ~ [J»(x  + j)'-  F«{  *+/)], 


. 

* 
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J étant  une  quantité  indéterminée  (pag.  170),  mais  renfermée 
entre  les  limites  zéro  et  L - 

Supposons  maintenant  que  les  deux  courbes  soient  telles 
qu’on  nifx—F'x)  outre  un  point  commun  , elles  prendront, 
en  ce  point  , une  tangente  commune , puisque  ( chap.  XV  ) 
f'x,  F'x  expriment  les  tangentes  trigonomélriques  des  angles  . 
faits  par  les  tangentes  pour  l'abscisse  .x  avec  une  parallèle  à 

l’axe  des  abscisses  : on  aura  doue 

7 • ’ 

. D = If  "(*+})- *«(*  + ))]- 

* 

Ce  rapprochement , pour  fnx  = F^x , deviendra 

*>  = —5  uw(*  + J) -P"{*  +j)h 

•t  ainsi  de  suite , en  prenant  Jmx  r=  F"'x  etc:. 

Il  est  visible  que  chacune  de  ces  différences,  pourra  toujours 
être  rendue  plus  petite  que  la  précédente , abstraction  faite 
des  signes  j car  on  pourra  toujours  déterminer  i de  telle  ma-  ’ 
nière  qu’on  ait,* par  exemple,  * ■ 

p * . ' ' 

+ /) — p" {x  +;)]  < ~ [fH* +/)-**(<*+ j)1} 

• • t J, 

ce  qui  revient  à satisfaire  à l’inégalité 

— [./"'(*  +j)  — F"'(x+î)]<  + j)  —FU  { x + j)2f 

où  1 abscisse  x est  donnée,  et  j une  quantité  entre  zéro  et  i‘f 
et  il  est  visible  au$si  que  cette  condition  ne  peuf  avoir  lieu 
pour  une  valeur  déterminée  de  i , sans  être  ‘remplie-,  à plu* 
forte  raison,  pour  des  valeurs  plus  petites  de  i. 

Supposons  que  dans  l’équation 

= Fpf 


/ 


.Digitized  by  Google 


». 


234  * Leçons  . - 

rig.  2.  qui  est  celle  de  la  courbe  DA1C,  il  entre  n constantes  ; • la 
nature  de  cette  courbe  ne  changera  pas  , si  l’on  fait  varier 
,ces  constantes  sans  altérer  la  relation  entre  p y q cl  ces  mêmes 
constantes  ; seulement-  la  conrbe  prendra  une  Autre  position , 
elle  passera  par  d’autres  points.  Ainsi , la  question  dé  trouver, 
parmi  toutes  les  courbes  représentées  par  q = Fp , les  n cons- 
tantes çompriscs  dans  Fp , étant  arbitraire,  celle  dont  le  cours 
s’approche  le  plus  de  celui  de  la  courbe  donnée  H Al  B,  re- 
présentée par  ji  ~ Jx , se  réduira  à déterminer  les  n cons- 
tantes <]ui  sont  les  élëmeus  de.  position  de  la  courbe  DA1C , 
de  manii  re  que.  les  n premiers  termes  des  deux  développemens 
de /;  a: -J- i ) , /'(-æ-f - i)  deviennent  égaux,  ou  de- manière 
qu’on  ait  ces  n égalités , 

. i * 

fx  —Fx y J'x  = F'x , Jnx  =. F"x  , etc. 


Dès  - lors  il  sera  impossible  de  faire  passer  entre  les 
deux  courbes  DA1C  et  HMB  une  troisième  courbe  dont 
l’équation  S = <pr  renfermerait  moins  de  n constantes  arbi- 
traires, cette  courbe  devant  d’ailleurs  avoir  le  point  Al  commun 
• avec  les  deux  premières.  Pour  le  démontrer  , posons  les  trois 
développemens 

> . V»  • 

f(x+i)=fx+i/'x  + - .. 

+ P'  - ■/(—■)  a:  + yW(-r  +J)  , 

1 • • • ^71  ■■■  1 j • l » 3 • « • /i 

F(x  + i)z=Fx+iF'x+  ......  t » •;  . ‘ 

’ _* — i F{*-—')x  -1 — . — Fin)  (a:  -f- y)  , 

r t)  T i.a.  ..n 

• . ‘ v • . • 

<p  Kp'ar  -j-  

ri -r a in  — •)  x -f-  qW{x+j). 

* ! 

. . - ... 
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la  quantité  jr,  toujours  Comprise  entre  zéro  et  >,  pouvant  n’être 
pas  la  même  dans  les  trois  développemens. 

Si  l’on  désigne  toujours  par  D la  différence  des  deux  pre- 
miers développemens,  on  aura,  à raison  de  l’égalité  des  n 
premiers  termes , 


D= 


■ [/"  (*  + /)  — F"  (x  -4-7)3  î 


1.2. ..n 

et  si  l’on  note  par  a la  différence  entre  le  premier  et  le  troi- 
sième développement,  dont  on  ne  peut  égaler  que  les  n. — i 
premiers  termes  , parce  que  tpr  ne  contient  que  ce  nombre  de 
constantes  arbitraires , on  aura 

A = — i)  + + 

Or  la  différence  D pourra  toujours  être  rendue  moindre  que 
A , abstraction  faite  des  signes  , puisqu’il  suffira  de  prendre  i 
tel  qu’on  ait 

“ " [/"  (*+/)— --F"  (*+7, ]</"“*  (*  -f-y)  — t p"-’  (*-fy)- 

n " t i . i 

Considérons  dé  nouveau  les  deux  équations 

r—Jx,  q = 

dont  la  seconde  renferme  n constantes  arbitraires , et  suppo- 
sons n nombre  pair  $ on  pourra  écrire  la  différence  D ci-dessus 
ainsi  qu’il  suit 

D = — ll — r/;»)x  _ jrwx] 

Is.f.A  J „ ; . 

t/- («+/>-!’- («»ün. 

et  il  en  résulte  que  comme  il  est  toujojurs  possible  de  diminuer 
i à tel  point  qu’on  ait 

f”x  — F"x  > nl+  ■■  [/*+«  {x  + y)  — F*+'  (x  +;)] , 

le  signe  de  D ne  dépendra  plus  que  de  celui  de  i"  : ainsi  lorsque 
la  différence  f"x  — F*x  sera  positive  pour  la  valeur  de  x 

i5  ♦ 
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(ju’on  considère,  nécessairement,  à droite  et  à gauche  dtt 
point  commun  , et  dans  une  très  — petite  étendue , la  courbe 
Fig-  a.  DMC  sera  au-dessous  delà  courbe  H MB  ; et,  au  contraire, 
elle  sera  au-dessus  , si  la  différence  f"x  — - FHx  est  négative. 
Si  n est  impair,  et  que  f"x  — Fnx  soit  > o , la  courbe  DMC 
sera  au-dessous  de  H MB  , à droite  de  M , et  aur-dessus  à 
gauche  , toujours  en  s’écartant  très-peu  dans  les  deux  sens. 
Ainsi , quoique  la  courbe  DMC  touche  la  courbe  HMB  en 
M , cependant  elle  la  coupe  dans  ce  point.  Nous  reviendrons 
plus  loin  sur  cette  circonstance. 

« A proprement  parler,  dit  M.  Lagrange,  dans  les  Fonc- 
« lions  analytiques  , les  courbes  ne  coïncident  que  dans  le 
« point  ou  les  coordonnées  sont  égales  ; et  l’égalité  des  deux, 
a trois,  etc. , premiers  termes  des  développemens , ne  les  rend 
« pas  plus  coïncidentes  dans  d’autres  points , mais  elle  les  fait 
approcher  de  manière  qu’aucune  autre  courbe  pour  laquelle 
« le  même  nombre  d’égalités  n’aurait  pas  lieu , parce  que  le 
« nombre  de  ses  constantes  arbitraires  ne  le  comporterait  pas  , 
« ou  parce  que  quelques-unes  d’elles  resteraient  indéterminées, 
o ne  puisse  passer  entre  les  deux  premières  courbes.  » 

Le  contact  qui  résulte  des  égalités  fx  = Fx , f'x  = F'x 
est  dit  s contact  simple , ou  du  premier  ordre . Le  contact 
résultant  des  trois  égalités  fx  — Fx , f'x  — F'x,J>,x=.Ft,x, 
est  dit  : du  second  ordre . En  général , deux  courbes  repré- 
sentées par  y = fx  et  q = Fp  , ont  un  contact  de  V ordre 
n — i , lo«4uo  -le»  n premiers  termes  des  développemens  de 
f {x  -j-  ï)  et  sont  égaux. 

Nous  allons  éclaircir  ces  principes  par  quelques  applications. 
Soit  une  courbe  quelconque  qui  ait  pour  équation 
y—fx, 

et  comparons-1%  avec  la  ligne  droite 

q — fp  = ap  + b, 
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« et  b étant  les  deux  constantes  qui  en  fixent  la  position.  La 
condition  d’un  point  commun  , donnera  fx  = Fx,  c’est-a-dire , 

fx  = ax  + b , . , 

équation  qui  semra  à déterminer  l’une  des  deux  constante’* 
a,  b;  1 autre  sera  fourme  par  la  condition  fx  — F'-r 
donnera  . J ~ X » <ïu‘ 

ày  • , . . • fi,  • 

dx  • 

La  substitution  d.  es,  v„l<„,  do  , o.  d«  4 d,„, 
d«  I*  d™t,,  I.  .I.ungora  dans  colis  dWlo„g,„|,  à 
y —fx,  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y en  sorte 
on  aura  cette  équation  de  la  tangente 

9—dïp, +'--£*> 


qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 


9—  J 


ÜX 


-Xp  — x)^ 


? *'Arr?  «“*»?*•  a.  poi„t.d,  ,„.enc«;  ,t, 

« P Iss  coordonnées  6i„êr«|«  dois  C'est  l'™ua,i»n. 

trouvée  autrement  dans  le  chapitre  précédent 

Je  dis  que  cette  droite  jouit  de  cette  propriété  qn’aucune 

autre  droite  ne  pourra  être  menée  entre  ellê^l  la  courbe  • 
car  soit  * 

s=<pr=z  hr  +*  g 

équation  d’une  autre  droiùT quelconque;  pour  qn’elle  passe 
F*  16  mcme  31111  c‘>‘umun,;il  faut  que  l’on  ait  aussi 

' .*  j\  *'  - 

<çxz=yXl 

«t  pour  qu’elle  puisse  passçr  entre  la  courbe  et  la  droite  que 


Digitized  by  Google 


228  • LkçONS 

nous  venons  de  considérer,  il  faudra,  de  plus,  que  l’on  ait 
<p'x  —J'x. 

Ces  deux  conditions  donnent 


g 4-  hx  —fx , h 


dx  * 


d’où  l’on  tire»  pour  les  constantes  h et  g,  les  valeurs  précé- 
demment obtenues  pour  a et  b ; de  sorte  que  cette  dernière 
droite  coïncideA  avec  la  première.  Le  contact  le  plus  intime 
entre  une  courbe  et  une  droite,  est  donc,  un  contact  du 
premier  ordre. 

On  déduira  aisément  de  là  l’équation  de  la  normale  et  les 
expressions  de  la  sous-tangente  et  de  la  sous-normale. 

Prenons  maintenant  le  cercle  pour  le  comparer  avec  la 
courbe  proposée  jr  — J'x.  Le  cercle  rapporté  aux  coordonnées 
rectangulaires  p et  q , p étant  l’abscisse  et  q l’ordonnée , a 
pour  équation 

(<?  _ b y + (P  — ay  = r , 

où  a et  b sont  les  coordonnées  du  centre , et  r le  rayon. 
Ces  constantes  arbitraires  étant  au  nombre  de  trois,  il  pourra 
y avoir,  entre  le  cercle  et  la  courbe,  un  contact  du  second 
1 ordre . 

On  tire  de  l’équation  du  cercle 

r •••  • ... 

< q?=b  + y/{r'~-(p--ay}  = Fp-, 

ainsi , la  condition  fx  Fx  donne 

r — h + V £r’  (a‘  <*)*}• 


On  a ensuite  f'x  ==  F'x  , c’est-à-dire  , 


dy  d(Fx) 


dx 


dx 


oit 


d r 

dx 


(X 


U 
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ajg 


et  enfin  /" x — F"x , ou  = ^ donne 


d'y 


l* 


d*'  — 

De  la  seconde  équation  on  tire  , en  désignant  -fr.  par  y' 

d*  r J * 

ry 


*t  de  là 


or  — a : 


# ^ * + y 

La  première  donne 


y * 
•■•(.) 


r— £=v/{/-—  (*—«)*}=■ 


• • • • 

V'V+r'* 


(a) 


« d *y 

La  troisième,  en  jr  faisant  =j*,  et  remplaçant 
)/ r1  — (■*  — oy  par  sa  valeur  ■ 


x — a 


devient  , 


y 


• } ou  par  • 


\ /i+ri . 


y — 

d’où  l’on  déduit 


n — — ('+r'*)ï 


■ > 


_ _ ( » + y*)* 

• — — . * • a • 


y 


0) 


Substituant  cette  valeur  de  r dans  (i)  et  (a)  , on  trouvera 


(4). 


y(.t  +y%) 


b —y  + 


' +y' 


(b) 


y"  - y 

Les  trois  constantes  a , Z»  et  r,  qui  entrent  dans  l’équation- 
générale  du  cercle , étant  ainsi  déterminées , on  en  peut 
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conclure  qu’aucun  autre  cercle  ne  pourra  passer  entre  la  courba 
proposée  et  le  cercle  déterminé  de  position  par  cts  valeurs 
de  a , (>  et  c.  En  effet,  pour  qu'un  autre  cercle  s — qr  , 
rapporté  aux  coordonnées  rectangulaires  * et  r,  s étant  l’or- 
donnée et  r l’ab-cisse  , pût  passer  entre  la  courbe  et  le  cercle 
dont  il  s’agit , il  faudrait  que  l'on  eût 


<fx—fx=y, 


p',=/'*=±-,  ?**=/'*  = ‘A; 


or  , les  constantes  arbitraires  étant , pour  ce  second  cercle  , 
g j h,  k en  les  déterminant  d’après  ces  trois  conditions,  on 
aura  , pour  g , h et  h , exactement  les  mêmes  valeurs  que 
pour  a,  b cl  c\  par  conséquent,  le  nouveau  cercle  coïnci- 
dera avec  le  premier,  et  n’en  formera  qu’un  avec  lui. 

Le  cercle  ainsi  déterminé  , aura , avec  la  courbe  y — fx  , 
un  contact  tiu  second  ordre , et  il  jouira , relativement  aux 
cercles , de  la  même  propriété  que  la  tangente  à l’égard  des 
lignes  droites  ; par  celte  raison  , les  géomètres  l'ont  nommé 
cercle  oscillateur , ou  cercle  de  courbure , parce  qu’il  scit  à 
mesurer  la  couibure  de  la  courbe  au  point  de  contact.  Le 
rayon  r de  ce  cercle  se  nomme  rayon  de  courbure , parce 
que  la  courbure  de  la  courbe  au  point  de  contact  , est  en 
raison  inverse  de  la  longueur  de  ce  rayon  ; les  quantités  a 
et  b sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur. 
Ainsi , on  pourra  toujours  décrire  le  cercle  osculateur  en  un 
point  donné  d’une  courbe. 

En  regardant  le  rayon  r comme  donné  ^îans  l’équation  du 
cercle  , il  ne  reste  plus  d’arbitraires  'que  a et  b f pour  les- 
quelles on  a ccs  déterminations 

a — x > b —y  -f  — — ; 

V ' +y*  V > +y 1 • 

eu  sorte  que  ce  cercle  est  tel  qu’entre  lui  et  la  courbe  on  ne 
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pourrait  faire  passer  aucun  autre  cercle  de  même  rayon.  Ainsi 
ce  cerclé,  quoiqu’ayant  avec  la  courbe  un  contact  moins  in- 
time, que  celui  dont  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon 
satisfont  aux  tt  ois  conditions  £ 

• fx  — Fx  , J'x  — F'x , f"x  = F"x , 

la  touche  cependant  dans  le  point  commun  , puisqu’en  ce  point, 
la  courbe  et  ce  cercle  ont  même  tangente , ce  qui  résulte 
dy 

de  ce  que  le  ———  au  point  commun  , est  le  même  pour  la 
üx 

• • , t . . 

courbe  et  le  cercle.  • . 

Comine  celte  conclusion  a lieu  , quelle  que  soit  la  valeur 
du  rayon  r,  on  peut  regarder  le  rayon  r comme  indéterminé 
dans  les  expressions  ci-dessus  de  a et  de  b ; alors,  ces  coor- 
données appartiendront  à une  ligne  droite  dont  l'équation 
résultera  de  l’élimin-ition  de  r,  opération  qui  donnera 


b=y- f 


OU 


y ' y 

et  apres  avoir  remplacé  b par  q , et  x par  p , 


(*  — «)î 


<7— r = — 


àx 

~¥ 


(p—x). 


Cette  droite  sera  dénç  le  lieu  des  centres  de  tons  les  cercles 
qui  peuvent  être  tangens  à la  courbe  au  même  point  ; elle 
sera  donc  normale  à la  courbe  ; et,  en  effet,  nous  retrouvons 
l’équation  de  la  normale  ( pag.  216). 

Si  l’équation  y = fx  devient  celle  des  sections  coniques 
qui  ont  un  centre , et  qui  sont  représentées  par 

/ I 

y t=  ( mi1  -f-  n ) * , 

on  trouvera  • 

C1  + ft}  » , 

v . mn 


: X — • 
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On  appelle  développée  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  centres 
des  cercles  osculnteurs  ; les  coordonnées  de  celte  courbe  sont 
donc  celles  des  centres  de  courbure  , que  nous  avons  dési- 
gnées par  a et  b.  Pour  obtenir  l’équation  de  cette  développée  , 
il  faut,  dans  les  expressions  (4)  et  (5)  de  a et  b , remplacer 
y,  y',  y",  par  leurs  valeurs  en  x,  déduites  de  l’équation  de 
la  tourbe  , puis  éliminer  x : le  résultat  de  cette  élimination! 
sera  l’équation  cherchée. 

Faisons  le  calcul  pour  la  parabole  de  l’équation 

# •_ 

Y1  = mx; 

' r 

en  la  résolvant  par  rapport  ai,  on  a 


dx 


— ZL 


d’a: 


dy  m ’ dj-1  m 

Or  les  formules  (4)  et  (5) , rapportées  à l’hypothèse  de  y va- 
riable principale  , se  changent  dans  celles-ci  : 

, i + x'1  , *'(>  + *'’)  . 

a-x  — + — — — , b y — 


on  conclut  de  là 


t 4 r5  , ”»’+.4r* 

r — 6 = — b y;  x — a— 

J m‘  1 1 ’ 2 ni 

’ . * ' Il 

Mettant  dans  ces  expressions  pour  y sa  valeur  il 

viendra  • : 

s 

— bz= — , x — a=x  — 2X— } d’ou  x — 3 ( a J. 

3 > 3 ' 
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Portant  celte  valeur  «le  x «iaus  b , on  trouve  , en  faisant 
m — ?p , 

b 1 ss (a  — ± mY  — (a  — p )3 , 

27  m j7 p 

' • 

équation  à la  développée  de  la  parabole.  Pour  a — p on  a Fig.  S. 
b — o,  en. sorte  que  l’origine  de  cette  développéé  est  au  loyer 
F de  la  courbe  : pour  porter  l’origine  des  coordonnées  en  F, 
on  fera  a — p =a't  d’où  résultera 

8a'3 

b%  = , 

• -\  27  P 


équation  comprise  dans  jri  •=  2 pxr , qui  représente  une  fa-  • 

mille  de  courbes  dont  la  parabole  ordinaire  n’est  qu’un  cas 
particulier.  La  précédente  est  une  parabole  du  troisième  degré 
formée  de  deux  branches  FD , Fd,  symétriques  par  rapport 
à l’axe  AX  , et  dont  la  première  est  le  lieu  des_.centres  de  • 
courbure  pour  la  branche  AM , et  la  seconde  est  celui  des 
centres  pour  la  branche  Am. 

Pour  mieux  concevoir  la  nature  des  développées,  en  général, Fig-  4- 
imaginons  que  d'un  point  quelconque  C,  et  avec  un  rayon  ’ 
quelconque  r,  on  décrive  un  très-petit  arc  de  cercle  mm', 
que  l’on  prolonge  le  rayon  extrême  m' C d’une  "quantité  quel- 
conque CO , de  manière  à former*  un  nouveau  rayon  r1 , et 
qu’avec  ce  rayon  on  décrive  un  nouvel  arc  m(m" , que  l’on 
prolonge  encore  le  rayon  extrême  m°  C'  d’une  quantité  quel- 
conque CCH,  de  manière  à former  un  troisième  rayon  r ,rt 
avec  lequel  on  décrira  un  troisième  arc  m^m'",  et  ainsi  de 
suite;  on  formera  une  série  d’arcs  8e  cercle  qui  se  toucheront 
par  les  extrémités,  et  dont  les  centres  O,  C11,  C etc.,  se- 
ront les  angles  d’un  polygone , qui  aura  pour  côtés  les  diffé- 
rences r’  — r,  r11  — tJ,  P" — r^,  etc.  Si  on  imagine  ce  poly- 
gone enveloppé  d’un  fil  tel  que  la  partie  extrême  soit  dirigée 
. * 
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suivant  le  premier  côté  CC'  du  polygone  , et  s’étende  de  la 
quantité  r au-delà  de  ce  polygone,  il  décrira,  par  son  extré- 
mité m y la  suite  des  arcs  que  nous  venons  de  considérer. 
Alainlenant , plus  les  arcs  seront  petits,  plus  leur  suite  appro- 
chera d’unà  courbe  continue  jlonl  ils  seront  les  arcs  oscula- 
teurs  , et  plus  le  poygone  approchera  de  la  courbe  formée 
par  les  centres  des  circonférences  osrulatriccs  ; ces  detix  courbes 
sont  doue  les  limites  des  arcs  et  des  polygones  , et  tout  ce  qui  u 
constamment  lieu  dans  ces  suites  , a lieu  également  pour  ces  cour- 
bes. On  peut  donc  concevoir  une  courbe  quelconque  comme  for- 
mée par  le  développement  d’un  fil  qui  enveloppe  la  courbe  qui  est 

le  lieu  des  centres  de*  cercles  osculateurs.  Nous  avons  dit  qu’on 
ri  ...  1 

ndmmait  cette  cauibç  développée,  et  la  première  est  dite  dévelop- 
pante.'On  voit  par  là,.  t°.  qu’un  arc  quelconque  de  la  développée 
est  égal  à la  différence  des  deux  rayons  de  courbure  de  la 
développante,  correspondais  aux  deux  extrémités  de  cet  arc; 
2°.  que  le  rayon  de  courbure  est  tangent  à la  développée, 
Or, ,1a  développante  étant  une  courbe  algébrique,  on  aura, 
au  moyen  des  formules  précédentes  , ses  rayons  de  courbure 
et  la  nature  de  sa  développée,  exprimés  algébriquement.  On 
aura  donc  ainsi  une  infinité  de  courbes  algébriques  rcétifiable», 
c’cst-à-dire , telles  qu’on  poiira  assigner  une  ligne  droite  de 
même  longueur  qu'bne  portion  quelconque  de  leur  contour  ; 
c’est  en  quoi  consiste  la  théorie  des  développées  d ' Hujrghens , 
qu’on  n'avait  déptonlrée  que  par  des  considérations  géomé- 
triques. Nous  allons  obtenir  lts.niêmes  conclusions  par  l'analyse. 

A cet  effet,  nous  rcpreudtons  les  équations 


(x  — a)'  + ( v ■ — b)'  — r’  . 

•irfV  , * 

d>*  , 

x —a-j-  — (y  — &)  = o . 


CO 

'(a) 


■ b)  = o 


•(3) 
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qui  remplacent  celles-ci 

y—b- f yj  {»*— • {x— -a)1}  , 
• dy  x — a 

Ax  ~ 


a35 


d'y 


{»■*  — C*— «)’}3 

r* 


1» 


dx ' 

trouvées  ( pag.  228  et  229  ).  Si  l’on  différentie  les  deux  pre- 
mières , en  observant  que  a , b et  r varient  avec  x , on  aura 

(._«)(, 4,(iL_i)=r^. (4), 

’-£+s<'-‘>+£(£-£)=° <’>• 

Or  les  équations  (1),  (2)  et  (3)  ont  lieu  pour  chaque  point  de 
la  développante  , et  les  équations  (4)  et  (5)  ont  lieu  pour  la 
totalité  de  ces  points  ; donc  ces  équations  existent  ensemble  : 
mais  l’équation  (3)  réduit  (5)  à 
der  , dy  Ab 

dJ  +d^*dr  = 0 (6)' 

et  l’équation  (2)  réduit  (4)  à 

, v da  d b dr 

= (?). 


dy 


Si  on  élimine  — — au  moyen  des  équations  (a)  et  (6)  , on 
aura  celle-ci 

, d b , A* 

laquelle  étant  combinée  avec  (1)  donne 
do 


X—a- 


dx 


J-b  + - 


db 

dx 


" V&S+O' 
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De  plus,  si  on  substitue  ccs  valeurs  de  x et  de  y dans  (7),  on 


trouvera 


dr 

dx 


Mais  comme  on  peut  prendre  a pour  variable  principale. 


dr 


d b 


on  remplacera  (chap.  VII,  pag.  89),  -j—  , -j—  , ■jj—  , par 

dx  d&  dx  , , .... 

— : — — , les  deux  points  indi- 
aa  aa  da 

' ' (]* 

quant  un  quotient  j et  multipliant  de  part  et  d'autre  par  — — 7 
on  trouvera 


dr 
d a 


dx  do 
da  * d a 


Fig. 


Or,  nous  déhiontrerons  (chap.  XVII)  que  cette  expression 
est  celle  du  coefficient  différentiel  de  l’arc  d’une  courbe  ayant 
pour  coordonnées  a et  A;  en  sorte  que  si  l’on  nomme  s cet  sire, 
on  aura  dr  = ds,  d’où  résulte  r=s , ou  , plus  généralement, 

r = s -f-  fi , 

h étant  une  constante  qui  disparait  parla  différentiation.  Ainsi, 
les  rayons  de  courbure  sont  égaux  aux  arcs  de  la  développée  , 
augmentés  d’une  longueur  constante  h , et  conséquemment  les 
ray  ons  de  courbure  varient  par  les  mêmes  différences  que  les 
arcs  de  la  développée. 

En  second  lieu,  l’angle  que  la  tangente  en  un  poirtiVde 
la  développée,  fait  avec  l’axe,  c’cst-à-dire  , l’angle  NRX , a 

Ab 

pour  tangente  trigonometnque  — — , en  désignant  par  a et 

b les  coordonnées  AP  , PN  ; cette  tangente  rapportée  ù 
x variable  principale  , est  donc  exprimée  par  le  rapport 


Digitized  by  Google 


de  Calcul  différentiel.  oôj 

-4^-  : 4^-  : d’aiJleurs  le  rayon  NM  du  cercle  osculaieur 
dx  dx 

en  M à la  courbe  AL , dont  les  coordonnées  sont  x et  y, 
étant  perpendiculaire  à la  tangente  en  M , la  tangente  trigo— 
nométrique  de  l’angle  MRX  a pour  expression  ( pag.  216) 
dx  1 

; — e= j — ; or  l equation  '6;  donne 

d \jr  ày 

dx 

d b d <*■  ' djî 


dx 


dx 


Il  est  donc  démontré  que  la  droite  qui  est  tangente  à la 
développée , est  normale  à la  développante , ou  réciproquement. 

Nous  ferons  une  autre  application  de  la  théorie  exposée 
dans  ce  chapitre  et  dans  le  précédent , à la  courbe  célèbre 
connue  sous  le  nom  de  Roulette , ou  de  Cycloïde.  On  ne  sait 
pas  au  juste  quel  est  celui  qui , le  premier , en  a remarqué 
la  génération  , mais  il  est  certain  que  les  Français  sont  les 
premiers  qui  se  soient  livrés  à la  recherche  de  ses  propriétés. 

La  cycloïde  est  la  courbe  décrite  par  l’un  des  points  de  Fiq. 
la  circonférence  d’un  cercle  qui  roule  sur  une  ligne  droite. 

Çïous  pouvons  supposer  l’origine  de  la  cycloïde  en  A , en 
sorte  que  le  cercle  , dans  sa  première  position , touche  en 
ce' point  la  droite  AX.  D’aprcs  la  loi  de  génération,  le  cercle, 
en  roulant  , applique  successivement  tous  les  points  de  sa 
circonférence  sur  la  «droite  AX  ^ d’où  il  résulte  que  lorsque 
le  cercle  générateur  est  dans  une  position  quelconque  QMG , 
la  distance  AQ  entré*  les  deux  points  de  contact , est  égale 
a l’arc  MQ  compris  entre  le  point  décrivant  M , qui  était 
d’abord  en  A , et  le  point  de  contact  Q.  Lorsque  le  point 
décrivant  est  revenu  sur  l’axe  AX  en  AL  est  la  circon- 
férence du  cercle  générateur  , rectifiée  , et  la  trace  de  ce 
point  est  la  cycloïde  AM  KL  dont  il  ' s’agit  de  trouver 
l’équation.  , , * 
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Or,  AP=xx,  PM  = y ctanl  les  coordonnées  du  point 
31,  la  loi  de  génération  que  nous  venons  d’énoncer,  se  tra- 
duit ainsi  : 

x = AQ  — PQ  — arc  MnQ  — MN, 
c’est-à-dire, 

x = arc  (sin  verse  = QN)  — MN , 

ou  

x — arc  (sin  verse  —y  ) — V ■Xa.y — 

en  désignant  par  « le  rayon  du  cercle  générateur.  Telle  est 
l’équation  finie  de  la  cjrcloïde , qui  est  transcendante  ^puis- 
qu’elle renferme  une  ligne  trigouoniétrique. 

Mais  l’arc  MnQ  peut  être  désigné  par  son  sinus  MN , qui 
est  — y’»  «n  sorte  qu’on  a ainsi 

x = arc  (sin  = y a «y  —y1)  — — y*. 

Or  ( pag.  43 ) 

/ ad Y 

d ( arc  (sin  = V 1 «y  —y’))  = —-===-  (*)  ; 

V iajr — y’ 


(*)  En  partant  de  y = sin  x , nous  avons  uouvé  ( chap,  IV  ) . . , . 
dv* 

— — — cos  x , pour  le  rayon  = I ; donc , pour  le  rayon  = r,  on  aura 
dx 

“ , et  conséquemment  la  différentielle  de  arc  (sin  = x)  étant 

dx  r 


dx 


pour  le  rayon  = I , sera 


rdx 


pour  le  rayon  r;  or. 


y 1 — xx  V f — xx 

dans  le  cas  dont  il  s’agit , x z=  Q-x  — y ' , et  conséquemment  .... 

dx  — ^ . dîjilleurs  py  -i>=  y «»  — a «y  -t-y"*  = a y } 

V a «y*—  y*  - , 

rdx  * «dx  *dy 

doue  - — . ou  — •;  deviendra  " 


l/i»  — x* 


y •»  — x» 


i^*y— y 
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/ 

D’ailleurs , 

/ («— r)dj 

d V xa.y — y‘  — 

V a-r  — y' 

donc  l’équation  différentielle  de  la  cycloïde  est 


239 


V a “ Y — 

dx  3 


-y. 


En  changeant,  dans  cette  équation,  x en  a»  : — x , étant 
la  demi-circonférence  du  cercle  générateur,  et  y en  a *—y, 
on  aurait  pour  équation 


±^1/: 

rl  -r  ' * 


y 


dx  ' a a — y 

En  partant  de  l’équation  différentielle 

ÈL-]/\ 

dx  “ y 


» 

nn  trouve 
et 


y 

* 


j-dx 


sods-tang  = — — . 


yy 


sous-norm  : 


tb'  y 2 *y — yy 

jr,î-r  — V j.oy — yy- 


dx 


Ces  deux  valeurs  sont  faciles  à construire  : en  effet à cause 
de  QN  — AIP  = y , l’ordonnée  AIN  du  cercle  générateur, 
est  = y 2.  »y — TJ"}  ainsi,  PQ=  MN  étant  la  sous-normale, 
la  corde  AJQ  de  l’arc  AînQ  sera  la  normale  , et  conséquem- 
ment la  tangente  AIT  sera  le  prolongement  de  la  corde  A1G 
qui  sous-tend  l’arc  supplément  de  AInQ. 

On  pourra  rapporter  ce  point  M sur  le  cercle  fixe  qmgt 
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<le  même  rayon  qne  le  cercle  générateur , ce  qui  se  fera  en 
tirant  la  droite  Mm  parallèle  à AX-}  alors,  si  on  mène  MT 
parallèle  à m g , et  MQ  parallèle  à mq , on  aura  la  tangente 
et  la  normale  en  M. 

Passons  maintenant  à la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
Wous  avons  déjà 

dx  V 


dy 


on  déduit  de  là 

V * f 


\/a  aj—jr' 
y (a— y) 


<3*  j 


— æ": 


V a «y — y’ 


<*r 


(a  «y  —y’)1 

V- 


dy'  2 «y  —y* 

Faisant  ces  substitutions  dans  l’expression  du  rayon  de  courbure 

(-+*)r 


fi  +*'*)'*  « 

<*.//  y 


X'i 


rapportée  à l’hypothèse  de  y variable  principale  (page  8a),  on 
trouvera  ' 


Ce  résultat  montre  que  le  rayon  de  courbure  MM'  est  double 
de  la  normale  MQ,  et  qu’ainsi  sa  plus  grand*  valeur’est  le 
double  du  diamètre  du  cercle  générateur  , diamètre  qui  est  en 
même  tems  l’ordonnée  et  la  normale  au  point  K pour  lequel 
la  tangente  devient  parallèle  à l’axe  AX. 

Les  formules  x — a,  y—  b , toujours  rapportées  à l’hypo- 
thèse de  y variable  principale , deviennent , après  les  subs- 
titutions faites  pour  x'  et  de  leurs  valeurs  trouvées 
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(pag.  28a  ),  et  les  réductions 

r- 

x — a — — 3.y  3 ay  —yy  , y — b = ay  , 
d ’où  l’on  tire  < 

y — — b , ■ x — a — 2 l/  — 2 ab-—  bb. 

* 

Ces  valeurs  de  a:  et  de  y , rapportées  dans  l’équation  de  la 
cjcioitle  en  quantités  finies,  la  changent  dans  celle-ci 

a — 2 \/  — 2 ab  — bb  — arc  (sin  vers  ——b)  — \/ — 2 «ù — bbf  * 

.“f  . f 

qui  devient  ' ' _ 1 

a = arc  (sin  vers  = — b)  -j-  — 2 — bb.. 

d’où  on  conclut  que  la  développée  de  la  cycloïde,  n’existe  que 
pour  des  ordonnées  négatives.  On  changera  donc  le  signe  de 
b , et  l’équation  précédente  deviendra  . • 

a't=  arc  (sin  vers  = b)  -f-  y1 2 ab  jjr  bb , ' ~ 

* . ' v. 

équation  qui  se  rapproche  , par  sa  forme  , de  celle  de  la 

cycloïde.  * . /. 

* Pour  b = o,  on  trouve  a = o;  ainsi,  la  développée  touche 
l’axe  AX  à l’origine  A des  coordonnées  : pour  a. a,  on  a 

a—AI—^AL- rr** , x étant  la  demi-circonférence  du  cercle 
générateur,  en  observant  que  l’arc,  qui  a pour  sinus  verse  le 
diamètre,  est  la  demi-circonférence.  Donc,  si  l’on  prolonge 
K l au-dessous  de  l’axe  AL  d’une  longueur  IA'  = IK  .diamètre 
du  cercle  générateur,  le  pointé'  sera  à la  développée  : on  pourra 
transporter  l’origine  des  coordonnées  a et  b à ce  point  A',  et, 
ppur  cela , il  faudra  supposer  a=AI  — !!$■=.*  — A'P'-xz  x — a', 
b = EP'  — P'M'  = IA'  — P' Al'  s=  2 » — b'  : ces  substitu-  ' 
lions  faites  dans  la  dernière  équation  , donneront  . < 

» — a'  = arc  (sin  vers  = (2*  — 6'))  -f-  ^ ( 2 *b'm  — b' b'), 

• • 16 


•* 
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d’où  l’on  tire 
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a'  — x — arc  ( sin  ver*  = (a  * — b')  — \/ ( aa b'  — b' b'). 

Or,  l’rrc  qui  a pour  sinus  verse  2 a — b',  c’est-à-dire, 
EM'  = QN%  est  Qn'M',  et  *—  cet  arc,  est  l’arc  M'p'Q' 
qui  a N'Q'  ou  b'  pour  sinus  verte  j ainsi 

a > = arc  ( sin  ( vers  = b'))  —V'a.ab'  — b'b'} 

équation  d’une  cycloide  dont  l’origine  est  en  A' , décrite  sur 
• f’axe  A' B'  par  le  même  cercle  générateur,  niais  en  supposant 
d’abord  le  point  M'  en  A' , et  le  cercle  roulant  de  A'  vers  B'. 

La  même  conséquence  peut  se  déduire  de  la  longueur  MM' 
du  rayon  de  courbure  trouvée  ci-dessus,  et  exprimée  par 
a y/lTïiy  — zMQ-,  car  si  l’on  prolonge  CQ  d’une  quantité 
Q{)'  = GQ  , qu’on  mène  par  Q1  la  droite  A1  B'  parallèle  à 
AL.  et  qu’qn  joigne  M'Q1,  on  formera  les  triangles  GMQ , 
Qjyj’Q'  égaux  Aire  eux;  l’angle  QM'Q  sera  donc  droit,  et 
si  on  décrit  sur  QQ’,  comme  diamètre,  un  cercle,  il  passera 
par  M’  , cl  sera  égal  au  cercle  générateur  ; car  puisque  l’arc 
M'p'Q'  est  le  supplément  de  l’arc  M'n'Q  qui  est  égal  à l’art 
MQ,  on  aura 

arc  M'p'Q1  = QnMG  — arc  MnQ 

:=Al^AQ=QI=zArQ'. 

L’expression  du  rayon  de  courbure  de  la  cycloide  étant 
algébrique,  la  cycloide  est  rectifiable  }' la  longueur  do  l’arc 
AM' A',  ou  de  l’arc  égal  AMK  , est  A' K , c’est-à-dire  * le 
double  du  diamètre  du  cercle  générateur  , comme  on  peut 
s’en  assurer,  en  faisant  dans  l’expression  d’un»  rayon  de  cour- 
bure , l’ordonnée  y ~ J K = 2«.,  auquel  cas  , r = 2 .2a? 

* Actuellement , il  importe  de  faire  connaître  Comment  on 
détermine  l’équation  d’une  courte  qui  eu  touche  une^nfinité 
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d’autres  d’one  nature  donnée  et  assujétics  à se  succéder  sui- 
vant une  loi  connue. 

Pour  fixer  les  idée* , concevons  qu’un  cercle  variable  de 
rayon , se  meuvë  dans  son  plan , de  manière  que  le  centre  se 
trouve  toujours  sur  une  courbe  ayant  pour  équation  y = yx , 
où  9 est  le  signe  d’une  fonction  donnée.  L’équation  du  cercle 
étant 

'(*  — «O’  + Cy  — /8)’ =*/-•,  ‘ 

les  coordonnées  a et  0 du  centre  seront  lices  par  l’équation 
j6  :=  q>x  , en  sorte  que  la  précédente  pourra  être  écrite  ainsi 

(x— ■«)*  + (y  — <p(a)),  = ra (m) 

, * 

Or  , si  l’abscisse  a reçoit  un  accroissement  infiniment  petit 
du,  le  cercle,  qui  ne  changera  pas  de  grandeur,  prendra  une 
position  infiniment  voisine  de  la  première,  et  sa  circonférence 
coupera  la  première  en  deux  points  dont  les  coordonnées 
x , y seront  communes  aux  deux  circonférences  , et  , par 
couséquent , ne  varieront  pas  en  passant  d’une  circonférence  à 
une  autre.  Si  on  passe,  de  la  même  manière,  de  cette  seconde 
position  du  cercle  à la  troisième,  et  ainsi  de  suite , le  système 
de  tous  les  points  d’intersection  qu’on  obtiendra  d’un  même 
côté  de  la  ligne  des  centres  , formera  une  courbe  qui  sera 
celle  de  contact  cherchée.  Pour  en  avoir  l’équation  , il  faudra 
donc  différentier  l’équation  (m)  par  rapport  à <x  seulement  , 
ce  qui  revient  à considérer  toutes  les  positions  consécutives  du 
cercle,  puis  égaler  à zéro  le  coefficient  de  cette  différentielle  , 
et  enfin  éliminer  « entre  ces  deux  équations.  Le  résultat  de 
l’élimination  offrira  une  relation  entre  x et  y,  indépendante 
de  la  position  du  centre  de  tous  les  cercles  enveloppés. 

Soit,  en  général,  V — -J{x,y,  <*)  = q,  l’équation  de  la 
courbe  génératrice  , et  dans  laquelle  « est  une  constante  arbi- 
traire , on  aura  ces  deux  équations  • 

r 
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y- o, 


d V 


— u » 


entre  lesquelles  on  éliminera  a pour  obtenir  l’équation  de  la 
courbe  qui  touche  toutes  celles  que  l’on  obtient  eu  donnant 
à « toutes  les  valeurs  possibles  dans  l’équation  V — o. 

Eclaircissons  cette  théorie  par  un  exemple  , et  proposons- 
nous  de  trouver  la  courbe  qui  touche  à-la-fois  une  suite  de 
cercle f de  même  rayon  , et  dont  les  centres  sont  sur  une 
même  circonférence  donnée  par  A‘a  -(-  K’  = 

La  relation  entre  les  coordonnées  « et  fi  du  centre  , est 
donc  /S1  = , et  le  cercle  variable  de  position  a pour 

équation 

* <- 

(*—  «)*  + (r  — Vf—  «•}»— r*s=  V=o  . . . . (0 

de  là  on  déduit  par  la  différentiation 


AF 


. / , u r 

— xVf’  — *'  + ay  — — = o ; 


et  par  suite, 


„ = 


V + y1 


fi  : 


rt 


Vx‘  y' 


Mettant  dans  (i)  pour  « sa  valeur,  ou  dans 

(x  — « )’  -+•  {y  — fi  /’  = r’ , pour  a et  fi , leurs  valeurs  , et 
faisant,  pour  simplifier,  x‘  ■-j-y'  = *’,  on  aura 


d'où  l’on  tire 


ou  onfin 


z'  — a / -s  = r1  ; 

(V  • 

e — l±r,  , 

x*  -f  j?  = (/±rJ*, 
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c’est-à-dire  , que  le*  deux  courbes  de  contact  cherchées  sont  de* 
cercles  dont  le  centre  conîmiin  est  à l’origine  des  coordon- 
nées , et  dont  les  rayons  sont  g -f-  r et  g — r. 

On  pourra  encore  appliquer  ces  principes  à ht  recherche  de 
l’équation  des  caustiques  par  réflexion  et  par  réfraction. 
Nous  nous  bornerons  à donner  la  loi  de  génération  de  la 
première  de  ces  courbes.  Si  d’un  point  lumineux  situé  dans 
le  plan  d’une  courbe  , partent  des  rayons  de  lumière  en 
nombre  infini,  et  que  ceux  qui  frappent  celte  courbe,  soient 
réfléchis  de  manière  que  l’angle  de  réflexion  soit  égal  à l’angle 
d’incidence,  il  existera  une  autre  courbe  qui  sera  touchée  par 
tous  ces  rayons  réfléchis  , et  que  l’on  a hommée  caustique 
par  réflexion  [Recueil  de  diverses  propositions  de  Géométrie , 
par  Puissant). 

* ■ i 

La  théorie  que  nous  venons  de  donner  sur  le  contact  des 
courbes , n’est  qu’une  suite  de  la  théorie  générale  du  déve- 
loppement des  fonctions  ; mais  nous  avons  vu  qu’il  y a des  . 
car  particuliers  où  ce  développement  échappe  ù la  forme  gé- 
nérale , et  que  ces  cas  sont  ceux  où  une  valeur  donnée  de  * , rend 
infinis  les  coefliciens  différentiels  ( cliap.  IX).  Alorsle  développe- 
ment contiendra  nécessairement,  pour  cette  valeur  de  x,  d’autrrs 
puissances  de  i que  les  simples  puissances  i’,  P , etc.  Quoique 
ces  exceptions  ne  portent  aucune  ftteinte  à la  théorie  géné- 
rale que  nous  venons  d’exposer,  il  est  nécessaire,  ptftir  ne 
rien  laisser  à dçsirer  sur  ce  point , de  voir  comment  elle  doit 
être  modifiée  dans  les  cas  particuliers  dont  il  s’agit. 

Supposons  donc  que,  pour  x=a,  1a  fonction 
développée  en  une  série  ascendante  de  t,  soit  de  la  forme 
fa  + Aiy  + BiK  + i‘  -f  Cï» +V.+ ' .f.  etc. , p,  ,,  etc.,  élan» 
toujours  des  nombres  positifs.  On  pourra  trouver  les  cotûi-  , 
ciens  A,  D,  C,  etc.,  ainsi  que  les  exposans  x , p,  t,  etc., 


Digitized  by  Google 


^46  Leçon* 

par  une  méthode  semblable  à celle  qui  a été  indiquée  (chap.  I ). 
On  fera  d'abord  . 

f(a  + i)=fu  + Pi\ 

et  on  prendra  pour  i*f  la  plus  haute  puissance  de  £,  qui  di- 
visera f (a  + *)— *~fyj  après  les  réductions  convenables,  de 
manière  que  le  quotient  P ne  devienne  ni  nul  ni  infini  pour 
* — o.  Lorsque  a = o , l’exposant  A pourra  être  négatif,  ce 

qui  arrivera , par  exemple , dans  le  cas  de 

fxz={xx(x-{-  6)1}- 1,  qui,  pour  * = o+i  devient.  . . 
/(o  -f-  *)  es  i“»( b -f-  *)“s  ; dans  tout  autre  cas  , il  sera  évi- 
demment toujours  positif.  On  fera  ensuite  • • i •' 

P = A + Qi **. 

A étant  la  valeur  de  P , lorsque  i =*  o , et  on  prendra 
pour  t“  la  plus  haute  puissance  de  » , qui  divisera  P — A , 
de  manière  que  le  quotient  Q ne  devienne  ni  nul,  ni  infini, 
lorsque  i ss  o.  On  continuera  en  supposant 

Q = B + Ri', 

£ étant  la  valeur  de  Q lorsque  ic=o,  et  ainsi  de  suite. 

On  aura,  de  cette  manière, 

/(a  + i)  =fa  Pi * 

• xxfa  + Ai » + QP+1* 

. =fa  + Aï  4-  BÏ+*  + RÏ ' 

- . etc. 

Cela  posé  , considérons  la  courbe  représentée  par  l’équatiou 
y = fx  , x étant  l’abscisse  tt.y  l’ordonnée  j et  supposons  que 
le  point  ayant  l’abscisse  a ,'  lui  soit  commun  avec  une  autre 
courbe  dont  l’ordonnée  soit  Fx , en  sorte  que  l’on  ait 

Fa  —fa. 


. * 
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Au-delà  de  ce  point,  les  ordonnées  des  deux  courbe»  , seront 
f(a-\-i),  F [a  -f- /)  pour  une  abscisse  quelconque  a i, 
et  leur  différence  que  nous  t!é  ignorons  par  D , sera.^ 

D=f(a  + O — F{(t  + *> 

Dévcloppon*  la  fonction  F(a-j-i)  comme  la  fonction 
et  soit  • 

F(a  -f-  i)  = Fa  - f-  pi* 

= Fa  + »!*  + qH+t 

==  Fa  -f-  «i*  -f-  j2t‘+*  -{-  rf«+'+T.  * 

r,  r,  etc.  étant  des  nombres  positifs,  «,  y,  etc.,  étant 
les  valeurs  de  p,  q,  etc.,  lorsque  i — o. 

On  aura  d’abord , à cause  de  Fa  tzzfa  , 

D = A?  — Çtx-fc“  — r//«+r* 

' • »**  s \ 

Les  deux  premiers  termes  du  développement  de  f(a-\-i)  étant 
fa  + AiK f et  ceux  du  développement  de  F(o-{-i)  étant 
Fa  -f  ai» , supposons  qu’ils  deviennent  égaux,  6u  qu’on  ait, 
outre  fa— Fa,  ces  deux  conditions  A — A — a\  la  pre- 
mière dépendra  de  la  nature  des  fonctions  f,  F\  mais  la,  sc-*- 
conde  , ainsi  qtie  celle  - ci  fa  t=  Fa  , pourra  toujours  être 
remplie  par  le  moyen  des  constantes  arbitraires  qui  entéiront 
dans  Fx  ; on  aura  donc,  dans  ce  cas,  ‘ , 

. - • , ' 

, . D=  QiK+li  — os‘+,f  - 

* 

et  il  sera  impossible  qu’aucune  autre  courbe  passe  entre  les 
deux  courbes  dont  'il  s’agit , dans  le  même  point  qui  répond  . 
à l’abscisse  a , à moins  que  les  deux  premiers  termes  du  dé- 
veloppement de  ç(ar\-i)  , çx  étant  l’ordonnée  de  cette  autre 
courbe , ne  soient  aussi  les  mêmes  que  ceux  du  développe- 
ment de  /{a  -f-  i). 


r. 
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Car  s’ils  sont  différens , ils  ne  pourront  pas  se  détruire  dans 
l’expression  de  la  différence  A des  deux  ordonnées  f {a  -J-  i ) 
et  et  l’on  aura,  en  général, 

A = Ai'  — a! 'S  -f.  Qi'+r  4.  Uit  +r' , 

k cause  de  <p—f  par  la  condition  supposée  de  la  coïncidence 
des  courbes  dans  le  point  qui  répond  à x—a.  Celte  expres- 
sion de  A étant  comparée  k celle  de 

’ * • / 

D—  Qi'+**  — 

il  est  facile  de  voir  que  les  exposans  /u,  r,  » étant  nécessaî-, 
renient  positifs  par  la  nature  du  développement , il  sera  tou- 
jours possible  de  prendre  i assez  petit  pour  que  la  valeur  de 
A surpasse  celle  de  Z)  , abstraction  faite  des  signes  , tant 
qu’on  n’aura  pas  f = a , al,  = A , comme  dans  les  deux 
premières  courbes.  Donc , dans  tout  autre  cas , la  troisième 
courbe  passera  nécessairement  en  dehors  des  deux  autres. 

En  poussant  plus  loin  le  développement  des  fonctions .... 
/"(«-)-» ),  F(a-\-  i),  on  prouvera  de  la  même  manière  que 
si  les  trois  premiers  termes  du  développement  de  ces  fonc- 
. lions  sont  les  mêmes,  aucune  autre  courbe  ne  pourra  passer 
entre  celles-là,  à moins  qu’elle  11’ait  les  mômes  trois  premiers 
lerptes,  et  ainsi  de  suite. 

On  pourra  donc  appeler  aussi  contact  du  premier  ordre  , 
contact  du  second  ordre  , etc.  , les  rapprochcmens  de  deux 
courbes  pour  lesquels  les  deux  premiers  termes , les  trois 
prtmiers  terme? , etc.  , seront  les  mêmes  dans  les  dévelop- 
pemens  des  fonctions  qui  représentent  les  ordonnées. 

Ainsi,  la  courbe  y z=fx  étant  donnée,  la  courbe.la  plus 
simple  qui  aura  avec  elle  un  contact  du  premier  ordre  au 
point  où  x a , sera  représentée  par  l’équatipn 

y —fa  + A{X  — af  , * ■ 


0 
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et  celle  qui  aura  un  contact  du  second  ordre , le  sera  par 

y=fa-}-A  (x  — «)*-+-  D{x  — af+? , 

et  ainsi  de  suite.  Car  en  substituant  a -f-  i pour  x , on  aura 
simplement  les  deux  premiers  termes  fa  Ai*  , ou  les  trois 
premiers  Ja  -j-  Ai*  -f-  Biy+I* , ou  etc.  , du  développement  de 
f (a  i).  Ces  courbes  auront  donc  aussi,  dans  le  même 

point , le  cours  le  plus  approchant  de  celui  de  la  courbe 
proposée  , et  pourront , par  conséquent , servir  à en  faire 
connaître  les  propriétés , comme  les  points  d’inflexion  , de  re- 
broussement, etc.  , points  que  nous  considérerons  en  particu- 
lier dans  l’un  des  chapitres  suivans. 

Supposons  maintenant  que  dans  l’équation  Y— J v 'l**  ** 

courbe,  ou  substitue  -4-  à la  place  de  x , et  qu’on  développe 


la  fonction,/—  en  une  série  ascendante  de  la  forme. 


Ai*  -J-  Bi*~*~!*  -f.  Ci*+*1^'  ' -f-  etc.}  si  on  fait  la  même  chu>e 
à l’égard  de  l’équation  y = F ~ d’une  autre  courbe,  et  <p<c 

les  premiers  termes  du  développement  de  F-ri  soient  l.s 
« ^ 

mêmes  que  ceux  du  développement  de  J — , on  pourra. 

prouver , par  un  raisonnement  semblable  à celui  qui  a été 
fait  (H-dessus,  qu’on  pourra  toujours  prendre  i assez  petit, 
pour  qu’aucune  autre  courbe  représentée' par  y — yx,  ct  dont 

la  fonction  p — , développée  de  m^me  en  série  ascendante, 

n’aurait  pas  autant  de  termes  identiques  avec  ceux  de  ces 
courbes,  ne  puisse  passer  entre  ces  mêmes  courbes  dans  les 

points  qui  répondent  à l’absfisse  -4-  = x,  et  à toutes  les  abscisses 
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x plus  grandes  à l’infini,  puisque  dès  que  la  condition  qui 
peut  empêcher  que  cette  courbe  ne  passe  entre  les  deux  autres, 
aura  lieu  pour*  une  certaine  valeur  'de  » , elle  aura  lieu , à 
plus  Tuile  raison  , pour  tputes  les  valeurs  plus  petites  de  L 
D’où  l’on  peut  conclure  que  la  courbe  dont  l’équation  sera 
simplement  y — Ai*' , y— Ai*  -f-  Bi>+lx  etc.,  ou  y ~ Ax  ~* , 
y — Ax~*  -(-  Dx~ *~ **,  etc.  , ira  en  s’approchant  continuel* 
lemeut  de  la  courbe  proposée  , à mesure  que  les  abscisses  a> 
deviendront  plus  grandes,  mais  sans  pouvoir  jamais  l’atteindre, 
de  mauière  qu’elle  parviendra  à un  terme  , passé  lequel  aucune 
autre  courbe  du  même  genre  qui  ne  sera  pas  d’un  degré  plus 
haut,  ou  dont  l’équation  ne  renfermera  pas  plus  de  cons- 
tantes, ne  pourra  passer  entre  les  deux  courbes.  Cette  seconde 
courbe  sera  donc  une  asymptote  de  la  première , et  cette 
idée  de  l’asymptote  est , dit  M.  Lagrange  , la  plus  simple  et  la 
pfus  générale  qu’on  en  puisse  donner,  en  même  tems  qu’elle" 
est  aussi  la  plus  propre  à caractériser  la  nature  du  rapproche- 
ment qui  constitue  le  véritable  asymptotisme.  Nous  croyons 
devoir  développer  ces  généralités  qui  pourraient  laisser  quelques 
difficultés. 

Supposons  qu’après  la  substitution  de  -4-  au  lieu  de  x dans 

y=fx  , cette  fonction  , qui  devient  J ^ , se  développe 
comme  il  suit  : , / , . 

/ . V i /y  ri  . RI 

y =/(  — ) = etc.  + — +-77 - + —■ — {•A+Bi+Ci‘  + etc. 

Il  y dtira  lieu  à plusieurs  distinctions  ; j°.  sons  cette  forme 
générale , le  contact  le  plus  intime  avec  la  proposée  pour 
î=o,  ou  pour  x = (D,  sera  celui  de  la  courbe 

V CB',. 

j _ etc.  + + TT  + ~ + A,> 


I 
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c’est-à-dire  , de  la  courbe 


y = A + D'x  + C'x1  -j-  D'x'’  + etc. , 


a5i 


eu  sorte  que  la  courbe  y — fx  aura  une  asymptote  Curvi- 
ligne j a",  si  , 

‘ • r i \ B' 

y —j  = y + ^ -+•  Bi  + Ct*  + etc. 

Celle  du  contact  le  plus  intime  pour  i =o  ou  pour  t=  ta  t 
aura  pour  équation 

B'  ' 

y —— r + 4— A + B'x-, 

elle  sera  donc  une  ligne  droite  ; 3°.  si  le  développement  de  la 
proposée  ne  renferme  pas  de  puissances  positives  de  r , ou  si 
l’on  a 


la  courbe  du  contact  le  plus  intime  pour  x — c© , sera 

i * 

V ' B' 

y~-rr  + -r  + A==A  + B'x+C'x\ 
et  les  courbes 

JT s=  A,  y—A-\-B'x, 

auront,  avec  la  proposée,  un  contact  moins  intime  que  la 
précédente  i dans  ces  trois  cas,  l’ordonnée  y est  infinie  pour 
x — co  j enfin  soit 

y =/(4)  = A + Bi  + Ci > + etc. , 

l’asymptote  sera  t ' i 

y = A , 


I*  + y + At 
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équation  d'une  droite  parallèle  à l’axe  des  x.  Si  la  quantité 
M est  nulle , l’asymptote  est  l’axe  des  x lui-méme  ; alors 
pour  l’abscisse  infinie , l’ordonnée  est  une  quantité  finie. 
On  voit  donc  comment  il  arrive  que  certaines  courbes  ne 
prennent  que  des  asymptotes  rectilignes , tandis  que  d’autres 
en  comportent  de  rectilignes  et  de  curvilignes  en  même  tems. 
C’est  ce  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques  exemples  qui 
ne  laisseront  plus  de  difficulté  sur  ce  point  de  théorie. 

Nous  ferons  d’abord  une  application  de  ces  principes  à la. 
détermination  de  l’asymptote  de  l’hyperbole  ordinaire  , repré- 
sentée sous  la  caractéristique  B ' — l’équation 

plus  générale  du  second  degré' 


Ay'  -f-  B xj'  -}-  Cx‘  -f-  T) y -(-  Ex  4-^=0. 

Cette  équation  résolue  par  rapport  à y , donne 
Bx  -fr  D 


X. UÀ,  - ± ( ax*  + bx  + c)f, 

en  posant  a = B ' — l\ACt  b — i(BD — 2 AE),. 


C = D'  — 4 -dF'  Soit  x = — , et  on  aura 


B 


2 A 


. ~ — -——r  ± — {a  -f-  bi -f-  c»*î  *. 

* *A  i 1 ~ ^ s 


Si  l’on  développe  la  quantité  sous  l’exposant  ; , en  représen- 
tant les  deux  termes  bi  -j-  ci'  par  une  seule  lettre  , oc  aura 
cette  série  aacendante 


! 


Digitized  by  Google 


* 


de  Calcul  différentiel#  a53 

Or , l’équation  de  la  ligne  droite  y = mx  -J-  n devient,  après 

la  substitution  de  A-  pour  x, 

J = m-j  + n , 

et  si  l’on  détermine  les  quantités  arbitraires  m et  n , d’après 
les  conditions 

B±a*  D ^ b 

• m = , »■==  — — - rh , 

aA  4 a*  A 

on  assujétira  la  droite  à devenir  asymptote  de  la  courbe;  si 
l’on  remplace  a et  b par  leurs  valeurs  , on  aura 

m=~{-B±\/jlx-t,AC), 

*A\  . x/B'-kAC' 


de  sorte  que  l’cquation  des  asymptotes , sera 


nx+D 


! ( . BD — iAE  1 

. aA  aA  ( V/Æ’— 4 AC  s 

la  même  que  celle  que  j’ai  trouvée  ( Elémens  de  Géométrie 
analytique).  - ' 

Soit,  en  second  lieu,  l’équation' 

j3  — 3 axy  + jc3  = o , 

on  trouvera  par  le  procédé  exposé  (pag.  173  ....  177) 
y — x x — a • — ayx~x  — etc.  ; 
la  droite  qui  a pour  équation 

y — — x — a , 

est  donc  une  asymptote  qui  sc  construit  en  prenant  AC  = a , Fig.  7. 
AB  ==  a ; mais  si  on  prend  les  trois  premiers  termes , ou  a 
xy  -f-  x*  -j-  ax  -J-  a1  = o , 
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équation  d’une  asymptote  courbe  qui  est  une  hyperbole  dont 
Je  centre  est  en  C.  Cette  courbe  approchera  plus  de  la  courba 
proposée  que  n’en  approche  la  droite  FC.  On  aurait  des  asymp- 
totes plus  approchantes  , en  prenant  un  plus  grand  nombre 
des  premiers  ternies. 

Enfin,  l’équation 

y*\  — a ar’y'*  — x^  -f-  2 axy * *—  5 ax3  ~ o , 

, J • . * ‘ ' 

étant  résolue  d’après  le  procédé. que  nous  venons  de  rappeler,» 
donne 


a(5  y/a  — 4). 
bp 


-f-  Ax~'  -f-  etc. 


> 


p désignant  V*  + v * : en  construisant. 

. 1 — 4) 

jr  = ±Px± 


y on  aura  les  asymptotes  recti- 


lignes de  la  courbe  : si  l’on  prend  plus  de  termes  , on  trou- 
vera les  asymptotes  curvilignes.  • 
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CHAPITRE  XVII. 

Quadrature  et  rectification  des  Courbes  places. 

1°.  Quadrature  des  Courbes . 

* 

Quarrrr  une  courbe , c’est  assigner  l’aire  comprise  entre 
un  arc  de  celle  courbe,  l’ax^des  abscisses  tt  les  deux  ordon- 
nées correspondantes  aux  deux  extrémités  de  l’arc. 

Considérons  en  général , 1»  courbe  représentée  par  l’équation 

J—fx  , 

y étant  l’ordonnée  rectangulaire  correspondanteà  l’abscisse  «dont 
elle  est  une  fonction  donnée.  L’espace  APM  terminé  par  cette 
courbe  , l’axe  des  abscisses  et  une  ordonnée  quelconque  y, 
sera  donc  aussi  déterminé  par  une  fonction  de  la  même 
abscisse  x , puisque  _cet  espace  croît  èt  décroît  avec  cette 
abscisse. 

Désignons  l’espace  APM  par  Fx,-x  étant  AP, 'et  sup-Fig.  s, 
pesons  que  x devienne*  ar  -f-  »,  i étant  l’accroissement  PP'; 
la  fonction  ir’(x-f-t)  représentera  l’espace  AP'M et... 

F(x  -f-  i ) — Fx  sera  l’espace  P' PM' M.  Or  , soit  que 
les  ordonnées  aillent  en  augmentant  , soit  qu’elles  aillent 
en  diminuant  , depuis  l’ordonnée  PM  jusqu’à  l’ordonnée 
P'M',  l’espace  F(x  -f-  i ) — Fx  = PP' M' M sera  , dans  le 
premier  cas , plus  grand  que  le  rectangle  ifx  — PP'mM,  et 
plus  petit  que  le  rectangle  {/{x  — f—  i ) = P P'  M' m' , et,  dans 
le  second  ; plus  grand  que  ce  dernier  et  moindre  que  le 
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premier  ; donc  , l’espace  représenté  par  F(x  -f-  »')'• — Fx  sera 
toujours  nécessairement  renfermé  entre  les  limites  ijx  et 
i/(x-f-i),  lesquelles  seront,  par  conséquent,  les  limites  de 
F (x  4-  i ) — Fx. 

Développons  les  fonctions  f[x  4-  »}  et  F(x  -J—  £ ) suivant 
la  formule  (chap.  XI),  et  arrêtons-nous  au  premier  terme  pour 
la  première  , et  aux  deux  premiers  termes  pour  . la  seconde  ; il 
viendra 

f(x  + «)  —fx  + if{x  +7) , 

F(x  4-  i)  = Fx  4-  iF'x  4-  -ï—  F0(x 

où  j est  une  quantité  indéterminée  qui  peut  n’èlre  pas  la  même 
pour  les  deux  fonctions,  mais  qui  «doit  toujours  être  renfermée 
entre  les  limites  o et  1.  11  faudra  donc  que  la  fonction  Fx 
soit  telle  que  la  quantité 

iF'x  4-  —,FH(x+j)  — F(x  4-  i ) — Fx  = PP'M’M  soit 

renfermée  entfc  les  limites  ifx  = PP’mM  et  . . . . % . » 
ijx  4-  i f{x  4-  j)  = PP'M'm' , quelle  ^jue  soit  la  valeur 
de  i,  et  conséquemment  en  prenant  i aussi  petit  qu’on  voudra. 

Or,  l’intervalle  entre  ces  deux  limites  étant 

if  (x  4* j)  — MmM'rrt' , la  différence  de  l’aire  F(x 4-  i) — Fx , 

à l’un  quelconque  des  deux  rectangles  , jÿtr  exemple  , au  rectangle 

• . . 

ifx  , différence  qui  est  iFx  4 F"  (*  4*  /)  — ’fx  » c’est-à- 

’ „ 2 

»*  * . . 4 • 

dire, i {F'x - fx) 4-  — F"(x-{-j)—PP'M' M- PP'mM—MmM' 

devra  être  moindre,  abstraction  faite  des  signes,  que  . . . 
Pf\x  4-  j ) — MmM'm’.  Mais  il  est  aisé  de  prouver  que 
cette  condition  ne  peut  avoir  lieu  pour  une  valeur  de  1 , aussi 
petite  qu’on  voudra  , à moins  qu’après  la  division  par  i , ’^e 
terme  affecté  de  i ne  disparaisse.  En  effet  f l’inégalité  pré- 
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cédenle  divisée  par  it  devient 

( F'x—fx)  + -1  F"(x  + j)<iri*+j)i 

et  il  est  évident  qu’on  peut  prendre  i tellement  petit  qu’on 
ait , au  contraire  , 

F'x—fx  + ^-Ft(x  +j)  >*/'(*+/)* 

donc  on  doit  avoir 

F'x—fx,  ou  d ( Fx)  =?fx.dx , 

condition  suffisante  pour  la  détermination  de  Fx , puisque  cette 
fonction  n’est  autre  chose  que  l’intégrale  de  fx.dx.  • 

Donc , en  général , le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
tion qui  exprime  l’aire  d’une  courbe  par  l'abscisse , est  la 
fonction  qui  représente  l’ordonnée  de  cette  courbe.  Ainsi 
l’équation  d’une  courbe,  étant  donnée,  si  on  veut  l’expres— 
•ion  de  l’aire,  c’est-à-dire,  la  quadrature  de  la  courbe,  il 
n’y  aura  qu’a  chercher  l’intégrale  de  ydx , y étant  l’ordonnée  , 
et  on  pourra  ajouter  une  constante  à l'intégrale  , constante 
qu’on  déterminera  d’après  la  condition  que  l’expression  de 
l’aire  devienne  nulle , au  point  où  l’on  voudra  la  faire  com- 
mencer. C’est  ce  que  nous  allons  éclaircir  par  quelques  appli- 
cations. 

Soit 

y ~ ax  -f  b , 

l’équation  d’une  droite  .*  on  aura 

u ( Fi r)  = axûx  -J-  bdx, 
dont  l’intégrale  est 

Fx  ~ ~ ax1  -f-  bx  -f>  const. 

J7 
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Si  l’aire  Fx  doit  être  nulle,  lorsque  x = o ; c’est-à-dire,  si 
Fig.  g.  die  doit  être  comptée  de  l’ordonnée  AR  , A étant  l'origine,  on 
aura  pour  x = o , 

o = const. , 

et  conséquemment 

Fx~{  ax1  -j-  bx—yx — j ax^—AP  Mm — RMm—ARMP. 

• 

Cette  aire  est  limitée  dans  un  sens  et  illimitée  dans  l’autre  , 
puisqu’elle  s’étend  jusqu’à  une  ordonnée  PM  dont  l’abscisse  x 
est  quelconque.  Si  l’aire  doit  être  comptée  <Tune  ordonnée  pm.  ' 
donnée,  en  désignant  Ap  par  m,  l’intégrale  ci-ucssus  devra 
devenir  nulle  pour  x = m f en  sorte  qu’on  trouvera 

• **  • ' . J 
o^j  am 1 -j-  Im  -J-  const , d’où  const  = — { am .*  — bmf 

et  consequerattient 

aire  pPMm  = i a (x’  — m’  ) -j-  b ( x — m ) , 

aire  encore  limitée  dans  un  sens  et  illimitée  dans  l'autre.  Si 
d’ailleurs  cette  aire  doit  avoir  pour  seconde  limite  l'ordonnée 
de  l’abscisse  m' , on  aura 

aire  = ± ( «*'»  — m’)  + b ( m'  — m ). 

C’est  ce  qu’on  peut  encore  trouver,  en  faisant  successi- 
vement X = m’  et  i = m dans  l’intégrale  générale 

Fx  = J ai’  -f-  bx  -f-  const, 

puis  retranchant  le  second  résultat  du  premier.  On  voit  done 
que  lorsqu’on  veut  intégrer  entre  deux  limites  , il  est  inutile 
d’ajouter  une  constante  à l’intégrale  générale  parce  qu’en 
soustrayant  l’aire  ilélinie  Allmp  de  l’aire  définie  ARMP  , 
cette  constante  disparait. 
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y'—ipx, 


on  trouve 


/.  I 5 

V zp  x1  dxr=  | ^2/?  x3  + const  = § xy  -f-  const , ^'8  10, 


si  l’aire  MAP  doit  être  coraptée  du  sommet  , pour  z=o,ona 
aire  = o,  ainsi  la  constante  est  nulle. 

Donc  l’aire  MAM'  d’un  segment  parabolique , est  les  deux 
tiers  du  rectangle  circonscrit  Mm  m'M'. 

En  général , pour  les  paraboles  de  tous  les  degrés  ym=  axn  , 
on  trouve 

. mx 

aire  = — xy  + const.  • 

TO  + 71  J 


Toutes  ces  courbes  sont  donc  quarrahlts  exactement. 

Pour  l’hyperbole  équilatère  entre  ses  asymptotes  AX,  AV, 
on  a l’équation 

xysrm’j 

donc 


x 

aire  — Jÿdx  = nV  J = m’  log  x -{-  const , 


l’aire  ne  peut  être  comptée  depuis  l’axe  AY , parce  que  x — O,  Fig.  n. 
donnerait  aire  = 0 et  const  = — m ' log  o = 50  . Mais  si  l’aire 
doit  commencer  à l’ordonnée  DC  au  sommet  C,  comme 
l’abscisse  correspondante  AB  — m , on  a 


d'où 


const  = — m*  log  m , 


aire  = m'1  log 
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Pour  ms:  i j aire  — l . x.  Ainsi  chaque  aire  prise  à 
partir  de  BC , est  le  logarithme  népérien  de  l’abscisse  cor- 
respondante. 

Mais  si  l’angle  des  asymptotes  ou  des  coordonnées , est  re- 
présenté par  ff,  il  faut  remplacer  y par  y sin  Z dans  fydx , et  en 
supposant  m — 1 , ou  a 


/jdar.sin  Z = y sin  Z — — = sin  Z log  X — M log  x. 


M désignant  alors  le  module  du  système  de  logarithmes 
( pag.  4S).  Si  l’angle  Z est  droit,  on  revient  au  premier  cas, 
et  on  obtient  les  logarithmes  népériens.  Mais  on  voit  qu’en 
faisant  varier  l’angle  Z des  asymptotes , on  peut  obtenir  tous 
les  systèmes  possibles  de  logarithmes.  Ainsi , lorsque  la  base 
est  io  , on  a 

M—  sin  ff  = o , 4 342  9 4 5. 

L’angle  qui  a ce  nombre  pour  sinus,  le  rayon  étant  l’unité, 
est  28°,Coi  ....  nouvelle  division  : tel  est  donc  l’angle  que  doi- 
vent faire  entre  elles  les  asymptotes  d’une  hyperbole,  la  puis- 
sance étant  1 , pour  que  chaque  aire  soit  le  logarithme  tabu- 
laire de  son  abscisse.  On  voit  par  là  que  c’est  très-improprement 
qu’on  avait  donné  la  dénomination  de  logarithmes  hyperbo- 
liques à ceux  de  Nèper. 

Nous  avons  trouvé  (pag.  2.3g)  qu’en  portant  en  K l’ori- 
gine des  coordonnée»  rectangulaires  de  la  cycloïde,  et  faisant 
K S — x , S M —y , l’équation  de  cette  courbe  devenait 

F;*6-  d’oùdrl/ü^=:dxi 

d-r  ’ aa  — y y 

ainsi  fyix  qui  représente  l’aire  , devient 


5=  aire  KSMt 


» 


Digitized  by  Google 


de  Calcul  différentiel.  261 

•r  en  raenagt  par  le  point  AT  la  parallèle  MN'  à AL , on  a 
FNr  ==  V 2 *j  — y‘ , donc 

J\y  V*  •y  —jy  — aire  KmFN' f 
conséquemment 

aire  KSM  = aire  KmFN', 

et  en  prenant  Ces  aires  depuis  y — o , jusqu’à  y ==2  a,  o* 
trouve 

aire  KYAMK  = aire  KmFI , 

mais  l’aire  du  rectangle  K Y AI  est  quadruple  de  l’aire  KmFI  : 
donc 

aire  AMK1  — ; aire  du  cercle  générateur, 

et  conséquemment  l’aire  ds,  la  cycloïdc  entière , est  triple //e 
celle  du  cercle  générateur. 

Nous  nous  bornerons  à ces  trois  exemples  dont  les  deux 
premiers  n’exigent  que  des  intégrations  faciles  : on  en  trou- 
vera d’autres  dans  les  traités  connus  de  calcul  intégral. 

Après  le  problème  de  la  quadrature  des  courbes , se  pré- 
sente naturellement  celui  de  leur  rectification , c’est-à-dire  , 
de*  la  détermination  de  la  longueur  même  de  la  courbe. 

Nous  partirons,  pour  la  solution  de  ce  problème,  du  prin- 
cipe à’ Archimède , adopte  par  tous  les  géomètres  anciens  et 
modernes , suivant  lequel  deux  lignes  courbes  ou  composées 
de  droites , ayant  leurs  concavités  tournées  du  même  côté 
et  les  mêmes  extrémités  , celle  qui  renferme  l’autre  est  la 
plus  longue.  D’où  il  suit  qu’un  arc  de  courbe  tout  concave 
du  même  -côté,  est  plus  grand  que  sa  corde-,  et,  eu  même 
teins  f moindre  que  la  somme  des  deux  tangentes  menées  aux 
deux  extrémités  de  l’arc,  et  comprises  entre  ces  extrémités 
et  leur  point  d’intersection.  De  là  oa  peut  tirer  cette  autrç 
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conséquence,  que  la  longueur  du  même  arc,  se  tipuvera  com- 
prise entre  Alt  et  Al't,  qui  sont  les  tangentes  en  AI  et  Al', 
prolongées  jusqu'aux  ordonnées  P’ Al'  et  PM. 

En  effet,  ayant  prolongé  les  tangentes  AIT’ cl  M'T  jus- 
qu’aux ordonnées  P1  A1‘,  P Al , en  l'  et  t,  la  tangente  Ail' 
sera  plus  grande  que  la  corde  Al  AP , comme  oblique  plus 
éloignée  de  la  perpendiculaire  Alm'  à P'M'  ; et , au  contraire, 
la  tangente  Al't  sera  plus  petite  que  la  corde  M'AI,  comme 
oblique  plus  voisine  de  la  perpendiculaire  AP  ni  à PA1.  De 
plus,  si  on  considère  les  deux  triangles  A1TAP , <'77,  il  est 
visible  que  les  deux  côtés  AIT , Tl'  qui  sont  les  deux  por- 
tions de  la  tangente  Alt! , seront  plus  grands  que  les  deux 
côtés  AP  T , Tt  qui  sont  les  deux  portions  de  la  seconde 
tangente,  parce  que,  dans  les  triangles  Tl'  AP , TlAI , les 
angles  TAl'l' , AltT  sont  plus  grands  que  les  angles  Tl' AP, 
tAlT : donc  la  tangente  entière  AlTt'  sera  plus  grande  que 
Al' T -f-  TM , et  conséquemment  plus  grande  que  l’arc  A1‘  Al. 

' Cela  posé  fx  étant  l’ordonnée  P Al  qui  répond  à l’abscisse 
d f'jc 

x — jlP , —j — = f'x  sera  la  tangente  de  l’angle  sous  lequel 
dx 

la  tangente  de  la  courbe  en  AI , rencontre  l’axe  des 

abscisses  : donc  (if  ’xy  — i i -\-(f'x)x  sera  la 

valeur  de  la  portion  de  tangente  Alt' , comprise  entre  les 
ordonnées  fx  et /(  x -f-  i )=P'AP.  De  la  même  manière  , ou 
aura  f'(x-\-i)  pour  la  tangente  de  l’angle  sous  lequel  la 
tangente  Al't  à l’extrémité  de  l’ordonnée  J\x-{-i),  rencontre 

l’axe,  et  on  trouvera  i V i -ff'  ( x + * )’  pour  expression  de 
la  partie  Al't  de  cette  tangente. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité, 

<px=V^I  + Xfx=  |/-I  + 
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•lors  iç  x , ( x-fc  i)  représenteront  les  portions  Mt’  et  M'i  : 

ainsi  la  longueur  de  l’arc  MM'  sera  renfermée  entre  les  deux 
quantités  i(fx  et  /<?  ( x -f-  i) , en  donnant  à i une  valeu* 
aussi  petite  qu’on  voudra.  Donc  si  <$x  est  la  fonction  de  x 
qui  exprime  l’arc  de  courbe  AM  , il  faudra  que  la  quantité 
<j>  ( x -{- i ) — <$x—  MM'  y soit  comprise  entre  i <p  x et 
i 9 ( x i ) , ■ quelque  petit  que  soit  i : d’où  par  un  raison- 
nement semblable  à celui  que  nous  avons  fait  .pour  les  aires, 
on  conclura 


' x = px,  et  d«>x  = ip  x.dx 


Donc  , pour  avoir  la  longueur  indéfinie  de  la  courbe , il  faudra 

remplacer  par  sa  valeur  en  x déduite  de  l’équation  de  la 

courbe  différentice , chercher  l’intégrale  de  .dx  y i (,/'x  )’, 
et  ajouter  une  constante  qu’on  déterminera  de  manière  que 
l’expression  de  l’arc  s’évanouisse  au  point  d’où  on  voudra 
compter  cet  arc.  Ainsi 


arc  . 


cons/. 


JM=p,  j/,  + (*■)'  - 

Si  l’on  désigne  l’arc  A M par  s,  on  a donc  la  formule 

* ' . /zm- 

Maintenant,  m étant  l’angle  entre  la  tangente  et  l’axe  des' 

abscisses , ou  trouve  facilement  que  9 


tans  m : 


dr 


dx 


= r =- : — , cos  — -r- - , 

J dx  s'  ds  *' 


sm«  = 


y'  «ir 

s'  ds 


u»6=4  = 41 

r‘  ♦ or 


. y^s 

— vl1  


, norm  = y s ss 


$ 
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tangente  et  normale  étant  les  p/irtions  dç  la  tangente  et  de 
la  normale  , depuis  le  point  de  contact , jusqu’à  la  rencontre 
avec  l’aie. 

Dans  le  chapitre  des  coordonnées  polaires,  nous  traduiront 
dans  ces  coordonnées,  les  formules  des  quadratures  et  des 
rectifications. 

Dans  la  cycloïde , l’origine  étant  toujours  en  /s  , on  a 


ujr  V a a — j 

et  conséquemment 

Fig.  6.  n aiou,e  Pas  de  constante  , parce  que  l’arc  commence  en  K t 
or  V i ajr  — KF : donc  l’arc  KM  est  double  de  U corde  KF 

qui  lui  correspond  dans  le  cercle  K FI. 

* * • • 

Fig  i3  sa't  ‘lue  l’angle  entre  les  deux  rayons  vecteurs  RM , 

RM',  a pour  supplément  l’angle  / entre  les  tangentes  Mt , 
Al't;  or,  l’angle  MtM'  ayant  aussi  pour  supplément  Mt'P, 
ce  dernier  angle  est  égal  à l'angle  en  R.  Nous  allons  chercher 
1 l’expression  de  sa  tangente  dont  on  a besoin  dans  la  niéca» 
nique. 

Désignons  par  a et  a'  les  tangentes  trigonométriques  de» 
angles  faits  avec  l’axe  des  abscisses  , par  les  tangentes  en 
*Æf  et  M! . La  tangente  de  l’angle  Mil*  est 


tang  MlT  ; 


t -j-  aa'  * 

Qr , a =5  y =f'x , a'  —j\x  -}-  i)  J donc 


Tï 
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a__a,  /'*  ~ C f'x  4*  if"x  4-  ~^f"x  + etc0 

1 -f -au1'  , i iJHx  -J-  etc.] 

— ifUx  — — f'x  -{-  etc. 

. 2 

» 4-  U'XY  4-  V x ■/" x 4-  elc- 

Si  l’on  désigne  la  tangente  de  MCI1  par  t , et  qu’on  suppose 
l’accroissement  i plus  petit  que  toute  grandeur  donnée  , ce  qui 
revient  à prendre  sur  la  courbe  deux  points  M et  M'  con- 
sécutifs, on  aura 

• — »y#  —-ylAx  y"  dx 

~ i 4 -y,v  ~~  i 4 -f*  ~ 1 4 -y" 


en  observant  que , pour  les  courbes  concaves  vers  l’axe  des 
abscisses , y"  < o ( chap.  suiv.  ) ; mais  de  l’expression  du  rayon 
de  courbure 


on-  déduit 
donc 


_ (.  4-r»)* 

r — M y 

y9 

Us 

y*  l/i  4 •y'"  ___  d* 

“ ~+fT~  T “ 

t = , et  tang  MlM'  = — 

r r 


0o  pourrait  chercher  deux  limites  entre  lesquelles  la  tangente 
demandée  dût  toujours  être  comprise , quelque  petit  que  fût 
l’accroissement,  ainsi  que  nous  l’avons  fait  dans  cechcpitrej 
ï»ais  ce  serait  alonger  inutilement  la  solution. 
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CHAPITRE  XVIII. 

Des  plus  grandes  et  des  moindres  valeurs  des 
Jonctions  d’une  seule  variable. 

Il  existe  un  genre  de  questions  qui , quoique  indépendante» 
de  la  considération  des  tangentes,  peuvent  neanmoins  s’y  rap- 
porter : ce  sont  les  questions  qu’on  appelle  de  maximis  et 
ptinimis , et  qui  consistent  à trouver , pour  une  fonction  donnée 
d’une  variable,  la  valeur  de  celte  variable  qui  rend  la  valeur 
de  la  fonction  la  plus  grande  ou  la  plus  petite.  Comme  les 
courbes  ne  sont  que  la  représentation  ou  le  tableau  de  toutes 
les  valeurs  de  la  fonction  de  l’abscisse,  représentée  par  l’or- 
donnée , il  est  visible  que  la  question  de  trouver  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  valeur  d’une  fonction  d’une  seule  variable  , 
revient  à déterminer  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ordonnée 
de  la  courbe  dont  cette  variable  serait  l’abscisse  , et  la  fonc- 
tion donnée  , serait  l'ordonnée.  # 

Or , l’inspection  seule  de  la  courbe  suffit  pour  faire  voir  que 
ces  ordonnées  ne  peuvent  être  que  celles  qui  répondent  aux 
points  dont  les  tangentes  seraient  parallèles  à l’axe  des  abs- 
; cisses.  Si  la  couibc  présente  sa  convexité  vers  l’axe  , l’ordonnée 

sera  alors  évidemment  un  minimum  ; et  si  la  courbe  est  con- 
cave vers  l’axe  , l’ordonnée  est  un  maximum.  Ainsi , les 
Tij.  i\.  ordonnées  PM , P"M 11  seront  chacune  un  maximum  dans 
les  ondulations  mMn,  m'M"n',  et  P’M'  ‘sera  un  minimufn 
dans  l’ondulation  nM'm'. 

Nous  avons  vu  (pag.  21 5)  que  la  tangente  trigonométrique 
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de  l’angle  que  la  tangente  d’une  courbe  fait  avec  l’axe  des 

dv  . 

abscisses  , est  exprimée  , en  général , par  , y étant  l’or- 
donnée qu’on  suppose  fonction  de  l’abscisse  x ; donc  , pour 
que  cette  tangente  devienne  parallèle  à l'axe  des  x , il  faut 


4r 


dx 


1 y'—  o dans 


que  l’on  ait  — j — ==  o ; or  , si  l’on  fait 

les  expressions  des  coordonnées  a et  b ( pag.  229  ) qui  déter- 
minent le  lieu  du  centre  osculateur , 011  a 

a = x,b=y+-~-, 

d’ou  l’on  voit  que  si  y n ou  --  J - est  une  quantité  positive  , 

ou  aura  b >j-,  qu’ainsi  ce  centre  tombera  au-delà  de  la  courbe 
par  rapport  à l’axe  ; la  courbe  tournera  donc  sa  convexité  vers 
l’axe.  Si  y"  est  une  quantité  négative,  le  même  centre  tombera 
entre  la  courbe  et  l’axe,  à cause  de  y > &;  de  sorte  que  la 
courbe  sera  alors  concave  vers  l’axe.  Donc  la  fonction  y sera 
' . , . dy 

un  maximum  ou  un  ttnnimum  , lorsque  — j — sera  = o : et . 

dx 


en  particulier,  elle  sera  un  maximum  lorsque 


dy 


sera , en 


dxa  ’ 

même  tems,  une  quantité  négative,  et  un  minimum  lorsque 

d'y  ....  . 

■j— — sera  une  quantité  positive.  C’est  en  quoi  consiste  la  mé- 
thode connue  de  tnaximis  et  minimis . 

Mais  il  convient  de  faire  voir  comment  cette  méthode  peut 
sc  déduire  directement  de  la  série  de  Taylor , sans  la  consi- 
dération intermédiaire  des  courbes. 


Soÿ , à cet  effet , 


J=f* 


À 
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la  fonction  dont  on  demande  le  maximum  ou  le  minimum . 
Si  a fst  la  valeur  de  x qui  répond  au  maximum  ou  au 
minimum  , il  faudra  que  la  valeur  de  fa  soit  toujours  plu* 
petite  ou  plus  grande  que  celle  de  f (a  i) , quelle  que  soit  la 
quantité  i , positive  ou  négative,  et  même  quelque  petit  que  soit 
cet  accroissement  ; car  une  quantité  ne  parvient  au  maximum 
ou  au  minimum  , que  lorsqu’elle  a reçu  toutes  les  augmenta- 
tions ou  toutes  les  diminutions  dont  elle  est  capable  : en  sorte 
qu’avant  et  après  ce  terme  , elle  se  trouve  moindre  dans  le 
cas  du  maximum , et  plus  grande  dans  celui  du  minimum. 

Développons  en  série  f(x  -f-  i),  et  nous  aurons 


f {x±-i)  —fx  : 


<r  £ , 

dx  dx’  i . 2 


P 

' dx1  x .2.5 


di>- 


dx-*  1 .2.5.4 


± etc. , 


or,  d’après  ce  qui  a été  dit  plus  haut,  on  doit  avoir , pour  le 
cas  du  maximum , 

dr  d’t’  i1 

±-  -r—  i + ±:  etc.  < o , 

, dx  dx*  î.a 

et , pour  le  cas  du  minimum  , 

* . d y . . d *y  f’ 


dr 

dx  dx’ 


1 .2 


rfc  etc.  > o , 


or,  comme  on  peut  prendre  l’accroissement  i tellement  petit 

que  le  premier  ternie  — p—  i surpasse  la  somme  des  termes 

suivans  (pag.  161),  cc  qui  aura  lieu  , à fortiori,  pour  des  valeurs 
plus  petites  de  i ; il  ne  pourra  y avoir  maximum  ou  minimum 

tant  que  le  terme  * subsistera,  puisqu'alors  les* deux 


t 
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valeurs  (x±s)  étant  l’une  plus  grande  et  l’autre  plus 
petite  que  J'x , celle-ci  ne  pourrait  être  ni  maximum  , ni 
minimum.  Il  faut  donc  qu’on  ait  dans  les  deux  cas 

„ 

dx  ""  ’ 


condition  qui  réduit  les  précédentes  à 
d(y  i%  dy  P 

dx3  1 . a . 3 


dx’ 


1 .2 


pour  le  maximum,  et  à 


ay 

dx3  ' 1.2.3 


+ etc.  < o , 


+ e‘c-  >Oj 


dx’  î.a 
pour  le  minimum. 

Si  donc  la  valeur  de  X , que  nous  désignons  par  a , tirée 

dy 

de  -----  = o , et  substituée  dans  le  coefficient  différentiel 
dx 

d’y 

donne  un  résultat  positif  ; alors  les  deux  fonctions  /'(crû) 

pourront  être  rendues  plus  grandes  que  Ja  par  une  très- 
petite  valeur  de  i,  et  Ja  sera  un  minimum  ; si  au  contraire 

d’y 

x ss  a rend  le  coefficient  ——  négatif , les  deux  fonctions 

dx’  0 

f (ndbO  pourront  être  rendues  plus  petites  que  fa,  et  cette 

fonction  sera  un  maximum.  ÎSous  sommes  donc  ramenés  aux 

conclusions  trouvées  plus  haut,  eu  partant  de  la  considération 

des  courbes.  * 

Mais  il  peut  arriver  que  x — a anéantisse  le  coefficient 

d’y  * - » d3r 

, sans  qu’il  rende  nul  en  mémo  tems  -7— r : alors  on 
dx’  1 dxt 

aura 


Digitized  by  Google 


Lsçoss 


d\  I*  fl'ir  i4 

/(»±i)  =>  ± ^ 7X5 + 35  Txr;  * ’ 

et  parce  qu’ou  peut  prendre  pour  i une  valeur  telle  que  le 

terme  — --  • surpasse  la  somme  de  tous  les  autres,  il 

do3  1.2.3 

s’ensuivra  que  l’ordonnée  /x  sera  moindre  que  la  fonction 

d-jy 

et  plus  grande  que  J (x — i),  si  la  fonction 

est  positive , et , vice  versa , si  elle  est  négative  ; conséquem- 
ment cette  fonction  ne  pourra  être  ni  maximum  ni  mini- 

. d zy 

mum  , à moins  que  , pour  x = a , on  ait  p — o , et 

d y 

alors  suivant  que , pour  cette  valeur  de  x , la  fonction  '-ja- 
sera négative  ou  positive , il  y aura  aussi  maximum  ou  mini- 
mum, et  ainsi  de  suite. 

Donc  , en  résumé  , si  y est  une  fonction  quelconque  de  æ, 
on  aura  d’abord  pour  le  maximum  comme  pour  le  minimum 

la  condition  = o dé  laquelle  on  déduira  x;  et  ensuite 
dx 

par  la  substitution  de  celte  valeuf  de  r,  dans  — - , ce.... 

coefficient  sera  négatif  pour  le  maximum  , et  positif  pour  le 

minimum  : si  ce  coefficient  est  nul , il  faudra  que  le 

x dar 

' . d4x 

soit  aussi  , et  .que  l’on  ait  — — — < o,  pour  le  maximum  , 

ux  , 

et  > o pour,  le  minimum , et  ainsi  de  suite.  Si  le  premier  des 
coefficicns  .différentiels  qui  restent  , est  d’un  ordre  impair , la 
fonction  ne  pourra  acquérir  une  plus  grande  ou  une  moindre 
valeur. 
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Si  la  fonction  était  donnée  par  l’équation 

/(•*>  r).  = ° = K, 

on  en  déduirait  (chap.  VI) 


27 1 


du 

dx 


du  du 

àT+^  = 0 « d’oü^  = -^- 

djr 

où  y'  désigne  ~~~  : la  condition  y'  = o , emporte  celle-ci: 

du  , 

— o ; et  au  moyen  ^de  ces  deux  équations 

du 

* = °> 

on  obtient  les  valeurs  de  x et  y par  lesquelles  f{x,y)  de- 
vient ou  peut  devenir  maximum  ou  minimum.  Cela  fait, 
on  a recours  a l’ëcjualiou  dérivée  du  second  ordre 

0 

d*ü  d*w  d’w  du 

d^'+2’dTd7-7  +-^yj+ 

qui,  à raison  dey'  = o,  çe  réduit  à 
d’u  du 


et  après  la  substitution  dans 


d’u 


du 


j — 7 5 — j — des  valeurs  précédem- 


ment  obtenues  pour  r et  j,  on  reconnaît  an,-,  signe  de  r" , 
s’il  y a maximum  ou  minimum..  Si  y11  — o , l’équation  dé- 
rivée du  troisième  ordre  se  "réduisant  à 

d3u  du 
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il  ne  pourra  y avoir  maximum  ou  minimum  à moins  que  y*n  ne 
% tl3« 

soit  aussi  =o  : d’où  l’on  conclut  -j— j-  = o.  L’équation-  dérivée 

du  quatrième  ordre , fera  connaître  la  valeur  et  le  signe 

, dV  ... 

du  -j  . ■ = y'r,  et  ainsi  de  suite. 

l’renons,  pour  premier  exemple,  la  fonction 
y = xr  : 

la  différentiation  donne 

•g-=**(i  + i*)  (*), 

on  posera  donc 

x1  ( i /*)  — 0 > d’où  Ix  = l 

parce  que  le  premier  facteur  x*  n’est  pas  nul  : conséquemment, 
en  passant  des  logarithmes  aux  nombres  , 


i 


e étant  la  base  des  logarithmes  népériens.  Pour  reconnaître  ri 
cette  valeur  correspond  à un  maximum  ou  minimum  , on 


(*)  De  la  relation  V — xr  , on  déduit  , en  pienant  de  part  et  d'autre 
les  logarithmes  népériens  , ou  le»  logarithmes  rapporté»  à la  hase  e , 
ly  = x ix  , dont  la  différentielle  est 


dx 

dx  X Ix  -4-  x — dx  ( Ix  + i) , 


et  consc^uemmcm , 


dy 

dx 


ss  r {lx  + i ) ss  srr(  i -t-/x). 

••ri 


\ 


m 

Gpogle 
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formera  le  coefficient  différentiel  da  second  ordre,  qui  est 

ày  ( 1 » 

"dx*"  *X  {-+(*  +&)*}» 

lequel,  par  la  substitution  de  ~ pour  x,  deviendra  positif: 

d’ob  on  conclura  que  cette  valeur  de  * rend  la  fonction  pro- 
posée un  minimum. 

Si  on  demande  le  nombre  * dont  la  racine  de  l’ordre  x 
soit  un  maximum  ; on  a,  pour  le  déterminer, 


d’où 


_dy 

dx 


y.=  Vx’ 

1 — Ix 


—y 


et  conséquemment 


4 


lx  = 1 : 

pour  cette  valeur,  on  trouve,. en  observant  que  x est  la  base 

, » 

e des  logarithmes  népériens  , -jX  < 0,  donc  e est;  en  effet, 
le  nombre  cherché. 

* 

Passons  à d’autres  questions  auxquelles  il  ne  faudra  pas  se 
borner. 

Probl.  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  deux  lumières , le  point 
le  moins  éclairé.  ■ f 

Si  l’on  désigne  par  b l’intervalle  entre  les  deux  lumières, 
par  x la  distance  de  l’une  d'elles  au  point  en  question,  et 
conséquemment  par  l — x celle  de  l’autre  an;  même  point , 
nous  avons  vu  ( Alg . in.  secl.)  que  c étant  l’intensité  de  la  pre- 
mière lumière  à la  distance  a}  et  d l’intensité  de  la  seconde 

à la  même  distance  , ~ et  — } ^ - représentaient  le» 

intensités  des  lumières  au  point  qui  est  à la  distance  x de 

18' 


* 
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jg  première  1 liinui'te  et  a Is  diiftunct  b * x de  le  sccotide> 
Or,  la  somme  de  ces  intensités  que  nous  représenterons  par 
y,  doit  être  un  iniiiiniurn  on  aura  donc 


± 

iir 


3 fa1 


+ 


a da’ 


W-  *Ÿ 


s=  o 


-, 


d’où  l’ojftltiwr  , ; 


*!>  91* 


X — 


by/c 


V'c  + v'ù 

Si  les  intensités  sont  égalés  c = d,  et  on  a 

•'  « { 

x = — : 

donc  le  point  le  moins  éclafrê"’ eSt'le  milieu  de  la  distance 

entre  les  deux  points  lumineux  ( Alg .). 

P u 

Probl.  Etant  donnée  une  ellipse  , assigner  les  diamètres 
conjugués  qui  font  entre  eux  , >/*  .plus  grand  angle  possible. 

Soient  a.  et  b les  moitiés  dû  grand  et  du  petit  axe  .d’une 
ellipse;  m et  n deux  demi-diamètres  conjugués,  et  9 l’angle 
entre  ces  demi-diamètres.  Ou  sait  ( Élém . de  Géom.  analy 

que  ® - 

ab  = mn  sin  <p , a*  + = m*  -J-  n’  : t , . 

' ' _ 1 ■ ■ V ! 

la  première  de  ces  équations  donne  , . 

. - , . ab 

Sin  (p  =u  . > . • . 


ntl  ou  tire  de  la  seconde 

„ - .•  71  = y/a'  -f-  b'  — m*; 

* ob-:-.-  ; - « V - : 

Jonc , si  l’on  désigne  sin  <p  par  y,  on  aura 

ab  ’ 


Ï — 


i y'd'1  -}-  b 1 — 


771* 
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îh'fférentions , en  observant  que  la  quantité  m est  seule  va^ 
riable , et  nous  aurons 


dy 


\/  a*  -j-  b * — m * — 


= — ab 


Va1- f-  b 1 — 


m1 


dm  { m 1 ( a 1 -f-  b1  — m1) 

ir  = o,  donne 

o’  4*  = 2m1  : 

' * *> 

a1  -f.  b1  = m1  -f-  n*  , 


d’ailleurs 


donc  on  aura  « = n.  Ainsi  ces  diamètres  conjugués  sont 
égaux. 

Pour  juger  si  l’angle  entre  ces  diamètres  est  un  maximum 
•u  un  minimum  , il  faut  passer  au  ; à cet  effet  de 


<*r 

dm 


on  déduira 


: — ab  S ~ aw-  ) 

(«*  + £*— -m*)*  J 


=—ab  m ' **  x ~ 4 m - sm’)d m*)  * -jj 

* m2)3  f > 

coefficient  qui , sous  l'hypothèse  s’  + i’  = am*,  de  laquelle 
on  tire  «*  + £»_  m* se  ,ëduit  à 


/\obmsx  -h  m 


m" 


i\ab 

~mT 


* dm* 
«n  observant  que 


\ 
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Il  y a donc  lieu , en  même  tenu , à un  maximum  et  à un 
minimum  j le  premier  répond  à 


valeur  qui  donne 


= 

* s ’ 


sin 


2 ab  a'  — b • 

® = — : — , d ou  COS  0 = — , 

y a%-\-b*  y a'  + b'  * 


et  de  là 


tang  <p  = . 


2 ab 


a1  — 6’ 


(0  i 


le  second  répond  à 


m 


=y^±t. 


d’où  l’on  déduit 


tang  (ji  = 


2 ab 

a'  — b * 


(2). 


On  sait  que  les  diamètres  conjugués  égaux  , sont  respecti- 
vement parallèles  aux  cordes  menées  des  extrémités  du  grand 
axe  à l’extrémité  du  petit  ; en  sorte  que  l’angle  entre  ces  dia- 
mètres , devient  égal  à l’angle  entre  ces  cordes , lequel  est 
maximum  parmi  tous  les  angles  inscrits  à l’ellipse , qui  s’ap- 
puient sur  le  grand  axe;  et,  en  effet,  la  valeur  de  tang 
donnée  par  (1),  est  celle  qu’on  trouve  pour  cet  angle;  la 
valeur  (2)  est  relative  à l’angle  supplémentaire  qui  est  celui 
de  deux  cordes  menées  des  deux  extrémités  du  petit  axe  à 
l’extrémité  du  grand  , et  qu’on  sait  être  un  minimum  entre 
tous  les  angles  inscrits  qui  s’appuient  sur  le  petit  axe. 

On  peut  se  proposer  d assigner  le  triangle  de  l’aire  maximum  , 
formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  d’une  ellipse , et  la  portion 
du  grand  aXe , comprise  entre  les  foyers.  Comme  dans  l’el- 
lipse , la  somme  des  rayons  vecteurs  est  constante , la  solution 
de  cette  question  exige  donc  celle  du  problème  suivant. 
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Probl.  Assigner  entre  tous, les  triangles  de  même  base  et  Je 
même  périmètre,  celui  dins  lequel  les  côtés  non  déterminés , 
sont  égaux  , en  supposant  qu’il  ait  été  démontré  que  la  surface 
de  ce  triangle , est  un  maximum. 

C’est  donc  ce  que  nous  allons  prouver.  Si  l’on  désigne  par 

k,  z,  t,  les  trois  côtés  d’un  triangle,  et  qu’on  pose 

k — z -]"■  t 

p — - , on  sait  que  S désignant  sa  surface  , 

S = Vp  (P  — k)(p  — z)  ( p — t). . . . . (i)  ; 
mais  z et  / étant  les  deux  rayons  vecteurs  en  un  point  quel- 
conque de  l’ellipse  , et  k la  distance  entre  les  foyers  , on  a cette 
équation  de  condition 

• Z -f-  / m 2 a y 

a étant  le  demi  grand  axe  de  l’ellipse.  Elevant  l’équation  (i) 
au  carré,  après  avoir  remplacé  / par  a a — z,  on  aura  celle-ci 

S'  — p (p  — k)  (p  — z)ip  -f-  z — au)  = o = (a), 

où  5 et  a sont  variables,  p , k et  a sont  des  quantités  cons» 
tau  tes.  On  en  déduit  (pag.  T.qi), 

d« 

*57  — + P ip  — k)  {p  -f  z — 2 a)  — p (p  — k)  (p  — z) 

du  . 

-jJ  = *Vp{p  — k)<j>  — jz)(p  + z-.2a). 

on  a doue  * 

— — P (p  — k)Jp^t  — 7.q)^p  (p_ k)tp  — z)  _ 
2Vp  {p~k)  {p — \ z ) {p  -(-  z — a a) 
condition  qui  revient  à celle-ci 

p (p  A)(2{-r2a)  = o,  d’où  c — a , 
et  conséquemment  aussi  / = a.  Ainsi  les  deux  rayons  vec-  ’ 
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leurs  aboutissent  à l’extrémité  du  demi  second  axe.  On 

f • « t 

-ensuite 


d*u 
dz 2 


u 


■et  conséquemment  ( pag.  271  ) 
■ ■'  d’u 

du 


d\S 


a P (P  — 


d«’ 


dS 


P [P  — *) 


a V p (p  — k)  (p  — z)  (p  + z — -Mil 


V'pip—k) 


VF  (P  — k)  (p  — a)  ( p — a ) 


V (P  — «)’ 


k k 

or  , p — h a et  a = -f-  d , d étant  la  distance  du 

a 2 

*fby€r  à l’extrémité  la  plus  voisine  dit  grand  axe;  donc 

,p  = £ -f-  d , d’où  p — X-  = d , et  conséquemment 

< • d\9  __  , Vpd 


di» 


y 

r 4 


Donc  l’aire  du  triangle  ainsi  déterminé  , e$t  un  maximum. 

I ig.  i5.  prob|.  Etant  données  une  ligne  AD  de  longueur  et  une 
autre  CNO  de  position , trouver  le  point  N sous  lequel  on 
voit  la  ligne  AB  sous  le  plus  grand  angle  possible. 

On  a 


» 


tang  BNA  — ,tang  ( B NK  — AN  K) 

- - - — tang/?A7À" — tang  ANK 

. . • 1 tang  BNK  X tang  ANK 

Si  l’on  désigne  CN  par  x , CA  par  a,  CB  par  b , d’où 
BA  = b — at de  Sinus  dé  l’angle  NCB  par  m et  son  cosinus 
par  n,  et  que  l’on  abaisse  la  perpendiculaire  NK  sur  CB  ; 
on  aura 


* 


* 
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NK^&mx,  CK  — nx } • 

■n-.jrr  BK  b — nx  * AK  a — nx 

tang  BNK  — — = — — , taug  ANK  : 


- ♦ 

{b  — a)  mx' 


mx 


NK  mx  ' ° — NK 

# 

et  conséquemment 

tang  BNA  — : : = y. 

ab  — (a  -|-  bj  nx  J 

On  trouvera 

■ 

• ÈL 

dx  ’ ' J \ {x*  — (a  -f-  b)  ni  % ab) 

d’où  on  déduira 

v ’ — —*  ic*  =t  ebi  ' 

Si  l’on  fait  passer  par  les  points  A et  B donnés  une  cir- 
conférence tangente  à la  ligne  CO , et  que  N soit  le  point  de 
tangeDce,  on  aura  " • * 

CB  : CN  5:  CN  : CA  , d’où  a:’  = ab. 

< ' ' /«*• 

Q îy 

Le  coefficient  différentiel —j — - après  la  substitution  de  ab 
pour  .r’,  devient 

•>  I(.  ^X%  {2oi  — (a  + b)  n yab\*  * . 

quantité  essentiellement  .négative  , en  observant  que  b est 

> «• 

Considérons  enfin  le  cas  où  la  valeur  de  x tirée  de  l’égalité 
a zéro  du  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  , rendrait 
infini  l’un  des  coefflciens  différentiels  qui  doivent  rester  pour 
qu’il  y ait  maximum  ou  minimum  j et  alors  le  développe- 
ment de  J (x  ^ i)  serait  fautif  pour  cette  valeur  de  x. 

Soit,  par  exemple,  : ““  • 

X — 1 + (*  — ,•  . , 
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la  fonction  qu'il  s’agit  de  rendre  maximum  ou  fhinimurn. 
On  aura  , 

» 

y — s ( * — ^1==0>  d’où  x — a , 
valeur  qui  donne 


jr"=^r 


10 


; CO  ■ 


9V  (*  —•«) 


Pour  juger  ce  qui  arrive , pour  cette  valeur  de  x , on  fera 
directement  les  deux  développemens 

/(o  + 0 = b + /,  /(a  - i)  b b - 

et  on  reconnaîtra  que  la  fonction  ne  comporte  ni  maximum 
ai  minimum. 

Au  contraire , pour  la  fonction 

4 

y — h -f(;r  — a)5, 

on  a toujours  x =z  a pour  y — o , valeur  qui  rend^®  = 30  r 
mais  alors 

/(«•+•*>=  b + â , f(a  — i)  = b + i1. 

D’où  l’on  conclut  que  x — a et  y = b rendent  la  fonction 
proposée  un  minimum.  On  aurait  un  maximum  "pour  la 
fonction 

J—  b — (x  — a )K 

■ #**'"*’  ' r ‘ r 

On  peut  se  proposer  ces  fonctions  plus  générales 

/ = 6 + (j-a)*, 

n étant  successivement  supposé  un  nombre  pair  et  impair. 
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Des  Points  singuliers. 


, i°.  Des  Points  multiples. 


Lorsque  plusieurs  branches  d’une  même  courbe  . viennent 
se  rencontrer  en  un  point , ce  point  est  multiple  ; il  est 
double , s’il  répond  à deux  branche  ; triple  , s’il  répond  à 
trois,  etc. 

Considérons,  pour  plus  de  simplicité,  un  point  double,  et  Fig.  16. 
soit  m ce  point  : il  est  formé  par  intersection  des  branches 
Ampn , nqmC , ou  par  celle  des  branches  Ampn , nqmC'. 

Représentons  l’équation  de  la  courbe  délivrée  de  radicaux 
par  u = o , u étant  une  fonction  rationnelle  de  x et  y , et  par 

du  du 

~te+-tyy'  — 0’  * * •<,)»  - 

la  dérivée  du  premier  ordre  de  u = o , étant  aussi  des 

d x oy 

fonctions  rationnelles  .de  x et  y.  ' 

11  se  présente  deux  cas  à examiner  s i”.  celui  où  les  deux 
branches  de  la  courbe  se  coupent  au  point  m j a°.  celui  où 
elles  se  touchent  en  ce  point. 

ier.  Càs.  Il  est  visible  que  l'équation-  (1)  donnera  une  va- 

(Jy 

leur  unique  d^  -j— • pour  chaque  ppint  de  la  courbe , autre 
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que  le  point  m:  car  au  point  m où  les  deux  branehes  vien- 
nent se  couper,  la  valeur  de  -j— - cloit  être  double  , puis* 

qu’en  ce  point  , chacune  des  tangentes  doit  avoir  sa  valeur 
distincte  de  celle  de  l’autre  ; or , comme  il  est  impossible  de 
tirer  de  (1),  cette  double  valeur  de  y' , parce  que  y'  est  à 

d«  du  , 

la  première  puissance,  et  que  — — et  — — sont  des  fonctions 

rationnelles  de  y et  x , on  doit  donc  avoir  y’  = § , apres  la 
substitution  faite  des  coordonnées  du  point  m pour  x et  y 
du  dn 
da-  ’ de- 


dans — — , 


Ainsi  on  aura 


du 

dir 


du 

dj 


- =o. 


par  le  fait  de  ces  substitutions. 

ae.  Cas.  Supposons  que  les  deux  branches  se  touchent,  ei 
qu’elles  aient  au  point  m un  contact  de  l’ordre  n : -alors  les 
n premiers  çoefficieus  différentiels  .auront  les  memes  valeurs 
pour  les  deux  branches  ( chap.  XVI  ) j niais  celui  de  l’ordre 
n -f- 1 devra  prendre  deux  valeurs  différentes.  Or,  si  on  dif- 
férenlie  n fois  de  suite  l’équation  (i\y  on  arrivera  à une  équa- 
tion dérivée  de  cctta  forme  (chap.  VI) 


d"+I  r 

i,/-d^+i  = ° 


(a)> 


d v"‘  , du  , . 

-f—  , et  M represc-nte  — — , en  observant  que 

d.r'‘  «J y ■ ■ :■) . 


pu  L est  fonction  de  x , y et.de»  coetïiciens  différentiels 
dx 

le  coefficient  différentiel  de  l’ordre  le  plus  élevé , a toujours 
même  coefficient  • dans-  -les  dériyées  successives  tle  l’équa- 

■ ' 1 y 

tion  «=:o  (chapi-Vl).  Il  foudra  d&tic  .que  ' 
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prenn&  deux  valeurs,  ce  qui  est  impossible,  puisque  l’équa- 
tion (2)  est  du  premier  .degré  en  et  que  M et  L sont 

des  fonctions  rationnelles  en  1 et  /.  . 

On  devra  donc  avoir  M — O,  par  la  substitution  des  coor- 
données x et  y du  point  m : donc  en  vertu  de  l’équation  (1$ 

~ . ,,  du  __  du 

dans  laquelle  — ; — est  M , oh  aura  encore  — — = 0. 

d \y  dx 

Il  est  donc  démontré  qu’au  point  multiple , la  valeur  de 

se  présente  toujours  sous  la  forme  — , soit  que  les  bran- 
dx  o 

elles  de  la  courte  sc  coupent^  soit  qu’elles  se  touchent.  Mais 

ce  qui  distingue  le  premier  cas  du  second  , c’cst  que  y'  prend 

plusieurs  valeurs  au  .point  où  plusieurs  branches  se  coupent, 

tandis  qu’il  n’en  prend  qu’une  seule  au  point  ou  plusieurs 

branches  sc  touchent. 

Mais  il  importe  d’observer  que  l’inverse  de  cette  proposi- 
tion n’a  pas  toujours  lieu  , c’est-à-dire,  que  les  coordonnées 

d u d 11 

d’un  point  de  la  courbe , étant  substituées  dans  — , -r— 

dj  dx 

peuvent  rendre  ces  fonctions  nullcs  , sans  que  pour  cela  le 
point  soit  multiple. 

Pour  le  faire  voir’,  prenons  l’équation 

— (x I )"*  X = O , 

dans  laqaclle  m est'  un  nombre  ertliet-  pair  on  impniK'Fld 
differentiant  cette  équation  , on  en  tire  cette  valeur  du 


4r 

dx 


m (x  — 1 )m~t  x -j-  ( x — 1 )"* 
— mym~'  1 


valeur  qui  devient  — au  point  de  la  courbe  x = 1 , qui  doun« 

y = o.  Or  ce  point  est  double  ou  simple,  selon  que  m est  ==;a 
ou  = 5 ; car , dans  le  second  cas , la  courbe  n’a  qu’une  seule 
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branche,  et  par.  conséquent  aucun  point  multiple,  et,  dan* 
le  premier,  elle  a deux  branches  qui  viennent  se  couper  an 
point  en  question. 

On  a donc  cette  règ’e  pour  découvrir  les  points  multiples.  * 
L’équation  de  la  courbe , délivrée  de  radicaux,  étant  u = o, 
et  sa  dérivée  dix  premier  ordre  étant  • 

du  du  „ , 

dT+ d7^ 


, , . . du  du  ...  ,, 

•on  posera  les  deux  équations  -j—  = o , -j—  = o , d ou  lo* 

tirera  un  nombre  déterminé  de  valeurs  réelles  de  x «ly7  on 
les  substituera  dans  u=oj  et,  en  ne  retenant  que  celles  de 
ces  valeurs  qui  satisfont  à cette  équation  , on  sera  sûr  d’avoir 
les  coordonnées  de  tous  les  points  de  la  courbe  qui  peuvent 
être  des  points  multiples.  On  reconnaîtra  ensuite  si  ce  point 
est  effectivement  multiple  , en  examinant  le  cours  de  la  courbe 
de  part  et  d’autre  de  ce  point. 

Lorsque  pour  des  valeurs  déterminées  de  x et  y,  l’équa- 
tion ( i ) devient  identiquement  nulle  , ainsi  qu’il  arrive  au 

d v 

point  multiple,  il  est  impossible  d’èn  tirer  la  valeur  de 

et  il  faut  alors  avoir  recours , pour  déterminer  cette  valeur  , 

à la  dérivée  du  second  ordre  de  u ss  o , laquelle  à cause  de 

du  , ' , , , df 

-j — = o , est  du  second  degré  en  y’  op  en  — — , et  est  propre 

à donner  la  double  valeur  de  y1.  Si  y'  comporte  plus  de 
deux  valeurs,  ou  si  le  point  est  triple,  la  dérivée  seconde 
devient  insuffisante  , et’’  il  faut  recourir  à la  dérivée  troi- 

. d y 

sième  qui,  après  les  réductions  , donnera  par  une  équation 
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(lu  troisième  degré,  et  ainsi  de  suite,  pour  les  points  d’au  plut 
haut  degré,  de  multiplicité»,  « 

Proposons-nous  de  rechercher  si  la  courbe  représentée  par 

cy1  -{-  xs — hxx  ~ o ==  «, 

comporte  un  point  multiple,  et  de  reconnaître  le  degré  de 
multiplicité  de  ce  point.  Conformément  k la  règle  énoncée, 


nous  calculerons 


du 

dy 


du 

= 'lay  i = 3 X*  — 2 bx , et 


nous 


aurons  ces  deux  conditions 


2<y  = 0,  ‘Sx’’  — 2 bx  O , 

desquelles  on  tire  y ~ o , x = o,  x — ±b.  Mais  des  deux 
valeurs  de  x , la  première  seule  prise  avec  y o , satisfait  à 
la  proposée , en  sorte  qu’il  existe  un  point  ihultipig  doat  Jts 
coordonnées  sont  y=  o,  x ==  q.  Pou.-  reconnaître  le  degré 
de  multiplicité  de  ce  point;,  nous  passerons  à i’équalioa  dé-T 
rivée  du  second  ordre  , de  laquelle  on  (ire 


f Ajr  V— 


6x 


dx  J 


2 a 


2 b \ 

— 


et , pour  x — o , 


donc  le  point  en  question  est  double , puisqu’il  ne  com- 
porte que  deux  tangentes,  et  il  est  une  intersection  de  deux 
branches.  , ^ * ■ • ' _ 

Si  b esP  négatif  dans  la  proposée  , alors 

. . . • * . » , • • , ■ . è i • t • * • ' ’ » • f 

d !r  . a y b 


dx 


Pour  expliquer  ce  fait , on  observera  qu’à  des  abscisses 
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négatives  comprises  entre  ar=  o et  ürè,  répondent  ton  jours  , 
dans  la  courbe  en  question,  des  ordonnées  imaginaires  $ que 
pour  des  abscisses  nçgatiyes  x as  h et  x >-J&,  les  ordonnées  sont 
réelles,  qu’à  des  abscisses  positives  quelconques  , répondent  des 
ordonnées constamihent  imaginaires.  D’oil  l’on  conclut  que  l’ori- 
gine est  un  point  isolé  o u détaché  , mais  qui  fait  cependant  sys- 
tème avec  les  autres,  points  de  la  courbe,  puisqu’il  est- lié  avèc 
eux  par  une  meme  équation  : donc  les  tangentes  calculées, 
pour  ce  point , doivent  être  imaginaires.  Ce  point  est  encore 
dit  conjugué:  nous  allons  donner  la  théorie  qui  concerne  Oès 
sortes  de  points. 


2°.  Des  points  conjugué^..  ' ""-"I'  *• 

Les  “points  conjugué*,  d’une  courbe,  sont  donc  des  points 
entièrement  séparés  des  branches  de  cette'  courbe  , et  qu’on' 
regarde  comme  faisant  partie  de  la  Courbé , parce  que  leurs 
coordonnées  satisfont  à sbn  équatioir.  1 


D’après  cela,  si  m est  un  point  conjugué,  et  que  l’abscisse 
de  ce  • point , soit  x — a , il  faudra  qtf,e  Ja  valeur  de  l’or- 
donnce  qui  répond  à x—a,  soit  réelle,  et  que  celles  qui 
répondent  à x = a ± i,  soient  imaginaires , i étant  une  qùah-' 
tité  quelconque  indéterminée-,  aussi  petite  qu’on  voudra. 

Or,  ces  valeurs  de  l’ordonnée,  seront  données  par  la  série 
convergente 

..  . “ jc;.  r.-i  J.  : :j 


dŸ  ‘-  d’y  ' ’d? 

J ■ 1 “t*  1 etc. 


Y ■ — i -4-i "4-  _ — - , — — -4- 

J d.c  da:1  1.2  da:3  1.2. 3 


».»■ ■ 


ilO-C  >•  "î  ■*. 

dans  laquelle  on  doit  faire  x = a ; il  faudra  donc  que , dans 

-1  ' * dv  A'y 

la  suite  infinie  des  copfïîciens  diffërentigls  — — , — - , etc. , 

U- s’en  trouve  qui,  pour  x~a,  o 'aient,  que  dès  valeurs 
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imaginaires  ; et , réciproquement , si  cette  circonstance  a lieu  , le 
point 'dont  l’abscisse  — a,  sera  utl  point  (conjugué'. 

En  partant  de  cette  propriété  des  points  conjugués  , on 
peut  aisément  prouver,  qu’en  ces  points,  comme  aux  pointa 

multiples,  la  valeur  du  — — , déduite  de  l’équation  de  la 

courbe  , délivrée  de  radicaux , doit  se  présenter  sous  la  forme 
o d"  1 y 

— : car  en  supposant  que  , soit  le  premier  coeffi- 

cient  différentiel  qui  devienne  imaginaire,  pour  x s:  a , lit 
.valeur  de  çe  coefficient , ne  pourrait,  être  donnée  par- 

d'"h,y 

M d~n.Ç-7'+  L —°  ’ * * *(*)> 


puisque  M et  L ne  contiennent  pas  de  radicaux,  même 
après  l’élimination  de  y')  y"y  y"' • ••  • y è"  — *î  : il  faut  donc 

, . »,  du  ,,  • . ~,V  »*..  du  • . . 

qu  on  ait  Jll  = = 0,  et,  d apres  1 équation  (1),— — = 0 ; ainsi 

liy  dx  * 

la  Vale'ûf  de  devra  se  présenter  sous  la  forme  — , Les 
dx  o 

points  conjugués  seront -donc  détermines , comme  on  Ha  déjà 

vu  par  un  exemple,  en  même  tems.  que  les  jpuints  multiples, 

et  par  la  règle  énoncée  ci-dessus.  ' >■ 

5°.  .Des  limites  d’une  courbe  dans-  le  sens  dès  ordonnées  r 
..  1 : 1 et  dans  celui  des  abscisses.  1 . 

On  sait  déjà  que  la.  tangente  k.  la  courbe,  est  parallèle  à 

; -r,  * ..  < dy 

l’axè  des  abs'cissc-s  aux  points  ou  la  valeur  de  est  nulle, 

»•  . • ' .,  1.11.  ....  dX 

et  que  cette  tangente  . est.  perpendiculaire  au  'même  axe  aux 
points  oit  la  valeur  de  est  infinietj  et  que,  réciproque- 
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ment , lorsque  la  tangente  en  un  point  d’une  courbe  , est 
parallèle,  ou  perpendiculaire  à l’axe  des  abscisses,  la  valeur 
(W  t 

de  -y - est  nulle  ou  infinie, 
dar 

On  déterminera  donc  les  limites  d’une  courbe  dans  le  sens  , 

des  ordonnées  , et  dans  le  sens  des  abscisses , en  posant 

, , . . dy  dy  i 

successivement  les  équations  = o , — — = — — as  ; ces 

ax  dx  o ' 

équations  combinées  avec  celle  de  la  courbe , donneront  les 
Coordonnées  de  tous  les  points  qui  peuvent  être  des  limites 
de  cette  courbe  ; mais  il  ne  faudra  pas  conclure  que  tous 
* les  points  ainsi  trouvés  répondent  effectivement  à des  limites  , 
et  il  n ’y  aura,  ,en  général,  d’autre  moyen  de  s’en  assurer, 
que  d’examiner  le  cours  de  la  courbe  vers  chacun  de  ses 
points. 

' ' • * 4 « * . * ' *’  * < 

4®.  Des  points  d'inflexion  et  des  points  de  rebroussement. 

D’abord  soit  j — fx  l’cqualion  d’une  courbe  : comme  on  > 

. i* 

peut  prendre  * assez  petit  pour  que  le  signe  dey"  soit  celui 

^ -I  * I * 

de  y" (-  le  reste  du  développement , on  Voit  que  l'ordon  - 

2 ’ ’J  ' 

née  f(x3zi)  de  la  courbe,  sera  plus  grande  ou  plus  petite  que 
l’ordonnée  y 'dry'  t de  la  tangente,  suivant  que  y"  sera  positif 
,7  ou  négatif ; en  sorte  que , dans  le  premier  cas,  la  courbe  tour- 
*l  *8-  nera  sa  convexité  vers  l’axe  des  abscisses;  et,  dans  le  second, 
elle  présentera  sa  concavité  au  même  axe.  . 

Ainsi  au  point  M où  la  courbe  de  concave  devient  convexe 
Vers  l’axe  xiX,  point  qu’on  nomme  inflexion  , y"  doit  changer 
de  signe,  ce  qui  exige  qu’en  ce  point,  y."  soit  nul  ou  infini. 
C’est  au  reste  ce  qui  va  être  énoncé  plus  généralement. 

Soit  y = fx  l’cquation  d’une  courbe  résolue  pnr  rapport 


I'ifi 
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à _y,  et  soient  e et 'A  l’abscisse  et  l’ordonnée  d'un  point  m 
détermine  de  cette  courbe.  L’ordonnée  qui  répond  à l’abs- 
cisse x—  a -f-  i , c’est-à-dire,  la 'fonction  f (a  i)  pourra 
toujours  être  développée  en  une  suite  de  cette  forme 

A -f-  Bim  -j-  Ci*  -J-  DP  -1-  Ef  -{-  etc. , 

•'  . ♦ 

« , ,3,  y,  Sr  etc. , étant  une  suite  d’exposans  positifs  et  crois- 
sans  , et  le  premier  ternie  du  développement  étant  l’ordonnée 
du  point  m.  Les  coefiiciens  A,  B,  <?,  D , etc.  seront  tous 
réels  , si , comme  nous  le  supposons  ici , le  point  m que 
nous  considérons,  n’est  pas  un  point  conjugué. 

«f 

Si  l’exposant  « est  plus  petit  que  l’unité,  la  valeur  du 


dy  . 

— — qui  n est  que 


d/(  J+i) 
d i 


pour  » = o,  ( pag.  117)  sera 


infinie  au  point  m ; pat  conséquent  la  tangèntc  à la  courbe 
en  ce  point,  sera  perpendiculaire  à l’axe  des  abscisses  j si , au  con- 


traire, cet  exposant  est  plus  grand  que  l’unité,  la  valeur  du 


dx 


sera  nulle  an  point  m , et  la  tangente  à la  courbe  en  ce  point , 
sera  parallèle  à l’axe  des  abscisses  } c'est  ce  qui  peut  arriver  dans 
des  points  soit  d’inflexion  soit  de  rebroussement,  comme  nous 
le  ferons  voir  par  des  exemples  placés  à la  suite  de  la  théorie. 

Si  donc  on'  suppbse  que  l’on  ait  déterminé  d’avance  le*  points 
de  la  courbe  , quels  qu’ils  soient , dans  lesquels  la  tangente  est 
perpendiculaire  ou  parallèle  à l’axe  des  abscisses,  et  qu’il  ne 
s’agisse  plus  maintenant  que  de  ceux  où  la  tangente  est 
'indicée  sur  ce  même  axe,  on  aura  «='1  , et  le  développe- 
ment deviendra  * 

• t 

A-\-Bi-y  Cf  -f  D?  + Ef  -f  etc. 

Cela  posé  , en  prenanGpour  i une  très-petite  quantité  posi-  ^ 
tive  ou  négative,  cette  série  sera  convergente,  et  elle  dou- 
. nera  la  valeur  de  J {a  + *') , ou  celle  d ef*a — f);  or  il 

* ■ » 
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*c  •présente  ici  deux  cas  à examiner  : i*.  celui  où  aucun  de* 
exposants  fi  , y,  i , etc.,  n’est  une  fraction  de,  dénominateur 
pair  j 20..  celui  où  il  se  trouve  de  pareilles  fractions  parmi-  les 
exposans,  en  supposant  toutes  ces  fractions  fi,  y,  ï,  etc.  , 
réduites  à la  plus  simple  expression  , et  alors  ou  les  deux  termes 
sont  impairs  , ou  l’un  est  pair  et  l’autre  impair. 

Dans  le  premier  cas,  c’est-à-dire,  si  l’exposant  fi  est  nombre 
• impair  , ou  une  fraction  dont  les  deux  termes  soient  des 
nombres  impairs , la  courbe  subira  une  inflexion  au  point  m. 
En  effet , si  l’on  conçoit  une  tangente  à la  courbe  au  point  m , 
la  différence  entre  l’ordonnée  de  cette  tangente  , et  celle  de 
la  courbe  , pour  une  abscisse  x = a -J-  * , différence  qui  se 
compte  d'c  la  tangente  , sera  exprimée  par 

A — c/  -f-  Di 7 -f*  I£i  -*}-  etc.  • 

comme  on  pourra  toujours  prerfdre  pour  i une  quantité  positive 
ou  négative  assez  petite  pour  que  le  signe  du  premier  terme 
Ci5  décide  du  signe  de  la  totalité  de  la  série  , ce  premier 
terme  changera  de  signe  avec  i , dans  l’hypothèse  actuelle  ) 
donc  la  tangente 'qui  était  au-dessus  de  la  courbe,  à droite 
du  point  de  tangence,  par  exemple  , passera  au-dessous  de  la 
courbe,  à gauche  du  mèmç  'point,  ou  vice  versa  ; par  con- 
séquent lu  tangente  coupera  la  courbe  eq  m , et  la  courbe 
sera  infléchie  en  ce  point.  Si  le  dénominateur  de  fi  étant 
toujours  impair,  le  numérateur  est  pair,. la  courbe  rte  pré- 
sentera rien  de  particulier , parce  que , pour  i positif  et  né- 
gatif, le  terme  Ci*  qui  donne  son  signe  au  développement, 
sera  toujours  réel  et  de  même  signe  ; ainsi  la  tangente  sera 
toute  euticre  au-dessus  ou  au-dessous,  de  la  courbe  à droite 
et  à gauche  du  point  de  tangence.  Même  conclusion,  dans  le 
cas  où  fi  est  un  nombre  entier  .pair. 

Toutes  les» fois  que  l'exposant  fi  est  différent  du  nombre  a, 

' fc 


e 
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la  valeur  du  est  nulle  ou  infinie  pour  x s=  a ; nulle  si 
$ surpasse  2 , et  infinie  si  /S  est  < 2 en  observant  toujours 

d’J  d*  y .(*  -f-  l)  . y • 

<Iue  ^ p0Ur  » = 0 e<  * = « (l^\>  ',7)’ 

(l’ V ^ 

De  ce  qu’en  tout  point  d’inflexion,  la  valeur  du  — — cSt  néces- 

. dxï-...3,  ..  ... 

sairement  égale  à zéro  ou  à l’infini , ainsi  que  nous  venons  de  le 
démontrer,  il  s’ensuit  que  si  i’on  Lue  de  l’éqaation  tlej.la 


courbe  la  valeur  de 


d"’  y 


sous  la  forme  d'une  fraction 


M 

,JVJ 


il 


faudra  faire  successivement  M o,et  N = o ; et,  en  com- 
binant ces  équations  avec  celle  de  la  courbe,  on  détepmifiera 
les  coordonnées  de  tous  les  points  de  celte  courbe  ; qui 

v * d’r  -■  ■ - 

peuvent  être  des  points  d’inflexion  , parce  que  - — • peut  avoir 

-«  ' * - ,■  , . e 1 • 

une  valeur  nulle  ou  infinie  en  des  points  où  il  n’y  ait  pas 

inflexion.  Il  faudra  ensuite  discuter  le  cours  cjp  la  courbe  vers 
chacun  de  ces  points  , pour  reconnaître  s’ils;  répondent 
effectivement  à des  inflexions  de  la  courbe. 

Examinons  maintenant  le  cas  où,  parmi  les  exposans 
/B,  y , , etc.,  il  se»1rouve  des  fractions  de  dénominateur 

pair,  et  alors  les  numérateurs  correspoudans  ne  peuvent  é,t>e 
que  des  nombres  impairs.  , - 

Il  est  évident  que  , dans  ce  cas , la  valeur  de  l'une  des 
fonctions  f(  a -f-  i ) , f (a  — »’  ) est  réelle  , tandis  que  celle  de 
l’autre  est  imaginaire;  la  courbe  a donc  des  points  d’un  côte 
.du  point  m , et  elle  n’en  a pas  du  côté  opposé  ; par  consé- 
quent ce  point  est  oti  nn  point  de  rebroussement , ou  une 
simple  limite  de  la  courbe  dans’  le  sens  des  abscissfS.  Mais 
en  un  point  de  cette  dernière  espèce,  la  tangente  à la  .courbe 
serait  perpendiculaire  à l’axe  des  abscisses , ce  qui  serait  contre 
la  supposition  faite  qu’on  a déterminé  d’avance  les  points  da 
. X ’ 


à 


v 
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l»cfturbe,  où  la  tangente  est  parallèle  ou  perpendiculaire  à 
cet  axe.  Le  point  m est  donc  un  point  de  rebroussement. 

Réciproquement,  lorsqu’une  courbe  doit  avoir  un  rebrous- 
sement au  point  m dont  l’abscisse  ît=«,  l’inspection  de  la 
figure  fait  voir  que  l’ordonnée  de  la  courbe  doit  avoir  une 
valeur  unique  pour  x zx  a,  deux  valeurs  distinctes  pour  x=a-^-if 
et  devenir  imaginaire  pour  x = a — i.  Il  faudra  doifc  que 
l'équation  de  la  courbe  résolue  par  rapport  à l’ordonnée,  et 
que  nous  avons  représentée  plus  haut  pary=_/x,  renferme 
un  radical  pair  de  x — a,  qui  deviendra  nul  pour  x — a , 
qui  aura  deux  valeurs  pour  x — a -j-i,  et  qui  sera  imaginaire 
pour  x = a — i : par  conséquent  le  développement  ci-dessus 
de  /(a+i)  contiendra  un  radical  pair  de  i,  et  , c’est  ce 
qui  introduit  des  fractions  de  dénominateur  pair  parmi  les 
exposans  /3,  y , etc.  On  observera  que  si , sous  le  radical 
pair,  il  se  trouve  a — x au-licu  de  x — a,  l'hypothèse 
donnera  des  valeurs  imaginaires,  tandis  que,  pour 
x ~ o ■ — i,  o»  aura  des  valeurs  réelles.  Ainsi  dans  le  pre- 
mier cas,  les  deux  branches  qui  forment  le  point  de  rebrous- 
sement seront  à droite  de  ce  point , et  dans  le  second  cas  , 
elles  seront  à sa  géuche. 

On  a un  point  de  rebroussement  de  la  première  espèce  ^ 
' lorsque  les  deux  branches  de  la  courbe  laissent  entre  elles  la 
tangente.  Pour  ce  point,  les  deux  valeurs  de  la  différence, 

A = Ci*  -f  Di1  + Et1 , 

• 

entre  l’ordonnée  de  chacune  des  branches , et  celle  de  la  tan- 
gente" pour  une  même  abscisse  i , quelque  petite  qu’elle 
•oit,  doivent  être  de  difïerens  signes,  pour  que  la  tangente 
de  laquelle  on  compte  ccs  différénees  , Se  trouve  entre  les 
deux  .branches  ; condition  qui  ne  peut  être  remplie  analyti- 
quement, qu’autant  que  l’exposant  /3  dans  le  premier  terme 
ilt  a,  sera  une  fraction  ayant  un  dénominateur  pair,  afin 
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que  A ait  aussi  un  double  signr,  et  prennb  ‘ainsi  deux  va- 
leurs de  signes  contraires.  Ainsi  la  forme  de  l’équation  d’une 
courbe  qui  offre  tin  rebroussement  de  la  première  espece  , 
deit  être  telle  qu’aprês  avoir  changé  ar  en  A-f-i  ou  en  a — i, 
a étant  l'abscisse  du  point  de  rebroussement,  et  effacé  le 
terme  sans  i et  celui  de  première  puissance  en  i,  !e  premier 
des  termes  restans , renferme  une  puissance  fractionnaire  de  i , 
à dénominateur  pair.  „ . . , 

Passous  maintenant  au  point  de  rebroussement  de  la  se- 
conde espèce , qu’on  nomme  ainsi,  parce  qu’il  . est  formé  de  ^ 
deux  branches  qui  laissent  au-dessus  ou  au-dessous  d'elles  la 
tangente  en  ce  point.  Il  est  visible  que  les.  deux  valeurs  de 
la  différence  A , pour  une  même  valeur  de  i , quelque  petite 
qu’elle  soit , doivent  avoir  le  même  signe  j ce  qui  ne  peut 
arriver , à moins  que  le  premier  ternie  de  la  différence  A qui 
donne  son  signe  au  développement,  ne  contienne  une  puissance 
enlièro  de  i , et  que  l’un  des  suivans  n’ait  deux  signes.  On  voit 
donc  que  les  équations  des  courbes  qui  offrent  un  rebrous- 
sement'de  la  seconde  espèce  , doivent  être  telles  qu’après  avoir 
écrit  a -f.  i ou  a — - i pour  x , a étant  l’abscijse  du  point  de 
rebroussement , et  effacé  les  termes  sans  i et  de  première  puis- 
sance de  i , le  premier  terme  du  développement  ordonné  suivant 
les  puissances  de  i , soit  un  terme  de  puissance  entière  de 
cet  accroissaient.  i . 

Ai  pli  quant  aur-~rcbrous$emens  de  la  première  espèce , la 

. _ d’y  . ' . '-y  • . . 

valeur  du  est  toujours  nulle  ou  "infinie  , puisqu’en  ces 


points,  l’exposant  0 étant  toujours  fractionnaire , 


dy  ( a + i ) 
. d<* 


, , dy 

, se  réduit  à (pag.  117)  <pour  l’un  de 


qui , pour  1 : 

ses  termes  0 ( & — 1 ) C\&— *,  et  qu’ainsi  , pour  /?  > 2 , c*3 
coefficient  sera  nul,  taudis  que  pour  £<2,  il  sera  infini. 
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Quant  aux  points  de  rebrousscmens  de  la  seconde  espèce  , le 
calcul  différentiel  ne  peut  fournir  aucune  règle  pour  les  trouver 
(directement  ; les  considérations  précédentes  en  donnent  la 
raison  ; car  le  terme  <|ui  doit  contenir  une  puissance  fraction» 
. nairc  de  i,  dans  le  développement  de  f(a-\-i)  n’étant  pas 
deteriyiné , on  ne  peut  pas  dire  quel  est  le  premier  coeffi- 
cient différentiel  qui  doit  devenir  infini.  * 


Lorsque  dans  le  rebroussement  de  la  seconde  espèce , le 
coefficient  dans  le  premier 'terme  de  la  différence  A,  sera  positif, 
et  que  d'ailleurs  les  branches  s’étendront  dans  la  région  des 
abscisses  i positives,  les  deux  branches  seront  au-dessus  de'  la 
tangeule,  par  rapport  à l’axe  des  x ; lorsqu’au  contraire  ce 
coefficient  sera  négatif  dans  le  cas  supposé  , les  deux  branche* 
tomberont  au-dessous  de  celte  tangente.  Il  est  d’ailleurs  facile 
de  voir  que  les  deux  branches  pourront  s’étendre  à droite  ou 
à gauche  du  point  de  rebroussement  / ainsi  que  nous  l'avons 
expliqué  à l'égard  de  celui  de  la  première  espèce. 

JDù,  reste,  les  points  de  rebroussetnens  des  deux  espèces, 
pouvant»  être  considérés  comme  des  points  multiples,  on  con- 
nût déjà  la  règle  qui  les  fera  trouver. 

On  voit  donc  que  le  calcul  différentiel,  fournit  des  règles 
certaines  pour  trouver  les  points  d’une  courbe,  qui  ]>euvcnt 
être  des  points  singuliers , lorsqu’on  connaît  l’équation  de 
cette  courbe;  mais  pour  reconnaître  si  les  points  de  la  courbe, 
indiqués  par  le  calcul  différentiel,  sont  effectivement  déi points 
s^guliers  , ainsi  que  pour  en  reconnaître  la  nature  , il  n’y  a 
pas  de  moyen  plus  assuré  , du  moins , en  général  , que  dis- 
cuter le  cours  de  la  courbe  aux  environs  de  ces  points. 

IN’ous  allons  ajouter  quelques  exemples  à ceux  que  nou* 
avons  déjà,  traités. 

i°.  Recherchons  si  la  courbe  de  l’équation 
■Sv  <zy3  .-ni  xzy  — bxi  ~ 0 , 
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comporte  des  points  multiples  : on  en  déduit 

( 3ôy%  — x3  )y'  — 3x’  {y  -f-  b ) = o , 
bay-j-'* — 6x‘y'  — 6 x (y  y b)  = o, 

6 ayn  — x’&xy'  — 6y — 6 b — o ^ 

en  omettant  les  ternies  en  y" , y1"....  qui  disparaissent,  ainsi 
qu’on  "a  vu  dans  la  théorie.  On  a donc  les  deux  équations 

3ay%  — x3  = o,  x*  ( y + b ) = o j 

* 4 _ _ 

desquelles  on  tire  y = — b , x = ÿ ’bab'  qui  ne  Satisfont  pas 
à la  proposée  j puis  x = o , y — o , solution  de  cette  équation. 
L’origme  peut  donc  être  un  point  multiple.  Pour  ce  point 
tous  les  termes  de  la  dérivée  du  fécond  ordre  disparaissent  j celle 
du  troisième,  devient  . 

, v i. 

qui  ne  dormant  pour  y qu’une  seule  racine  réelle,  apprend 
que  la  courbe  n’a  pas  de  point  multiple, 
a*.  Soit 

y — x*  -f-  x*  -J-  3x’y*  = o , 

d’où  • 

^yy'  ^ 2j^* + 5*’)  + 4^  — 5 ac*  + ay*  = o., 
en  posant 

& + 3x*  ) — o 1 x ( 4x’  — 5 x3  -f-  6r’  ) — o , 

•a»  • 

on  trouve  que  xz=o,y  = o sont  les  seules  solutions  de  ces 
deux  équations  et  de  la  proposée.  Les  dérivées  du  second  et 
du  troisième  ordre  sont  alors  nulles,  d’elles-mêmes  : celle  du 
quatrième  devient  . . 

+ 3 j'1  + 1 = 0, 

dont  les  racines  sont  imaginaires;  ainsi  l’origine  est  un  point 
conjugue. 
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x 4 — aqy3  — Za'y*  — a a’x’  -f-  <j4  — o : 

«près  en  avoir  déduit  les  dérivées  du  premier  et  du  second 
o*l  re , * 

-r6a  (y  + ajjf'  + 4x  (ar1  — a*)q^o, 

i*  . % * . 

— 6a  (j* -J- a)  yytt  — 5a — aa’  = o , 


on  posera 


(S  + a)y=  o,  x(x*— *’)--=©, 


et  on  trouvera  que 

0 

y—  o et  xi:±a,  • 

y — — a et  x = o , 

•p  . • # 

sont  les  feules  solutions  de  ces  équations  et  de  la  proposée. 
D’abord  x =.  Q‘ donne  les  racines  yz=z—  a et  7'  = -ja>’dont 
la  première  est  double  : au  système  de  solutionsx  = o , y ~ — ç. 
correspondent  y’  = | , et  le  point  E qui  est  double:  en  se- 
cond lieu  x = ±a  donne  les  points  doubles  D et  D*.  Au 
point  £,  ou  a y’  = et  aux  points  D et  O'^y'  Vî  » 
ou  connaît  donc  eu  ces  points  les  inclinaisons  des  branches 
sur  l’ace  des  abscisses.  9 

D’ailleurs  les  abscisses  'xt=o,  et  x = ±:«  prises  la  pre- 
mière avec  jr^=  ; a;  et  la  seconde  avec  y = — J a,  donnant 
y'  = o , peuvent  indiquer  des  max\rna  ou  des  minima  d’or- 
donuées  ; pour  a»r=ola  dérivée  du  second  ordre  donne  y"  <o, 
conséquemment  l’ordonnée  AF  est  un  maximum.  Pour  les 
abscisses  a = ±a,on  trouve  yH  > o , et  conséquemment  les 
ordonnées  DH , D' O sont. des  minima,  parce  queues  plus 
grandes  ordonnées  négatives  doivent  être  considérées  comme 
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les  plus  petites , en  tant  qu’elles  s’approchent  davantage  de 
l’infini  négatif.  Enjÿn  y'  — 00  , c’est-à-dire  , 

y (r+«)=o. 

fera  connaître  les  points  K et  G flans  lesquels  la  tangente 
est  parallèle  à l’aie  des  y,  et  ces  points  correspondent  à 
jr  = — a,  et  x = ± a ^/a  — AC  = AB  en  -sorte  que 
CK  — BG  =AE. 

4°.  Soit  l’équation 

x*  -j-  2 ar’j  — qy-3  = o , 

d'où 

«r'  ( 2Ï-- 3j’  ) + 4*(  *’  + «r  ) = o> 

après  avoir  trouvé  que  l’origine  seule  peut  cire  un  point  mul-  Fig.  aS« 
tiple , poty  en  reconnaître  le  degré  de  multiplicité,  il  faut 
recourir  à la  dérivée  du  troisième  ordre,  qui  donne 

r'  — o,  y \/a. 

Il  y a doac  en  A un  point  triple.  On  aura  les  minimn  H cl  O, 
en  posant  ' • 

. x ( x»  + ny  ) = o , 

il  faut  rejeter  les  valeurs  x 3=  o , y = o , qui  donnent 
y’  — et  prendre  x1  ~—ay,  abscisse  qui  reportée  dans 
l’équation  de  la  courbe,  donne  y ==r  o,  = — a:  on  prendra 
donc  — -o  et*=3:#:  ces  coordonnées  donnenty*>o  t » 

d’où  on  conclut  deux  minima  aqx  points  H et  O.  On  trouvera 
les  limites  G*tF,  en  posant  y = 00  , c’est-à-dire, 


cette  équation  combinée  avec  celle  des  courbes  , donne 

x=  ±*o^6,  jr  = — la. 


# 
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• t « 

5°>  En  partant  de  l'équation 

y l — axy’  *4  = o f • 

on  a les  dérivées 

aXT7  ( *r’  — <ws)  -H 4*3  — q/’  = o , . 

2 ( 6/*  — ai) y'*  — 4 ayy  + l'a  x*  = o , • 

24 yy' 5 — 6 ay'2  + 24  x = o , 

en  omettant  les  termes  de  y" , y'"  nuis  par  leurs  coefficiens , 
lorsqu’on  cherche  les  points  multiples  : on  trouve  à l’origine 
un  point  triple  pour  lequel  les  tangentes  sont 

y — ±o,  y — ta. 

* » 

Ainsi  les  deux  axes  sont  tangens  à la  courbe  en  ce  point. 
6®.  L’équation  . * 

y -{-  x*  — 3 ay3  -f-  2 bx'y  = o , 

est  encore  celle  d’une  courbe  qui  a un  point  triple  à l’origine  : 
nous  la  laissons  à discuter. 

Lorsque  l’équatioh  est  explicite,  c’est-à-dire  ^ résolue  par 
.rapport  à l’une  des  variables,  la  recherche  des  points  mul- 
tiples , par  exemp'e,  devient  plus  facile  ; ainsi  l’équation  étant 
résolue  par  rapport  à il  arrive  que  , pour  l’abscisse  d’un 
point  multiple , un  radical  disparaît  par  son  coefficient;  le 
degré  de  ce  radical  est  égal  au  nombre  des  branches  qui  se 
coupent  en  ce  point,  et  l’esposafft  de  son  coefficient  montre 
s’il  y a simple  intersection  ou  osculation  au  point  multiple. 
C’est  ce  que  nous  allons  encore  éclaircir  par  les  exemples 
suivans. 

C’est  ainsi  que 

• J = {x~G)  Ÿ x—ô + 5 , 
perd  le  radical  pourx=6,  ej  comme  ce  radical  ne  dispn- 
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rail  pas  dans  y'-,  on  en  conclut  que  x — 6 et  y = 3 sont  les 
coordonnées  d’un  point  double.  On  trouveia  les  maxitna  et 
minima,  et  la'  limite. 

Il  y a u# point  conjugué  à l’origine  des  coordonnées  dans 
la  courbe  de  l’équation 


jr  —x\/x  — b) 

» 

parce  que  y est  imaginaire  pour  les  points  voisins  à droite  et 
à gauche  de  l’origine. 

L’équation 

est  celle  d’une  courbe  qui  a,  pour  l’abscisse  x~  a , un  point 
double  , et  en  ce  point  deux  valeurs  de  y'.  Si  Ton  fait 
disparaître  le  radical , par  l’élévation  au  carré.  ( pag,  ) , 
pour  avoir  les  valeurs  multiples  de  y',  on  trouve  qu’au  point 
x — a et  y c , les  deux  valeurs  de  y'  ne  diffèrent  que  par 
le  signe. 

L'équation 

y = (x  — a)3i/x — b -f-  c, 

• t 

est  celle  d’une  courbe  qui  a un  point  double  pour  x = o, 
ety=c;  comme  pour  ce  point,  les  quantités,  y , y1  et  y'I^ 
ont  les  mêmes  valeurs  pour  les  deux  branches  , ces  deux  bran- 
ches ont  même  cercle  osculateur  ’au  point  double. 

Nous  passerons  à la  'recherche  des  points  d’inflexion. . " 

On  s’exercera  d’abord  à chercher  ceux  des  courbes  repré- 

» s * a_ 

serttées  par  les  équations yz=  b -f-(x — a)^ , yzzx'  -j-  ÿ {x i/, 

X — x*  + x’  — V z"1,  si  cependant  elles  en  fournissent.  Nous 
discuterons  plus  particulièrement  la  courbe  de  l'équation 

y x=  (x  — i ) (x  — a)  (x  — 3), 


b 
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^ qui  coupe  l’axe  des  x en  R,, K'  et  R»,  dont  on  connaît  Us 
abscisses  ; on  en  déduit 

dy  . 

— = (*—  i)(j5  — 2)  + (x—  I (*— 5)+-(*-^a)  (*  — 3), 

J 

d’y 


da:1 


= 6: 


13. 


L’égalité  à xéro  de  6x  — 13,  donnera  x = 2 pour  l’abscisse 
d’un  point  d’inflexion  : ce  point  est  en  R'.  En  effet,  la  tan- 
gente' en  R'  a pour  équation  ( ) 

p étant  l’abscisse  et  q l’ordonnée  d’un  point  quelconque  de  la 
tangente,  et  x=2  avec  y~o  étant  Tes  coordonnées  du  point 

de  tangenee  R'  : or,  pour  ce  point,  -y-  — — i , donc 
q—-  (p  — 2). 

Faisons  .r  = a -f-  ~ et  x = a — rs  = Jf , et  désignons 

par  Y les  ordonnées  correspondantes  de  la  courbe  j nous 
aurons 


pour  X —p: 


•7  — ' 
.q  — 


...y  z 


JOO 

"l  à 5 o • 


loti  i yr  _ 

•••-*  — 


|uoo  9 


.pour  x = p = zA 

£t  on  conclut  qu’à  la  droite  du  point  R'  et  à la  distance  •—  , 
l’ordonnée  de  la  tangente  est  plus  grande  que  celle  de  la  courbe, 
et  qu’aussi  à la  gauche  de  ii'  et  à la  même  distance,  l’ordonnée 
' de  .la  tangente  excède  çelle  de  la  courbe  ; ainsi  la  tangente 
en  R'  coupe  la  courbe  en  ce  point  , ce  qui  est  le  caractère 
d’une  iftflexion.  On  peut  encore  obferver  que  l’ordonnée  de 
. la  courbe  , avant  ou  après  le  point  R'  , est  représentée  par. 


il.  i_t_iîr 

tlsc  ‘ di3 


i'  , , . , ày  ’ 

h etc. , a cause  de  -r~-  — o , et  que 

1.3’  ’•  dx’  ’ ^ 


celle  de  la  tangente  , pour  la  même  abscisse  , l’rtP  par 
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i\y 


i j d’où  l’on  conclut  que  l’ordonnée  de  la  tangente  est, 

abstraction  faite  des  signes  , plus  grande  que  celle  de  la 
courbe.  11  n’arrive  rien  de  semblable  en.  R1/  , ainsi  qu’on  peut 
s’en  assurer  , en  faisant  x-=z  p = — et  = jJ'dans  l’équation  de 
la  courbe  et  dans  celle  de  la  tangente  qui , pour  ce  point  , 
est  , 

j-=2(p  — 3)j 

car  on  trouve 


pour  x=p  — ^., 
pour  X : 


.q  — 


» OO 
ItnJt)' 


..Y: 


= />  = H- 


n __ _ a ">  3 y 

* 7 — I009"*'1  


>1» 
l ôu  O f 
I ? I 
i*iuo  ; 


et  conséquemment  à droite  et  à gauche  du  point  R11 , la  courbe 
laisse  la  tangente  en  71"  d’un  meme  côte.  La  infime chose  arrive 
en  R.  Nous  ajouterons  que  les  tangentes  en  R et  R"  sont 
parallèles. 

L’équation  proposée  revient  à la  suivante  s 

x3  — 6 a?*  — f-  1 1 x — 6 — jr  = o , 
de  laquelle  on  tire 

..  . . . . dx  dx  r 

(5a:’  — 12x4-  il)—; i = o.  d ou  — — : 

f <iy  d>  3x’— iax-j-n 

et  en  second  lieu  , ‘ 

'<  , d’x  , dx’ 

(3x’~  lax-f-u)  — -f  (6x—  12) 


qui  donne 


dy> 


6 X — I 2 


V 


dy 


’3x* 


I 2 X -J-  1 I )5 


On  aura  donc  les  points  d’inflexion  par 'rapport  à l’axe  des  r , 
s'il  y çn  a , en  posant  . 


6x  — 12 


3x’ 12  x -f-  11=0. 
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La  première  de  ces  équations  donne  encore  x = 2 : on  tire 
de  la  seconde 

x = 2 ± 5 \/3  = a ± 0,574  « 
et  conséquemment  * 

x ==  a, 574 , x = 1 ,4aG. 

Si  l’on  fait  x > 2,574  , par  exemple  x = 2,6 , on  trouve 

d’x  , ..  d’x 

— — négatif  , et  pour  x<  2,074,  ou  =2,4  , on  trouve  — ; — 

v"  < qr* 

positif.  Ainsi,  au  point  X = 2,574  , .il  y a passage  de  la  con- 
vexité à la-  concavité,  par  rapport  à l’axe  des  jr  , et  cependant 
dar  ■ * 

le  sigue  du  — — ne  change  pas  en  même  lems  que  celui  du 


il2  JC 


— , par  les  substitutions  x = 2,6  et  x = 2,4,  ce  qui  prouve 


♦ 


d y 

qu’il  n’y  a pas  inflexion  au  point  ,x  = 2,674  ; ou  qu’en  ce 
point , une  taDgenle  ne  coupe  pas  la  courbe.  Un  point  d’in- 
flexion est  absolu  par  sa  nature,  c’est-à-dire,  qu’il  reste  tel, 
quel  que  soit  l’axe  auquel  on  le  rapporte,  tandis  qu’en  passant 
d’un  axe  à un  autre , il  y a changement  d’aspect  duquel 
résulte,  dans  les  courbes  ‘a  ondulations,  cette  successiou  de 
concavité  et  de  convexité  sans  passage  par  l’inflexion.  La 

* (|  JC  » 

valeur  x=  3 dt  j y'G  = 2 ± \/i  donne  — — - =50  , ou...,. 

(]  y 

=0,  fcn  sorte  qu’en  ces  points  la* tangente  est  parallèle  à 

d x ■ . 

l’axe  «les  abscisses  , et  ^ordonnée  est  maximum. 

Enfin,  nous  ferons  remarquer  qu'immediatement  à droite  et 

à gaucbe^flu  seul  point  d’inflexion  R',  la  courbe  présente  sa  % 

concavité  à l’axe  des  x , quoiqu’il  y ait  changement  de  signe 

d*v 

du  — qui  de  négatif  qu’il  est  à gauche  de  11'  , devient 

positif  à droite  du  spiéme  point.  Ce  cas  d’exception  pa'rait 
n’avoir  lieu  que  lorsque  l’axe  auquel  on  rapporte  lé  point 
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d’inficxion  passe  par  ce  point.* Ainsi , pour  l’axe  AX , la  courbe  pj»,  .,5. 
K ML  concave  de  K en  Al,  devient  convexe  de  M en  L,  ' 
tandis  que  de  part  et  d’autre  de  Al,  elle  présente  sa  concavité 
à l’axe  A1  X'  mené  par  le  point  AI  d’inflexion. 

On  pourra  étendre  cette  discussion  à la-  courbe  de  l'équation 

y = (*  — i )'(x— ■ 2)  (x—  3)  (x-r  4). 

Passons  à la  discussion  de  l’équation 

y\  — g6  ay*  -f-  i oo a’x'  — x’1  = o , 


laquelle,  résolue  par  rapport  à x, .donne 

jr  — ± V {48  «’  ±-  V^o^a'  — too a’-r’  -f-  X'}.  r s6 

Pour  découvrir  d’abord  les  limites  de  la  courbe  dans  lè  sens 
des  ordonnées,  ou  les  plus  grandes  elles  moindres  ordonnées, 
on  déduira  de  la  proposée  le  coefficient  différentiel 

\ ' - 

d y x3  — 5o  a’x  . - . 

dx  *ys  — 4d  ay  * 
lequel  égalé  à 7.qpo  , donnera 

x3  — 5o  o’x  = o , d’où  x = o , x = ± 5 ay/t. 

La  première  valeur  de  x , portée  dans  la  proposée  , donne 
y = o,  y — ± 4«i  Ces  deux  dernières  valeurs  de  y sont 
des  coordonnées  des  points  D et  D' , et  on  trouvera  facile- 
ment qu’elles  sont  toutes  deux  des  maxima.  Prenons  main- 
tenant x — o avec  y — o:  pour  ce  sjstême  de  coordonnées, 

Ay  .'  o . , , A 

on  trouve  ce  qui  annonce,  en  general,  un  point 

■»  **  CLT  O * 

multiple  à l’origine  A.  Pour  avoir  les  valeurs  du  -3 — , on  J 

» dx 

passera  à la  ditferentielle  seconde  qui  est  . 

48o’) 


(^-48«*r)^+(V 


-f-  (5oa»  — 3x’)— o , 
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et  qui , pour  x = o , y = o t cfbnue 

dv  «•  • 

djp  tVî 

Le  point  A est  donc  l'intersection  de  deux  branches  qui  font 
avec  1 axe  des  abscisses,  des  angles  ayant. pour  tangentes  tri—  J#, 
gonométriques  + et  — | y'â. 

Les  deux  autres  racines  ï = ±5«^s,  portées  dans 
proposée , rendent  y imaginaire. 

Maintenant , pour  obtenir  les  limites  de  la  courbe  dans  le 
sens  des  abscisses  , c’est-à-dire,  les  plus  grandes  et  les  moindres 
abscisses , on  égalera  à zéro  le  dénominateur  de  la  valeur  de 
dy 

> puisqu’on  ces  points  les  tangentes  sont  perpendiculaires 
à l’axe  des  abscisses , et*  on  trouvera 

■ t ■ . 

j3  — 4Sny  = o,  d’où  y — o,  y =;h 4a  \/5. 

La  première  valeur  yer o portée  dans  l’équation  de  la  courbe, 
donne  xsro,  x — ;i  10 a.  Les  coordonnées  x = o , y 


sont , ainsi  qu’on  l’a  déjà  vu  , celles  du  point  multiple  A , 
auquel  il  ne  peut  y avoir  de  tangentes  perpendiculaires  à l’axe, 

et,  en  effet,  on  sait  déjà  que,  pour  ces  valeurs,  -^.r=— . 

dx  o 

Les  systèmes  de  coordonnées  y — o,  ï = i io  s,  répondent 
aux  points  I et  intersections  de  la  courbe  avec,  l’axe  des 
abscisses. 

t 

Les  deux  dernières  valeurs  y t=  donnent...... 

x — zt6n,  x = : les  coordonnées  y = ri  4^  %/  3 et 

x rss  zfc  6a  font  connaître  les  points  F , F' , F"  , F" , et  celles- 
ci,  y==?±:4aÿ'  5,  x = ri8a,  désignent  //,  H' , H ",  Hm. 
Tous  ces  points  sont  sur  deux  parallèles  à l’axe  des  x,  l’une 
au-dessus,  l’autre  aû-dessous  de  cet  axe,  à la  même  distance 

r=  4«  V *•  ■ . • f * 


♦ 


• _ . _ 


;r, 
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Passons  à la  recherche  de*  points  d’inflexion.  On  a 

• . 

(ÈL  Y 

d’y  (3xl — 5on’)  — (5 y'  — /fin*  )\<tx/ 


dx’ 


,3  _ 


48  ay  y 


dj 


mettant  pour  ——  sa  valeur,  et  faisant  disparaître  le  dénomi- 
nateur , on  trouvera  < 

. * 

d’y (3x*-5on»)  ^ y3j^?la’y)’ - f3y1-48a*)  (x3-*)  oa*x)» 

dx*  ~ ~ ~ ~ ^ 

On  peut  donner  au  numérateur  de  la  fraction  la  forme  sui- 
vante s . 

y’  [y'  “*  48o’  )a  ( 3x’  — Son’  ) — x’  ( x’ — 5oo*  )’  ( 3y’  — 48°’  ) J 

mais  comme  l’équation  proposée  revient  à celle-fci 

(y*  — 48a1  )*  — ( x*  — 5oa’  )’  -f-  1 g6n4  — o , 
si  on  tire  la  valeur  de  {y*  — 48«’  )’  pour  la  substituer  dans 

dy 

dx’* 


, on  trouvera  après  les  réductions 


d'y (x’  — 5oa’)’éa5r’ — a4*’)  -f-  98 a’r*  ( 3x* — 5oa’) 

dx1  yi  l ( x'  — boa’  )’  — 1 96 a1'  J~ 

D’abord  , le  numérateur  devient  nul  par  x = o , y = o , 
ce  qui  annonce  une  inflexion  au  point  A^:  en  effet,,  pour 
deux  abscisses  AP,  AP' , moindres  que  di  6 1 , égales  et  de 
signes  contraires,  l’équation  de  la  courbe  donne  quatre  va- 
leurs de^-,  dont  deux,  savoir  : PM,  P'M ' sont  aussi  égales 

(Jv 

et  de  signes  contraires,  en  sorte  que  ■ change  de  signe 


ao 
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par  le  fadeur  y3  du  dénominateur,  en  passant  du  point  M 
au  point  M'* 

Généralement  de  l’hypothèse 

(a:’  — 5o cf  Y (a5y’  — 24*')  + ySa’y’  (3x*  — 5oaJ)  = o, 
on  déduit 

j 2/jx’  (a:’ — 5o a*)?  * 

• ^ m 25  ( x*  ■ — 5o a2  )’  + ( 3x’  — 5oa’) 

Cette  valeur  et  son  carré  reportés  dané  l’équation  de  la  courbe, 
donnent,  après  des  réductions  pénibles,  une  équation  du  dou- 
zième degré  , qui  a quatre  racines  égales  chacune  à zéro  ; et 
après  la  division  par  x-'i  , on  retombe  sur  cette  équation  du 
huitième  degré 

x8  — 1 44 1 2<j4x'  -f-  f)o20ooaGx’  — 17280000a*  = o , 

.laquelle,  sous  l’hypothèse  x’  = z , se  rabaisse  au  quatrième 
degré  , et  devient  • 

zk  1 44 130^2’  4"  C)02000ar’2  — 172800000*=  o. 

En  remplaçant  r par  2/ , 011  parvient  à cette  transformée 

<4  — 56o3a4(*  4-  1 12750a6/  — 1080000a*  = o , 

dont  les  coefficiens  sont  moindres  que  ceux  de  l’équation  pré- 
cédente; et  on  fera  disparaître  a en  écrivant  au  au  lieu  de 
/,  ce  qui  donnera 

«4  — 36o3u’  4-  * 1 27500  — 1 080000  = o. 

Cette  équation  a deux  racines  réelles  positives , l’une  entre 
25  et  24,  et  lettre  entre  24  et  a5 , et  deux  racines  réelles 
négatives  numériquement  égales  à celles-là  : donc  l’équation 
en  x a quatre  de  ce*  racines  imaginaires  ',  et  parmi  les  quai'1* 

# 
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réelles,  deux  sont  positives,  et  deux  autres  négatives  et  nu- 
mériquement égales  à.  celles-là!’.  Il  s'agit  donc  de  découvrir 
les  deux  racines  réelles  positives,  ou,  au  moins,  les  deux 
nombres  entiers  consécutifs  entre  lesquels  chacune  de  ces 
racines  est  comprise.  La  substitution  x = ya  dans  l’équation 
du  huitième  degré,  donne  un  résultat  positif  , et  la  substi- 
tution 8a  donne  un  résultat  négatif.  11  existe  donc  une  racine 
réelle  positive  entre  Sa  et  ga,  à laquelle  répondent  des  or- 
données réelles;  et  comme  d’ailleurs  de  8a  à^a,.le  signe  du 

(J’y  < ^ ■ m Qi 

— ■ ^change , il  se  trouve  un  point  d’inflexion  en  K entre  II 

et  / dont  les  abscisses  sont  8a  et  îoa,  et  conséquemment  on 
peut  affirmer  l’existence  de  quatre  points  d’inflexion  A" , K' , 
K",  K"’,  placés  deux  à deux  symétrique  i eut  par  rapport  à 
chacun  des  axes.  Les  deux  substitutions  5a  et  6 a donnent  , 
la  première  , un  résultat  positif , et  la  seconde  un  résultat 
négatif}  d’où  on  conclut  l’exis.tence  d’une  autre  racine  réelle 
positive,  entre  5a  et  fia,  abscisse  à laquelle  correspondent  deux 
ordonnées  réelles}  mais  pour  reconnaître  si  cette  abscisse  ré- 
pond à un  point  d’inflexion,  il  faut  examiner  le  signe  du 

d*y  , * . 

— p • de  X — 5 a àtc=  6o  : c’est  ce  que  nous  laisserons  à faire. 
dx‘ 

Nous  passerons  enfin  aux  points  de  rebroussement,  et  nous’ 
considérerons  la  courbe  de  l’équation  , 


‘ • ' * jr  — x ± X y'  x. 

Pour  i=o,  on  a yi=o;  l'origine  est  donc  un  point  dé  ïig.  vj. 
cette  courbe;  pour  des  abscisses  négatives  , les  ordonnées  ' 

«ont  imaginaires}  mais  à des  abscisses  positives  quelconques 
répondent  deux  ordonnées  réelles.  On  construira  d’aberd  la 
ligne  droite  AN  donnée  par  P N = x , et , à partir  du  point 
N et  dans  la  direction  PN , on  portera  les  longueurs. ... 
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J\M  — x y'  x , Nm=-—  x y*,.  et  les  point*  Met  m seront 
à la  courbe.  Pour  la.  branche  AM , on  a 


«t  pour  la  branche  Am , 


Ainsi  la  branche  supérieure  présente  sa  convexité  à l'axe  AX, 
et  la  blanche  inferieure  lui  présente  sa  concavité  $ le  point 
A peut  donc  être  un  point  de  rebroussement  de  la  première 
espèce.  Pour  s’en  assurer , on  différentiera  l’équation  de  la 
courbe , délivrée  de  radicaux,  ce  qui  donnera 


dy  5x’  4-  a (y  — x ) 

dx  a (y—x)  * \ 

et,  comme  à un  point  de  rebroussement,  ainsi  qu’à  un  point 
dy 

multiple,  on  doit  avoir  -z — = |,  on  posera 


3*»  4.  a {y  — x)  c=  o , y — x = o j 


.d’ou  I on  tire  x = o,  y t=  o,  raleu 
posée.  L’origine  est  donc  un  point 
en  ce  jxrint , , 


ae  reoroussement  : 


donc  le  rebroussement  est  de  la  première  espèce  (pag.  aga 
. et  aç3  ). 

La  courbe  représentée  par 

; i 

y*  s=  xs , d'où  y=  + x>,  „ « 
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offre  aussi  un  rebroussement  de  la  première  espèce  au  poiut 
x = o , et  on  a pour  ce  point 

■ ir-  = °- 

Poiir  donner  l’exempî*  d’un  rebroussement  de  la  seconde 
espèce,  prenons  l’équation 

jf  = axx  ±z  bxx  ^ x. 


Cette  courbe 'n’a  pas  de  cours  dans  la  région  des  abscisses 
négatives  ; elle  commence  du  côté  des  abscisses  positives  à 
l’origine.  On  construira  d’abord  PN  = axx  , et  le  lieu*  des 
points  N sera  une  parabole;  puis  on  portera  au-dessus  et  au- 
dessous  du  point  N et  dans  le  prolongement  de  PN , les 
longueurs  NM  — bx'  ^ x , et  Nm  ==  — ix*  yf  x ; les  points 

M. et  m ainsi  déterminés  , seront  à la  courbe.  Pour  la  brancha 

» 

AM  on  a 

. . ' <*!r 


Fig.  al. 


dx* 


= 23  -f  | . f ô \/a 


et  pour  la  branche  Am, 

..  * ' ■£**“- t-HVx; 

en  sorte  qu’à  une  petite  distance  du  point  A,  les  deux  courbes 
présentent  en  même  tems  leur  convexité  à l’axe  des  abscisses, 
et  on  remarque  que  la  branche  inférieure  aura  un  point  d’in- 
flexion. A l’abscisse  x = o , correspondent 


dV 

d^=«' 


dx3 


d’où  on  conclut  un  rebroussement  de  la  seconde  espèce  en 
A i pag.  2 q5  et  29^  ) et  il  arrive  «n  effet  que  la  tangente  en 
ce  point,  laquelle  est  l’axe  des  x,  laisse  les  deux  branchesau 
dessus  d’elle. 
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La  courbe  résultante  de  l’équation 

• 3 _ 

y — a \/x  ± b f X 


aurait  un  point  de  rebroussement  de  la  seconde  espece  au  point 
x = o,  et  on  trouverait  pour  cc  point 


d’y 

= oo , etc. 

dx1 


On  rencontre,  dans  la  famille  des  courbes  représentées  par 
celte  équation  très-simple  , 

y—  * + c (x—a)m,  . 


des  exemples  de  presque  tous  les  cas  que  nous  venons  d’exa- 
miner. _ . - 

Le  centre  du  cercle  osculateur  , tombe  toujours  do  côté  de 
la  concavité;  or  au  point  d’inflexion  , il  y »,  eu  général  , chan- 

' f i + r'*  ) f 

gement  de  signe  dey",  donc y11  = <x>  ou=  o ,et  r — — — — 


devient  o ou  30  : dans  le  premier  cas  , les  rayons  de  courbure 
passent  de  la  convergence  à la  divergence,  ou  réciproquement; 
dans  le  second,  ils  diminuent  jusqu’au,  point  d’inflexion. 
Même  conclusion  au  point  de  rebroussement  de  la  première 
espèce.  Mais  dans  les  courbes  qui  offrent  un  rebroussement  de 
la  seconde  espèce  , le  jcenlre  de  courbure  restant  toujours  du 
même  côte , le  rayon  du  cercle  osculateur  en  ce  point , prend 
une  valeur  qui  dépend  de  la  courbure  de  l’élément  conpinun  aux 
deux  branches.  • 

Yoycz.  Y Analyse  des  Ligues  courbes , pM1  Cramer , et  le 
chapitre  Ier.  de  la  deuxième  partie  d’un  excellent  ouvrage  ayant 
pour  titre  : Traité  élémentaire  du  Calcul  des  inéquations  y 
par  F.  N.  Canard,  Professeur  de  Mathématiques  transcen- 
dantes au  lyçée  de  Moulins, 
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CHAPITRE  XX. 


Des  Courbes  polaires. 


Nous  commencerons  par  rechercher  les  expressions  des  sous- 
tangentes  , sous-normales , et  les  équations  de  ta  tangente  eÇ 
de  la  normale  d’une  courbe  rapportée  à des  coordonnée*  po- 
laires. 

Soit  une  courbe  AS  rapportée  à des  coordonnées  polaires  ; 
soient  j le  rayon  vecteur  FM  et  <p  l’angle  qu’il  fait  avec 
l’axe  des  abscisses  : le’ point  F de  départ  des  rayons  vecteurs 
étant  en  même  tenis  l’origine  des  coordonnées  rectangulaires  ; 
on  a 

I—  V +J\  tang.  <p  = — > 

d’où 

y = ^ sin  <p , x = ( coj  p . . 

Ainsi , l'équation  de  la  courbe  étapt 

\ 

jr  —f* 


x et  jr  et  ç seront  des  fonctions  de  <p  que  noua  prendrons 

. dt*  , 

pour  variable  principale.  Ainsi  -j — rapportée  à l’hypo- 

t 

thèse  de  x variable  principale,  doit  être  remplacée  par... 
dr 

dtp  - * k # y* 

— -j— — , d’apres  la  relation  (y')  sa  , en  prenant  <p  au  lieu 
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de  t (chap.  vil).  Or 


I.EÇfK.? 

d« 


lli  = sin*iï  + r cos  * 

«!x 


à, 


d^  = co s9dï~t  sin<r’ 


on  aura  donc 


<Lr 

sous-tang  — y ^ su»  ç 


et 


cos  ç — f sin  <p 

CCp 

“T  dy  ' 

5in  9 — t — * + y cos  9 

d9 


= 7P.  ,(i). 


4r  . ml*V+'c°s*  * , , 

sous-nor  = r — — = f sm  * ; = PI\ . . :'a) 

QX  * . da  . 

sia  9 ~ g sin  9 

d<p* 

[Nous  avons  trouve  cotte  équation  de  la  tangente  ( pag.  21 5) 

dy 


-y- 


dx 


(p— *)> 


x et  y étant  les  coordonnées  du  point  de  tangence  , q et  p 

celles  d’un  point  quelconque  de  la  tangente  : on  aura  donc 

aussi  * 

♦ . 

(j  y il  Tl  o>  j p : : y COS  ai , 

y étant  le  rayon  vecteur  pour  l’un  quelconque  des  points 
de  la  tangente  , et  a l’angle  qu’il  fait  avec  l’axe  AX  : substi- 

dy 

tuant  ces  valeurs  et  celles  données  ci-dessus  de  r,  x,  — — , 

. dx 

on  aura  l’équation  de  la  tangente  en  coordonnées  polaires.  On 

trouverait  de  la  même  manière  celle  de  la  normale. 

L’angle  q>  que  fait  le  rayon  vecteur  en  un  point , avec 

y 

l'axe  AX , étant  connu  , puisque  ting  q>  = — , si  on  nomme  £ 
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l’angle  TMF  entre  le  rajron  vecteur  et  la  tangente,  et  « 

* d y 

l’angle  de  la  tangente  avec  l’axe  , à cause  de  tang -Z.  =j't 

on  a * . 

tang  S t=  tang  (9  — >)  = Z~X'  - 

x+jrf 

mais  lorsque  9 est  variable  principale  , il  faut  remplacer  y' 
y’ 

par  —j- , et  on  trouve  ( chap.  VII) 

, rx’  — xy' 

tang  C = — — — , 

° xx'  +yj' 

mais  des  relations  y = j sin  9,4 t = f cos  9 , on  tire  par  la 
différentiation  , , 

jr'  = / sin  9 + g cos  9 , ' x'  = ('  cos  9 — g sin  9 , 

en  désignant  par  / : donc 

• dp 

O 

xx'  — ff  cos  39  — p’  sin  9 cos  9 
yy  — pp'  sin  *9  -f-  p*  sin  9 cos  9 
yx*  = pp'  sin  9 cos  9 — p*  sin’  9 
ay'  = pp'  sin  9 cos  9 -}-  p’  cos’  9 , 

d’où  on  déduit 

+JJ'  = ff'>  yx'—xy'±= — p’, 
et  conséquemment 

tang  C = f-r. 

t 

Dans  la  figure  3o  , on  aurait  « = 9 fi , d’où  £ = * — 9 , et  Fig.  5o. 
on  trouverait  " ' 

* P 

tang  $ — y 
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Fig.  29.  Menons  par  F une  perpendiculaire  au  rayon  vtcteur,'  ter- 
minée à la  tangente  et  à.  la  normale  en  1'  et  A' $ on  pourra 
prcndr?  FT'  pour  la  sous-tangente  , et  F N'  pour  la  sous- 
norniale.  Or,  le  triangle  FTM  rectangle  en  'F FM , donne 


FT'=zFMx  tang  g: 


D’ailleurs  FJ\r'  = 


FM' 

-Fr  = ? 


A 

d<p 

_ËL 

d<p 


r 


= sous-tang 


dç 


: 60us-norm. 


On  nomme  spirale  une  courbe  coupée  en  une  infini^  de 
points  par  toute  ligne  menée  par  un  point  fixe  ou  pdle.  Les 
spirales  composent  un  ordre  de  courbes  transcendantes  re- 
marquables par  leur  forme  et  leur  propriété  ; ces  sortes  de 
courbes  exigent,  en  quelque  sorte,  l’emploi’ des  coordonnées 
polaires. 

A’oig  considérerons  d’abord  la  courbe  imaginée  par  Conon 
de  Sj-racuse  , et  qu’on  appelle  spiiqle  d’ Archimède , parce 
que  ce  géomètre  en  découvrit  les  principales  propriétés. 

Kg.  5i.  La  spirale  d’ Archimède  est  engendrée  par  un  point  M qui 
se  meut  sur  le  rayon  AO,  tandis  que  ce  rayon  tourne  lui— 
même  autour  du  centre  A , de  telle  manière  que  , dans  des  tems 
égaux , les  espaces  parcourus  par  le  point  décrivant  M sur  le 
rayon  à partir  de  A,  sont  proportionnels  aux  augles  décrits  par 
le  rayon  AO  , cl  comptés  de  sa  première  position  AC , en  sorte 
que  le  point  M étant  arrivé  en  O,  le  rayon  AO  quia  décrit  , 
le  cercle,  est  revenu  en  AC , et  le  point  M est  en  C.  Le  point 
décrivant  continuant  à se  mouvoir  uniformément  sur  le  rayon 
indéfiniment  prolongé , et  ce  rayon  faisant  en  même  tems  un 
nombre  indéfini  de  révolutions,  la  courbe  AMC  se  prolon- 
gera par  des  circonvolutions  autour  du  point  A.  La  propriété 
de  cette  courbe  consiste  donc  en  ce  que  la  longueur  AM  est  J 
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au  rayon  AO  ou  AC , comme  l’arc  € O est  à la  circonférence 
de  AC.  On  a donc 

am  : ao  ::  co  : dr  coqc. 

Soient  AC  — a , AM=  { , <p  l'angle  rapporté  au  rayon  i 
entre  le  rayon  vecteur  AM  et  la  ligue  fixe  AC-,  3i  la  circon- 
férerfte  du  rayo*n  i : la  proportion  précédente  donnera 

i»  « «V  . J 

îii=  ap , aou  i = ; 

Si 

ainsi,  les  révolutions  successives  du  rayon  AC  donnent  p = a»  , 
* 4 de  aorte  que  Je  rayon  vecteur  augmente  de  (t 

à chaque  révolution. 

De  l’cquation  ci-dessus  o%  tire  par  la  différentiation  \ 

dç  a 

■ • dp  u •j 


donc  la  sous-normple  est  constante  pour  tous  les  points  de  la 
courbe. 


La  sous-tangente 


- — p’  = p/  = A'P , 


elle  est  donc  égale  à la  longueur  de  l’arc  de  cercle  qui  mesure 
l’angle  MAC,  et  qui  est  décrit  du  rayon  AM  — /.  Lorsque 
p = a»  , la  sous-tangente  =c  in  .a—  la  circonférence  du 
cercle  générateur.  On  sc  rappellçra  que  la  sous-tangente  AP 
et  la  sous-normalc  AN'  sont  comptées  de  A sur  une  perpen- 
diculaire en  A au  rayon  vecteur  AM.  On  a encore 


tang  AMP  — tang  fi  — 
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ainsi  l’angle  fi  croit  sans  cesse;  et  comme  ce  n’est  qu’après  une 
infinité  de  révolutions  du  rayon  vecteur,  que  q>  devient  infini , 
il  s’ensuit  que  l’angle  droit  est  la  limite  de  fi. 

La  spirale  que  nous  venons  de  considérer,  n’est  qu’un  cas 
particulier  des  courbes  que  représente  l’équation 

f=4"i  . " * 

A étant  une  constante  : lorsqu’on  fait  n = — - i , l’équation 
précédente  qui  devient 

fV!=a, 

représente  la  spirale  hyperbolique  ninsi  nommée  à cause  de 
l’analogie  de 'son  équation  avec  s & • 

xy  — m\ 

^3‘  Pour  concevoir  la  génération^de  cette  courbe , soient  me- 
nées les  droites  FX , FY  perpendiculaires  entre  elles,  et  soient 
'décrits  du  centre  F des  arcs  tels  que  PM  égaux  en  lon- 
gueur à une  ligne  donnée  FD  — a : les  extrémités  M de 
ces  arcs , sont  à la  courbe  en  question  dont  on  trouve  l’équa- 
tion par  cette  proportion , 

F g : sh  ::  fm  : mp  , 

laquelle  , en  posant 

Fg=  1 , FM  — t,  gh=<f', 


donne 


ff'  =a,  d’où  f — 


On  remarquera  que  le  rayon  de  l’arc  —a  devenant  très- 
petit,  on  est  obligé  de  prendre  des  multiples  de  la  circonfé- 
rence de  ce  rayon , et  que  pour  avoir  le  rayon  vecteur  f 
correspondant , il  faut  prendre  pour  <p'  les  mêmes  multipies 
de  sa  circonférence.  11  est  clair , d’après  cela  , que  le  point 
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F est , en  quelque  sorte , un  point  asymptote  rie  la  courbe , 
puisque  celle-ci  tend  toujours  vers  F sans  pouvoir  l’atteindre. 
Lorsque  le  rayon  de  l’arc  = o,  devient  très-grand  , l’arc  PM 
tend  à devenir  parallèle  et  égal  à FD , ce  qui  n’arrive  qu’à 
la  limite  des  accrois'emens  du  rayon  FP.  Ainsi  la  paral- 
lèle DS  à FY  est  asymptote  de  la  spirale. 

A l’effet  de  confier  l’angle  <p'  de  l’axe  FX , nous  rem- 
placerons <p'  par  £ » — (f , 'z  , étant  l’angle  droit , et  nous 
aurons 

a 

r = 

donc 


F T’  — sous-t  = a , tang  fi  = tang  FMT*  = { 1 — <p  = 

l’angle  fi  croît  donc  encore  sans  cesse,  et  il  » pour  limite 
l’angle  droit. 

La  spirale  logarithmique  a pour  équation 


e 

t~a  , 


«n  comptant  l’angle  <p  de  l’axe  FX  et  au-dessus  et  désignant  FM  j 
parf.  Pour  <P—o,  ona  p=FR  — i :q>  augmentant  indéfiniment, 
le  rayon  vecteur  p augmente  indéfiniment , mais  en  supposant 
a ^ Si  Ion  prend  négatif,  c’est-à-dire,  si  l’on  compte  ç 
de  1 axe  FX  et  au-dessous,  auquel  cas  l’équation  devient 


t = ■ 


, "r  * , 

on  retrouve  d’abord  p — 1 pour  = o , puis  l’arc  <p  crois- 
sant, f diminue  , et  les  extrémités  de  p donnent  la  portion  RK  F 
de  la  logarithmique  qui  n’atteint  le  point  F que  pour  = 00  . 
On  trouve 


sous  - tang  = FI'  = — — , 
la 


tang  C = 

lia 
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Si  l'on  prend  pour  a la  base  des  logarithmes  népériens  , 
la'sous-tangente  es!  égale  au  rayon  vecteur,  et  l’angle  FAIT' 
est  constamment  égal  à 50°. 

Le  nom  de  cette  courbe  lui  vient  de  ce  que  le  logarithme 
du  rayon  vecteur  est  égal , ou  plutôt  proportionnel  à l’arc 
q>  qu’il  fait  avec  une  droite  fixe.  11  faut  encore  distinguer  entre 
la  spirale  logarithmique  et  la  courbe  logarithmique  que  nous 
considérerons  bientôt.  < 

La  spirale  parabolique  a pour  équation 

f ~ a zb  V'ptp  j 

de  sorte  que  la  différence  f — a est  moyenne  proportionnelle 
«Qp'c  la  ligne  donnée  p et  l’arc  variable  du  rayuu  vec- 
teur avec  un#  droite  fixe.  On  trouvera  facilement  la  forme 
de  cefte  courbe. 

Fig.  34.  Ncrtrs  appliquerons  ces  formules  à la  courbe  lrisectrice\ . .. 
AKCGFL1CA , ainsi  nommée,  parce  qu’elle  jouit  de  cette 
propriété  que  si  de  A on  mène  u#  rayon  à un  point  quel- 
conque M de  la  circonférence  qui  a son  centre  en  C et  pour 
rayon  CA  , et  si  par  le  centre  C et  le  point  K ou  le  pre- 
mier rayon  coupe  la  courbe  , on  mène  la  droite  CKm , l’arc 
Am  est  le  tiers  de  l’arc  AmM.  Cette  courbe  donne  la  tri- 
section des  angles  de  o à trois  circonférences. 

Si  de  l’extrémité  A du  rayon  CA  , comme  centre  , avec 
ce  rayon  on  décrit  une  circonférence  CRNC , si  l’on  mène 
CR , et  qu’on  prenne  sur  celte  droite  RL  = RK  = CA  , 

les  points  L et  K seront  â la  trisectrice.  On  a donc 
• 

CR  = CL  —LR  = CK  + ATI  ; 
mais  le  triangle  isocèle  RAC  donne 

• CR  ; sin  RAC  ”,  AC  ; sin  <p, 
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ç étant  l’angle  RCA j or  siu  RACr=zûn  2ç  ; donc  pour  CA-^=  1 , 
sin  2Æ  * , , 

L R = — = 2 cos  <p  : si  donc  on  désigné  CL  et  CK 

si  11  <p 

per  f , on  aura  cette  équation  de  la  trisectrice  , 

2 cos  <?  = p — - 1 = p -f-  1 , ou  2 cos  ÿ—  fil, 

c’est-à-dire , , 

, * p = 2 cos  tp  ± l , * 

en  observant  que  le  signe  supérieur  se  rapporte  à la  portion 
CIFGC,  et  le  signe  inférieur  à la  petite  feuille  CK  AC.  Pour 
f ^ o , on  a p — 3 et  p = 1 , c’est-à-dire  , les  longueurs  CF , 
CA  : à <p=  îoo'* , correspondent  p==  CH=  1 , p = Ch— — 1. 
E’expresaion  générale  de  la  sous-tangente,  savoir  : 


devient 


sous-tang  = -J- 


( 2 cos  <p  ±.  1 )’ 
2 Mn  cp 


Pour  loorf  , c’est-à-dire  , aux  points  II  et  h , cette  sous-tan- 
gente est  -j  , longueur  qu’il  faut  porter  de  C en  F. 

La  formule  générale  de  la  sous-normale  , c’est-à-dire, 

• ’ dp 

sous-norm  — — , 

d? 

devient  pour  la  trisectrice,  et  pour  <p  ==  iooJ 
sous-norm  = — 2sin<p  — --  2 

ainsi  la  sous-normale  en  H.  et  h , est  égale  au  diamètre  du 
cercle. 

Pour  âvoir  l’équation  de  la  trisectrice  aux  coordonnées  rec- 
tangulaires , on  observera  que  de 

y f sin  f , x tr  p cos  tp , 
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on  lire 


Lkcoks 


— y/y»  _j_  ai  > co*  <f  — • 


Vj 1 •+■  -*1 


reportant  ces  valeurs  de  p et  de  cos  ç dans  l’équation  po- 
laire , faisant  diSparaitre  Je  radical , et  réduisant , on  trou- 
vera pour  équation  aux  coordonnées  rectangulaires  , 

» * 

> ' f"  + ( 2*’  — 4X  — i ) y*  + **  ( **  — 4*  -f  3 ) =o 
ou 

■j*  + ( a**  — 4*  — » ) y'  -f-  **  (*  —3)  (x  — i j = o , 

a 

équation  du  quatrième  degré-  résoluble  à la  manière  de  cefles 
du  second , parce  que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 
à l’axe  dès  abscisses  (*). 

Passons  à la  recherche  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées 
polaires.*  A cet  effet,  reprenons  les  valeurs  données  (pag.3u, 
3ia),  c’est-à-dire  , 

» 

y p sm  q> , x=  p cos  q> 

q ~ y sin  u , p = y cos  « , 

» • 

pour  les  reporter  dans  les  équations  de  La  courbe  et  du  cercler 
celle-ci  devit^idra 

(y  sin  *>  — b )*  = f1  — (y  cos  « — a )* , 

, ' «b 

mais,  pour  le  point  coramuD,  on  a q=y  et  p = x}  donc 
y — f#‘“  = |Pîet 

(*1  Voy.  mes  Réciproques  , et  l’ouvrage  ayant  pour  titre  : Trisection  de 
l'angle,  par  L.-P.-V.  A/cinarj^suhie  de  Recherches  anal\  tiques  sur  le 
jnüue  sujet,  par  J. -G.  Garnier,  ancien  professeur  à l’École  Polytechnique, 
et  instituteur  à Paris.  • 


. 1 
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( p sia  pk  — ùy  = r‘  — (p  cos  p — <!')*;••••(•) 

/ 

différen  liant  deux  fois,  eft  regardant  p comme  fonction  de 
<p  , on  formera  les  deux  autres  équations  de  condition  ana- 


, dy  d ( F x ) 


lofTUCS  à . . — 

. ax 

lesquelles  ‘seront 


il-c 


d’r  d’  f Fx) 

? (w  324 )» 


( f si«  <P  — b)  (p  cos  ç + sin  p = 


( p cos  p —a  ) ^p  sin  p — cos  <p 

(p  cos  p-|-  siu  p— -f»  ( p sita  <p  — b)( — psinp-j-2  cosp.  +siu<p-^-?-'\ 

dp  / \ # dip  . dp’  / 

/ . dp  \’  • / * dp  d’p  \ 

(^psinp  —cos  ip  J + tf  cos  <p  — a J cos  f -f-  2 sin  <p  — cosp-^-,j.(3) 

Posons,  pour  abréger,  * 
m = p sin  p — b 

m'  = p cos  ç — a , 

, ‘ . At 

l — p sin  û — cos  p — » • ■ . > 

r dp 

. . d?  1:.. 

V — p cos  ffi  sin  <p  — — 

dtp  ( • 

. d»  d’p 

n = — p sin  ç -f-  2 cos  ç + sm  p — — t 

, ‘ . dp 

n'  = p cos  a 4-2  sin  <p  — cos  <p  — : — , 

dp  dp’ 

et  les  équations  (i),(2),  (3)  transformées  d’après  ces  abré- 
viations deviendront 

, f . , 

m’  + m”  —V* . 

mi'  — m' l 

l,f  + mn  = — l*  m'hr. 

21  ’ • 
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Evaluons  m et  m'  au  moyen  des  deux  dernières  équations  , 
et  nous  trouverons  t . 

m’  — - m — ■ 


n'I'  — ni 


n'I'  — ni 


la  Substitution  de  ces  valeurs  dans  la  première  équation  , don- 
nera 

r-_L!2±nL  • , • 

n'I'  — nl  ’ * 

et  en  remplaçant  l , V , n , par  les  quantités  que  ces  lettres 
représentent,  il  vient,  après  les  réductions»  celte  formule  du 
rayon  de  courbure  ? savoie  : 


PP  + 


mï 


( Jp  x1  d’p 
+ _f  dF 


On  parvient  plus  simplement  à cette  expression  du  rayon 
de  courbure , en  tirant  de  ces  deux  relations 


y-  = p sm  <p,  x = f cos  ep  , 

les  coefficiens  différentiels 

dv  dp  . 

— — = p cos  <p  -j — sm  <p  t=  jr' 

dep  dp 

d*  . dp  • 

= — p sm  <p  + —r—  cos  p — x' 

dp  r dp 

d*r  . , dp  d’p  . 0 

dp1  dtp  dtp* 


d’ar  dp  . d-p  „ 

— s=  — p cos  <p  — a -r-  sm  © + -v-r  cos  <p  = * , 
dsp1  r • • dp  dp* 
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ft  les  substituant  dans  celte  transformée, 

. J 

(x'*  + y'*> 


•f  y-H  — . fc^y1 


x'y 


du  rayon  de  courbure 


( i 4-  r'’p 

r= —u » 


y* 


sous  l’hypothèse 


de  x et  y fonctions  d’une  troisième  variable  qp.  - 
Pour  la  trisectrice-  représenté*:  par  l’équation 


dj_ 

dï> 


— a sm  <p  , 


f = 2 COS  <p  dt  I » 

<1 V 


dtp* 


a cos  <p,  et  consequemment  x ; ,.'  3, 


( 5 ±1  4 cos  <PT 


9 2z  ti  cos  <p 

Dans  l’hypothèse  <p  =0,  cette’  formule  donne  pour  le  signe 
supérieur,  r=§,  et  pour  le  signe  inférieur,  r= t.  Si  du  point 
F auquel  se  rapporte  le  rayon  de  courbure  ;•  = | , on  prend 

sur  FC  une  longueur  FO  — | = 1 + | , on  aura 

CO  =5  — f — f • Si  F/S  est  un  arc  du  cercle  osculateur  en  F, 
et  qu’on  irçène  le  rayon  Oft  qui  rencontre  la  triscctrice  en  ft, 
on  trouve  que,  pour  un  angle  tp  = 6o°  dans  l’ancienne  di- 
vision , la  divergence  ftp'  est  de  moins  de  o,o3  du  rayon  CA. 
( Voyez  l’ouvrage  cité  ei-dessus.  ) 

Cherchons  maintenant  la  projection  du  rayon  de  courbure 
sur  le  rayon  vecteur,  ou  le  st»us-rayon  de. courbure  que  nous 
nommerons  ri. 

♦ 

C étant  le  centre  du  cercle  osculateur  en  M , on  a CM  — r : 
la  projection  de  r sur  le  rayon  vecteur  MF , est  la  ligne  MM' 
déterminée  par  la  perpendiculaire  menée  de  C sur  AZ/vûi’ous 
ücsignerons  MM'  par  r1.  On  a 

. ri  l r ; : cos  M'MC  : r , d’où  ri  = r cos  M'MC-} 


Fis 


'h» 
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or,  cos  M' MC  — sin  P MF  et  <’ans  le  triangle  T' MF  formé 
par  le  raÿon  verteur  MF,  la  sous-  augente  FP , et  la  portion 
M'P  de  la  tangente  en  M,  on  a # 

sin  T MF  : cos  T1  MF::  FT  .MF::  —F  •$-  : « 

dp 


donc 

sin  T*MF= 


dç> 


et  conséquemment 


F = 


( d>  y d> 
ft  + 2 \~d^)  ~ '1^ 


Reprenons  1,’éqnalion  de  la  spirale'logarilhmique  (pag.  317), 
savoir  : 

\ t-y- . y. 

on  en  déduit  cette  expression  de  la  normale 


MN =y ,-  + (-g-)1 = , v/r+^r  - 


où''n  = /a;  niais 


d<p* 


: n J donc  on  a pour  l'expres- 


sion du  rajon  de  courbure , 


p*  + 3 


(£)’ 


— ( y 1 ~h  n‘  t • * 


d<p* 
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la  même  que  celle  de  la  normale.  On  a encifte  dans  les  deux 
triangles  rectangles  FMIV  , F MT , 


sin  N : 


r 1 "f 


, sin  TMF  ~ 


V i + «’  ’ 


Il  résulte  de,  là  que  les  deux  angles  FMI , FNM,  sont 
égaux  : qu’ainsi  la  courbe  FJ/N  est  telle  aussi  i°.  que  l’angle 
formé  par  sa  tangente  et  le  rayon  vecteur , est  constant  ; 

2°.  qu’il  est  le  même  que  celui  qui  a lieu  entre  le  rayon  vecteur 
de  la  développante  et  la  tangente  : d’où  on  conclut  que  la 
développée  est  la  même  courbe  que  la  développante,  «mais 
dans  une  situation  contraire. 

I 

Jacques  Bernoulli  est  le  premier  qui  ait  considéré  cette 
courbe,  et  qui  ait  découvert  la  belle  propriété  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  ainsi  que  plusieurs  autres  non  moins  curieuses. 

Il  aurait  désiré,  si  cet  usage  avait,  éneore  lieu,  qu’on  gravât 
une  spirale  logarithmique  sur  son  tombeau  , comme  autrefois 
on  grava  sur  celui  <1'  Archimede  une  sphère  inscrite-  au  cy- 
lindre. 

P 

Cherchons  maintenant  le.  coefficient  différentiel  de  l'aire  j-jg.  3. 
d’une  courbe  rajiportée  aux  coordonnées  polaires  g et  9 : la 
surface  en  question  est  comprise  entre  le  rayon  vecteur/^/, 
l’axe  fixe  FAX,  et  l’arc  de  courbe  AM. 

Nousavons  vu  (chap.  XVII  ),  que  e représentant  l’aire  APM 
d’une  courbe  rapportée  à des  coordonnées  rectangulaires,  on 
avait  • . 

d . Fx  de 

-•  “d^-1 =7Ü==^Î 

• 

mais  l’espace  F AM  que  nous  considérons , et  que  nous  dé- 
' signerons  par  E } est  = l’origine  de*  coordonnée» 
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a-,  y étant  en  î^.  On  a donc  , en  observant  que  F est  une 
l'onction- de  la  variable  x qui  dépend  de  p , 

• • f 

d E . / d y •.  - dx  \ * de  d.r  • 

dp 


d<p 


i (x  ÈL  J.  r -if. N J ’JÎÎ. 
av  d©  + dx 


de 


d’où,  a caqse-  de  — — t=  y , 

d E / dr  àx  ' 

Or . de  ces  relations 

* a 


dx  \ 


on  déduit 


donc 


p sui  p , icf  cos  p .. 


dr  . dp 

— — = p cos  p -j : — sin  p 

• dp  dp 

dx  . dp 


JÎ7 

ci  <p 
àx 


à, 


! 


c*  cos*  $ -f-  fj  sin  <p  cos  <p 
dep  # 


J dT  = “'  sin>P  + flÿ-sinpco,p, 


cl  conséquemment 


d£ 


dj) 


— ifh 


.résultat  indépendant  de^p,  c’est-à-dire,  de.  la  position  de 
l’ase  FX  j il  est  visible  d’ailleurs  que  la  surface  varie  par  f. 
On  déduit  de  l’expression  ci-dessus  , , 

• ’E  = {J  ff  dp  + C, 

intégration  qu’on  effectuera  , après  avoir  remplacé  f par  s* 
valeuj-  en  p tirée  de  l’équation  de  la  courbe. 
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Pour  traduire  aussi  en  coordonnées  polaires,  la  formule  pour 
la  rectification  ( chap.  XVII , pag.  a63  ) • 


on  aura 


+ (£)’•  ' 


£=v&m=v»+a)' 

V V * 

, Dans  la  spirale  d’Archiniède  (pag.  3 1 5) , dont  l’équation  est 

2*p  = <J(p, 


Fig.  3i,= 


on  trouve 


E — —ft'  — -5— *p3  + C, 
a oa 


C désignant  la  constante.  Si  on  veut  avoir  .l’aire  corres- 
. pondante  à une  révolution  du  rayon  vecteur,  c’est-à-dire  , 
l’intégrale  de  <p  = o à ç — 2»  , on  déterminera  la  constante 
C de_  manière  que  l’aire  E soit  nulle  pour  ç :=  o ou  pour 

• f — 0 , conditio/i  qui  donne  C — o j puis  dans  E = p5, 

~*a  • 

ICtl*  • 

— — , tiers  du  cercle 


on  -fera  f — a , ce  qui  donnera  E — — 

» ' j 

dont  le  rayon  =za.  * * 

Pour  la  spirale  logarithmique  ( pag»  317)  qui  a pour  équatioA  pjg.  33, 

l indiquant  le  logarithme  népérien , on  tronve 

• - 

• s ~/ii  f \/‘i  — f 1/  2 -}-  C , 

C étant  la  constante.  Si  l’arc  commence  au  pôle,  on  a , en 
même  tems  f ï ==  o,  p = o $ ainsi,  quoifjhe  la  courbe  n’at- 
teigne son  pôle  qu’aprés  un  nombre  infini  de  révolutions , l’arc  s 
est  fini  et  éjÿl  à la  diagonale  du  carré  construit  sur  le  rayon 
vecteur  p qui  aboutit  à son  autre  extrémité. 

Nous  allons  exposer  la  génération  , et  donner  les  équa-  ^ 
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tions  de  quelques  autres  courbes  auxquelles  on  pourra  appli- 
quer toutes*  les  méthodes  exposées  jusqu’ici. 

38.  Par  un  point  fixe  B , menons  une  ligne  BQ1\1  qui  coupe 
eu  C une  droilfe  donnée  AX-}  p'iii?’  prenons  CM  — CO  = 
* une  droite  donnée  : la  suite  des  points  M et  Ç)  forme  une 
courbe  nommée  conchoïde , et  trouvée  par  Nicomcde. 

La  conchoïde  résulte  donc  de  l’intersection  continuelle  de 
la  droite  BM , tournant  autour  de  B , par  un  cercle  MEQ 
d’un  rayon  constant,  qu’on  fait  glisser  le  long  de  ‘AX , de* 
manière  que  son  centre  soit  toujours  à l’intersection  de  AX 
et  de  BM.  Prenons  AX , B Y pour  axes  rectangulaires  : soient 
AC  = <t,  AB  = b,  CM=  CQ  ==  o j soit  A la  tangente  de 
l’angle  MCX  : les  équations  de  la  droite  BM  et  du  cercle  , 


y = Ax  — h,  (x—  a)’  + = j 

mais  poury  = o,  l’équation  de  la  droite  donne  o=Aa — b , 
à cause  de  AC  — a : en  effet , la  distance  du  point  C au  point  A 
augmentant  indéfiniment , les  longueurs  Cp  , *Cp’  déterminées 
par  les  perpendiculaires  J\fp  , Qp'  diminuent  continuellement  et 
iniléjjniment  jysqu’à  zéro,  en  sorte  que  les  abscisses  Ap , 
Ap'  ont  pour  limite  AC  •=  et  j s.i  donc  on  élimine  a cl  A entre 
ces  trois  équations  , on  trouvera  pour  celle  de  la  conchoïde. 


Cette  courbe  est  donc  formée  de  Jeux  branches jqui  s’étendent 
l’une  au-dessus,  l’autre  au-dessous  de  l’axe  AX  qui  leur  sert 
d’asymptote  : sa  plus  grande  largeur  DD'  correspond  à BM 
perpendiculaire  à AX.  Si  AB  est  <a,  il  y aura  umnœud 
BinD'n  qui,  pour  ABz=uf-  se  changera  en  un  point  de 
rebroussement.  • 

Soient  le  cercle  AFB  donné,  et  sa  tangente  BD  : si  après 
avoir  ntené  de  l’extrémité  A du  diamètre  AB  — 20  ,*‘les 
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droites  AD  aux  divers  points  de  la  tangente,  on  prend.... Fig.  3g. 
AM=FD,  la  suite  dc^points  M sera  U cissoïde  de  Dioclcs. 

On  s’est  servi  autrefois  de  cette  courbe,  aiusi  que  de  la  con— 
c/ioïJe , pour  résoudre  le  prol^Jème  de  la  duplication  du  cube. 

La  cissoïde  résulte  donc  de  l’intersection  continuelle  d’une 
droite  AD  mobile  autour  de  “A , j>ar  un  cercle  dont  le  centre 
est  en  A , et  dont  le  rayon  AM  = R est  toujours  égal  à'  FD. 

Les  équalipns  de  la  droite  AD  et.  du  cercle  dout  nous 
veuons  de  parler , sont  # • ï 

(i) y — Ax  , y1  -J-x2  = iî’  . ...  • 

or,  l’équation  du  cercle  AFB  étant 


y' 


zax  ■ 


pour  l’origine  A , on  trouve,  pour  l’abscisse  AE  de  l’inter-p 
section  de  la  droite  avec  ce  cerclé  , 


AE  — 


za 


!+A- 


d’où  EB  — 


: taA * 


1 4-  A' 


AP  = R cos  MAP  = 


R 


Vi  + yP 

ainsi,  AM  = FD , ou  AP  — EB  donne 


R y' i 4-  A'  — iaA%.  ■ 

Éliminant  R et  A à l’aide  des  équations  (i).  et  (a),  on 
trouve  ' • 


x3  + xy%  — a ayx , d’où  y*  = 


2a  — x 


éjjuation  de  la  cissoïde.  Ainsi  k”.  l’abscisse  x = AP  ne  peut 
être  plus  grande  que  2a,  ni  négative,  d’où  il  résulte  que  la 
courbe  est  renfermée  entre  les  deux  parallèles  A Y et  BD  j 
a“.  la  courbe  est  symétrique  de  part  et  d’autre  de  l’axe  AX j 
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5°.  elle  passe  par  l’origine  A qui  est  un  point  de  rebrous- 
sement j 4°.  x — a donne  y — z£iq,  ordonnées  des  points 
H et  H' , dans  lesquels  la  cissoïde  coupe  la  circonférence 
directrice  et  partage  celle-ci  en  quatre  parties  égales  ; 6°.  x=o. a 
donne  y = to  : ainsi  la  tangente  B est  une  asymptote.  < 
La  courbe  OBA1.  .S,  dontjes  abscisses  AP,  AP' ...  croissent 
par  des  différences  égales , quand  les  ordonnées  'correspon- 
4°*  dantes  PM , P' M' ....  forment  une  suite  par  qutrtiens  égaux  , 
est  nommée  logarithmique.  Son  équation  est 


= lop 


ouy  = a*  , 


l'ii-  4r 


a étant  la  base.  On  voit  i*.  que  la  courbe  n’a  qu’une  seule 
branche  qui  est  infinie  de  part  et  d’autre  de  l’axe  AY j 2°.  l’or- 
donnée AB , à l’origine,  est  =s  I } 3°.  si  l’on  prend.,.., . 
Ap  — A B — i , on  a pm  = a = laSlbase  ; 4°-  si  a est  > i y 
la  partie  BS  de  la  courbe  du  côté  des  abscisses  positives  , 
s’éloigne  sans  cesse  de  l’axe  AX  , tandis  qu’à  la  gauche  de 
AB , la  courbe  s’approche  de  AX' , en  sorte  que  I*  xe  des 
abscisses  lui  sert  d’asymptote.  Le  contraire  a lied  pour  a i • 
LeSlilifféreniès  especes  de  logarithmiques  sont  distinguées  entre 
clics  par  Ja  base  a.  . . 

La  cwurbe  des  sinus,  qur’o n peut  appeler  sinusoïde , a pour 
équation  • • 

, y =.  sin  x. 

Ainsi  chaque*abscisse  est  un  arc  rectifié,  du  cercle  du  rayon 
■ r,  arc  dont  le  sinus  est  y.  L’arc  devenant  o , *T , 2 ?cr...} 
le  sinus  est  nul.  Ainsi,  à partir  de  l origine  A -,  et  .de 
part  et  "d’autre,  AR  — RR'..,  ~ Ar  ==  AB...  — 
les  points  A,  R,  R'...  r,  r'...  seront  les  intersections  de 
la  courbe-  avec  l’axe  AX.  L’arc  croissant  depuis  zéro  jus- 
qu’à ;if=  AP,  le  sinus  croît  jusqu’à  P M = r ; mais  x 
continuant  à croître  , x diminue.  Lorsque  x est  ]> 
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sinus  devient  négatif,  et  toutes  les  ondulations  sont‘symé- 

* «A 

triques. 

Passons  à la  quadralrice  de  Dinostrale,  courbe  ainsi  nommée, 
parce  cjue  ce  géomètre  de  l’école  de  Platon,  l’inventa  à l’oc- 
casion de  la  quadrature  du  cercle. 

Ayant  tracé  deux  axes  AX,  AV,  à angle  droit,  si  l’on  j1;*.  4 
suppose  que  l’ordonnée  PM  se  meuve  parallèlement  à l’axe 
AY , tandis  que  AM  tourne  autour  de  A , de  manière  que 
l’espace  *CP  parcouru  à partir  du  point  C , sur  la  ligne  CA 
donnée,  soit  toujours  à Parc  ab  , dans  le  rapgort  de  CA  à 
oc,  en  sorte  que  PM  a AM  sé  confondent  en  même  tems 
avec  A Y,  la  suite  des  points  M sera  la  quadralrice. 

Soient  AC=af  ab  = q , APt=»)  les  équations  de  AM 
et  PM  sont  * 


y = x tang.  <p,  x = <t 


mais  on  a 


CP  _ ab 
CA  " ac  f 


•jr  étant  la  demi- circonférence  , et  l’arc  tp  étant  décrit  d’un  rayon 
= 1.  Eliminant  * et  <p,  il  vient,  pour  l’éqbation  de  la  courbe, 


' y — x tang.  | 


i-r  (n  — x) 


c’est-à-dire , 


Donc  i°.  x o , donne  y = f dont  on  cherchera  la  valeur 
vraie,  d’apres  ce  qui  a été  dit  ( chap.  X);  2°.  la  courbe  est 
symétrique  de  part  et  d’autre  de  l’axe  AY\  3°.  ^zx  rendent 

l’ordonnée  y négative;  4°.  db  x = a donnent  y = o; 

5°.  ztz  x — ja  correspondent  aux  asymptotes  QN , Q’N 
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A l’occasion  de  la  cycloïde  ,Jes  géomètres  ont  considéré  une 
Fig.  /fi.  autre  courbe  qu’ils  ont  appelée  sa  compagne  , ou  la  Troclioide  , 
• dont  la  propriété  est  telle  que  le  cercle  A MB  H parcourant 
la  droite  05  par  un  mouvement  de  translation,  et- tournant 
en  même  tems  autour  de  son  centre,  on  ïit  la  propriété* 

OB  : AM  B ::  NP  : arc  AM. 


Supposant  donc  OS  — b , la  circonférence  AMBHczc, 
l’arc  AM  = s , NP  r=y , on  a pour  l'équation  de  la  tréchoïde 


y — 


. % 

bs 


Taylor  a démontré  le  premier  qu’une  corde  vibrante  tendue 
par  un  poids  et  détournée'un  peft  de  sa  position  initiale,  . 
doit  former  une  tro'choïde  très-alongée,  pour  çjue  tous  ses  points 
arrivent  en  même  tems  à l’axe. 

On  a distingué  trois  espèces  de  trochoïdê,  ainsi  que  trois 
espèces  de  çycloïde  ; nuys  nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus 
grands  détails  à cet  égard.  . 
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CHAPITRE  XXI. 


Cubature  des  volumef  de  révolution  ; mesure  de 
leurs  surfaces , De  l’Aire  du  Cylindre  droit , 
comprise  entre  un  arc  d’une  courbe  à double 
courbure , sa  projection  horisontalc  et  les  deux 
ordonnées  verticales  extrêmes.  Rectification  des 
Courbes  à double  courbure. 

Les  courbes  planes  appartiennent  à la  géométrie  de  deux 
dimensions , et  ne  dépendent , par  conséquent , que  de  deux 
coordonnées.  Les  courbes  à double  courbure  , c’est-à-dire , 
celles  qdi  ne  sont  pas  contenues  dans  un  plan , ou  qui  ne 
peuvent  être  tracée*  que  sur  la  surface  des  corps  solides 
appartiennent  à la  géométrie  de  trois  dimensions  j aussi  dé- 
pendent-elles de  trois  coordonnées  perpendiculaires  entre  elles, 
dont  deux  sont  fonctions  de  la  troisième.  Ces  courbes  sont 
définies  par  deux  projections  sur  deux  des  trois  plans  rectanr 
gulaires  , parce  qu’en  effet,  si  on  conçoit  deux  cylindres.,  res-  \ 
pectivement  perpendiculaires  aux  plans  de  ces  deux  projections, 
et  ayant  pour  bases  ces  projections  elles-mêmes,  l’intersection 
de  ces  surfaces  cylindriques  sera  la  enurbe  à double  courbure. 

Les  surfaces  courbes  se  déterminent  aussi  par  trois  coor- 
données rectangulaires  , comme  les  lignes  à double  courbure  ; 
mais  avec ^cette  différence  que  , pour  Jçî  surfaces,  deux  des 
coordonnées  sont  indépendantes  entre  elles  , et  la  troisième 
est  fonction  de  ces  deifx  j de  sorte  qu’une  surface  est  repré- 
sentée par  une  seule  équation  entre  ces  trois  coordonnées  ; 
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ainsi,  les  deux  équations  qui  expriment  une  courbe  à double 
courbure,  .représentent,  chacune  en  particulier,  une  surface 
courbe  cylindrique,  perpendiculaire  au  plan  de  la  base,  et  dont 
on  sait  que  l’équation  est  celle  de  la  base , et  la  courbe  repré- 
sentée par  le  système  de  ces  deux  équations,  est  formée  par 

l’intersection  de  ces  deux  surfaces. 

♦ * . 

La  théorie  des  surfaces  dépend  donc  de"  l’analyse  des  fonc- 
tions de  deux  variables,  et  peut  être  traitée  comme  la  théorie 
des  courbes  et  par  les  mêmes  principes. 

« ■ i°.  Cubature  des  vulumes  de  révolution. 

On  propose  do  trouver  l’expression  du  volume  engendré  par 
la  révolution  de  l’aire  A P Al  autour  de  l’axe  des  abscisses , 
volume  qui  est  aussi  une  fonction  de  x , puisqu’il  croît  et 
cfccrolt  avec  cette  abscisse.  - • . * 

i 

44>-  Si  l’on  désigne  par  Fcc  le  volume  du  solide  engendré 
par  l’aire  APM , la  différence  F [x  -+-  i ) — Fa : exprimera  , 
celui  qui  résulte  de  l’aire  PP' M'AI , ou  qui  est  çompris  entre 
les  deux  cercles  parallèles  décrits  par  les  ordonnées"  PM , 
■P'M’,  et  la  surface  décrite  par  l’arc  Al  Ai’  ) ce  dernier  volume 
sera  nécessaireihent  intermédiaire  entre  lÿs  deux  volumes  cylin- 
driques engendrés  par  les  rectangles  PP'  ni  AI , P 1*  Al'm' , vo- 
lumes exprimés  par  iry’i  et  * (y  -f-  h )%i , ou  par  * ( fxyi  et 
+ * )%  en  prenant  la  quantité  i—  PP'  aussi  petite  qu’on 
voudra  ;;  d’où  l’on  conclura  , comment»  l’a  fait  ( chap.  XVI I) , 

df/'-.v") 

é*=  t ( fx et  d Fx  — sry’da;, 
d* 

et,  en  désignant  par,  V le  volume  engendré  par  l’aire  AP  AI , 

, . ' , » i > *.  « * ?..  : *?“.  ftî  li  O*  < L.«  - 

dF  — ij1  dx  ....  (1) 

On  aura  donc  le  volume  P eà  prenant  la  fonction  primitive 
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de  *_y’clr,  et  la  complettant  par  une  constante  arbitraire. 
AiDSi  r=f,y'dx+  C, 

* étant  la  circonférence  du  cercle  dont  le  diamètre  = 1. 


2°.  Des  Surfaces  de  révolution. 


Si  l’on  imagine  que  la  courbe  proposée  tournant  autour  de  Fig.  44* 
l’axe  des  abscisses  , engendre  un  conoïde , il  est  visible  que 
les  deux  ordonnées  fxjf(x  4*  0»  décriront  en  même  tems 
deux  cercles  dont  ces  ordonnées  seront  les  rayons,  que  l’arc 
de  courbe  MM'  décrira  une  zône  conoïdique,  et  que  les  deux 
tangentes  Mt,  M'tf  décriront  des  zônes  coniques  entre  lesquelles 
la  zône  conoïdique  sera  nécessairement  renfermée.  Or,  on  sait, 
par  la  géométrie  , que  la  surface  convexe  d’un  cône  tronqué,  est 
égale  à son  côté  multiplié  par  la  demi-somme  des  circonfé- 
rences de  ses  deux  bases  ; donc , si  l’on  désigne  encore  par  » la 
circonférence  du  cercle  dont  le  diamètre  = I , et  si  l’on  pose 


, la  surface  de  la  zône  conique  décrite 


cpx  = i + 
par  la  tangente  iyx—Mt,  sera  2 in/x.n 


d jx  y 
dx  / 


en  observant  que  les  rayons  PM  et  P'i  sont,  le  premier fx , 

d [ fx) 

et  le  second  fx  -4-  mt  = fx  -f-  i — } et  la  surface  de 

ax 

l’autre  zône  décrite  par  la  tangente  M' i'  = ïft (x-J-i),  sera 

2 if  (*  + »’;*  jy  (a:  + *)  — — ^ J > Parce  flue 

le  rayon  P'M'  est  f ( x -J-  i ) , et  que  le  rayon  . ' . . • . . 

Pi'  =.  Pm'  — t'm'  (x  -[ - i)  — i — *^~  Si  donc  on 

dx 

désigne  par  <I>x  la  fonction  de  l’abscisse  x qui  exprime  la  sur- 
face du  conoïde  décrite  par  AM , il  est  clair  que  la  zône 
conoïde  engendrée  pa*  l’arc  MM\  sera  exprimée  par  la  diffé- 

* 


, ♦ 
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rence  <t>  (x  + 0 — > et  9ue  celte  différence  sera  renfermé* 

cnlre  les  deux  quantités  2 ixtpx  |yir  -{-  — — et . . . 

atTip(x-(-()f/(x  + i) J ' ^ 1 , en  donnant  à 

( 2 0 X ) 

i une  valeur  quelconque  aussi  petite  qu’on  voudra;  ainsi,  en 
posant  l’inégalité*qui  résulte  de  la  condition  qu’on  vient  d’ex- 
primer , en  y introduisant  les  termes  limites  ( chap.  XI  ) , 
et  divisant  par  i , on  conclura  de  la  même  manière  qu'au 
chap.  XVII  , que  l’inégalité  ne  peut  avoir  lieu  , quelque 
petit  que  soit  1 , à moins  que 

<t>'x  = 2*yxfx. 

Ainsi , en  désignant  par  S la  surface  décrite  par  AM  ; on  aura 

àS=2xàxfx\/  ,+(^)'",W 

on  obtiendra  la  surface  du  conoïde  en  prenant  la  fonction 

1 / / d ( fx)  \ * 

primitive  absolue  de  2 »d xfx  y 1 -J-  f — ^ — j ou  de  . • 

airydarp^  1 + > et  *a  complétant  par  une  constant* 

arbitraire,  ce  qui  donnera 


5 ±f\  %y  d*  ]/i  + (-^r)'  + C. 

On  substituera  dans  cette  formule  et  dans  la  précédente  pour 

y et  , leurs  valeurs  en  fonctions  de  x , déduites  de  l'équa- 
*'  da: 

tion  de  la  courbe  qu’on  considère  , en  sorte  qu’il  restera  à 
intégrer  une  différentielle  de  la  forme  Xda:,  X désignant  une 
fonction  de  i,  ce  qu’on  fera  d’après  les  méthodes  qui  seront 
exposées  dans  la  seconde  partie  de  ce  Traité* 


« 
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5°.  De  l’Aire  du  cylindre  droit,  comprise  entre  un  arc  d’une 
courbe  à double*  courbure  , sa  projection  horizontale  , et 
les  deux  ordonnées  verticales  extrêmes. 

On  peut  regarder  la  courbe  de  projection  sur  le  plan  de* 
xj,  d’une  courbe  à double  courbure , comme  l’axe  curviligne 
de  cette  cpurbe , *ur  lequel  on  comptera  le$  abscisse*  à partir 
d’un  point  fixe  , et  les  ordonnées  seront  le*  arêtes  verticales 
du  cylindre  droit  ayant  cette  projection  pour  contour  de  sa 
base.  Si  donc  on  suppose  que  l’arc  t qui  sert  d’abscisse , soit 
étendu  en  ligne  droite  , on  aura  tètr  pour  les  coordonnées  rec- 
tangulaires de  la  courbe  à double  courbure  tracée  sur  la 
surface  du  cylindre , développée  sur  un  plan. 

Cette  considération  offre  l’avantage  d’appliquer  aux  courbe* 
à double  courbure  les  formules  dé  la  quadrature  et  de  la  rec- 
tification des  courbes  planes.  Pour  le  premier  c*s , il  n’y  aura 
qu’à  substituer  t pour  x , et  z pour  y dans  la  formule  de  la 
quadrature,  trouvée  (pag.  i5j),  savoir  : 


qui  deviendra 


et  parce  que  (pag.  a65)  l’arc  d/=da:j/ 1 -f-  > on  aur* 

dFx  = zdx}/ 

or  les  coordonnées  z et  y étant  données  en  x par  les  équations 
y —fx  et  z — <!)X  des  projections  de  Ja  courbe  à double  cour- 
cur»{  pag.  335') , ou  aura  pour  dFx  une  différentielle  de  la 
forme  Xdx , X désignant  une  fonction  de  x,  différentielle  qu’on 
intégrera  d'après  les  méthodes  données  dans  la  seconde  partie. 
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4°.  • Rectification  de*  courbes  à double  courbure. 

La  surface  du  cylindre  étant  toujours  «développée  snr  un 
plan  vertical  dont  la  trlce  horisontale  est  l’arc  t de  la  courbe 
de  projection*,  étendu  en  ligne  droite,  si  on  désigne  par  s l’arc 
correspondant  de  l’espace  , et  par  t et  « les  coordonnées  de 
ton  extrémité,  on  aura  (pag.  263)  ^ 

# 

• dr  = V^dt1  -f-  ds’ , 

et  parce  que  d r = d*’  -f  dy1 , on  aura  , en  observant  que 
y et  z sont  fonctions  do  X , celte  équation  |ntre  les  coefficient 
différentiels. 

* , 

formule  qui  nous  servira  (pag.  348). 
rig.  45.  Nous  ferons  des  applications  de  quelques-unes  des  formules 
que  nous  venons  d’obtenir , et  nous  nous  proposerons  d’abord 
de  trouver  le  volume  engendré  par  l’aire  ^lu  triangle  MAM' 
tournant  autour  de  l’axe  AX.  • * 

La  droite  AM  passant  par  l’origine  , a pour  équation 

» « 

* • y = ax , 

on  a donc  ( pag.  334  ) 

V—  i fy'àx  = a'*3  + C , 

et  si  le  volume  V engendré  par  l’aire  APM , commence  avec 
• l’abscisse , on  a , en  même  tems  , -t  = o et  V =o  , donc  C=o  : 
si  ce  volume  doit  s’étendre  jusqu’au  cercle  décrit  par  PM , 

alors  • 

• * • 

Vz=  — r’.r=4- TJl\  AP. 

3 ' 3 

Cette  formule  appliquée  su  volume  décrit  par  la  révolution 
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autour  de  AX  , de  l’aire  du  triangle  RP M,  après  l’avoir  fait 
glisser  de  manière  que  le  point  R tombe  en  A , et  que  sa  base 
RP  soit  toujours  sur  l’axe  AX , donne 

V ==~Plt\  RP i 

donc  le  volume  total  engendré  par  AMR , sera  * 

~ PM*  {AP  -f-  PR)  5=  pji\  AR , 

«3  3 

expression  "donnée  par  M.  Legendre , dans  sa  Géométrie.  Si 
de  ce  volume  on  retranche  celui  qui  est  engendré  de  la  même 
manière  par  l’aire  du  triangle  AM'R,  et  qui  a pour  expression 


-y-  P' Al' . AR  , 

• • 

on  a pour  différence  qui  est  le  volume  cherché , 

~ | PAÎ% — PVtf7’ | AR. 

Il  est  facile  de  trouver  les  volumes  engendrés  par  les  courbea 
du  second  degré  tournant  autour  de  l’axe  principal  , puis- 
qu 'après  avoir  remplacé  dans  * fj'àx , y'  par  la  fonction  en 
x qp’elle  représente  , on  n'a  plus  à intégrer  que  des  diffé- 
rentielles monomes. 

•L’équation  de  l’ellipse  , rapportée  à l’un  des  sommets  comme 
origine,  des  coordbnnées  , est 


J'  — (2  — «’)» 


et  conséquemment 
b 

i 


fy'ùx  = , — / ( ia  x dx  — x'dx  ) = » ( ax'  — y ^ + C , 

où  la  constante  est  nulle , quand  le  volume  commence  ayec 
l’abscisse.  Pour  x = sa,  on  a le  volume  engendré  par  la^pé- 
volution  de  l'aire  de  la  demi-ellipse  autour  de  son  axe  j et  ce 


•* 


5/|0  Lxçon* 

volume  que  nous  désignerons  par  V\  est 

V—  4^-  b'a  ; 

o ’ * 

mais  si  l'on  suppose  4 = a , l’ellipse  devient  un  cercle  du 
même  grand  axe  ; et  en  notant  par  V le  volume  engendré 
par  la  révolution  de  la  demi-circonférence  autour  du  diamètre , 
on  a 


donc 


'■--T’-'* 


V:  F' o- 

d’où  l’on  conclut  que  ces  volumes  «ont  dans  le  rapport  des 
carrés  des  deux  axes. 

Si  l’<Jn  applique  la  formule 

F — ify'àx  -f-  C 

à la  cubature  des  volumes  dus  à la  révolution  autour  de  l’axe 
des  abscisses  , des  courbes  représentées  par  les  équations 
4» , 4’  4’ 

y=- r(°*  — * — ^ = — ( + « ) * 

on  trouvera,  a désignant  le  grand  axe  de  l’ellipse  et  de  Fhy- 


b*  y x1 

F'  ss  - — x (-  C'. 

a a 


Comme  les -intégrales  ou  les  volumes  deviennent  nuis  en 
même  tems  que  x , on  aura 

C — o } C'  z=z- ot  C"  = o, 

SHB’aillours  les  volumes  doivent  être  pris  depuis  *2=0  jusqu’à 
c -=  « , on  aura  J , . 


perbole , 

b'  / 

*’  x1  \ . ^ 

-3-)+  C> 

4’  / 

' ax’  x3  \ 

II 

— ■ +-)+<x 
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r * * 

V = ^-ab'>  r=z~ab\  F''=z~ab', 

6 6 6 

d’où  resuite  cette  propriété 

r : v : w ::  » : 5 : 5. 

Ainsi  les  volumes  de  l'ellipsoïde,  du  paraboloïde  et  de  l’hy- 
perboloïde  , dus  aux  courbes  données  , forment  une  proportion 
arithmétique  continue. 

Appliquons  la  formule  ( pag.  356) 

5 = :/J-dx|/,  + (-g)i, 

^ . « r , . JW’ 

à la  recherche  de  l’expression  de  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  de  la  demi-circonférence  tournant  autour  de  son 
diamètre;  l’origine  des  coordonnées  étant  au  centre,  on  a 


— a'  — XX  | 


et  conséquemment 


S = %fy  dr  x — = atjàx  = atx  C ; 

or  , si  la  surface  doit  commencer  avec  l’absci|p: , on  a , eu 
même  tems , S — oy  .C  — o-,  donc 

>S  • i d 7 X • 

Soit  ar  = a,  et  on  trouvera  *a’  pour  la  demi-surface  de  la- 
sphère  , et  conséquemment  2 ira'  pour  la  surface  entière  de 
la  sphere.  Si  •*  est  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  1 , 
il  faudra  doubler  cette  expression , et  on  aura  4 »<f*  pour  la 
surface  totale  sic  la  sphère. 
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Théorie  des  Contacts  , et  développées  des  Courtes 
à double  courbure. 

. « 

Il  résulte  des  notions  données  dans  le  chapitre  précédent 
sur  les  courbes  à double  courbure,  que  1|  tangente  en  un  point 
quelconque  d’une  courbe  à double  courbure , est  l’intersection 
des  deux  plans  qui  touchent  les  deux  surfaces  cylindriques , 
ayant  pour  bases  les  deux  projections  de  la  courbe'  à double 
courbure',  suivant  les  arêtes  qui  correspondent  au  point  qu’on 
considère  sur  la  courbe  à double  courbure  ; or  les  deux  pro- 
jections de  celte  tangente,  sont  les  tangentes  aux  deux  projec- 
tions de  la  double  courbure  , aux  points  qui  sont  les  projec- 
tions de  celui  qu’on  considère  dans  l’espace;  il  suffît  donc, 
d’après  cela , d’écrire  les  équations  des  deux  projections  de  la 
tangente.  ^ , 

Soient  donc,  pour  une  courbe  à double  courbjire», 

y —f*  7 z—yx, 

les  équations  de  scs  projections  sur  les  plans  des  xjr  et  de*  * 
xz , et'  ‘ • 

q — np- f-  £ , * =cp  + g, 

les  équations  des  projections  d’une  droite  de*l  'espace  sur  les 
mêmes  plans  : pour  que  cette  droite  soit  tangente  à la  courbe 
proposée,  îi'  faut  d’abord  que  la  droite  et  la  courbe  aient  un 
point  commun,  ou  qu’op  ait  p = x , S = z j ainsi, 
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les  équations  de  la  droite  deviennent 

j = ax  + h,  z = cx+g ; 
il  faut,  de  plus,  qu’on  ait  ( pag.  226  et  227) 


les  deux  équations  précédantes  donnent , après  la  substitution 
de  ce?  valeurs , 

ày  * dz 

de  sorte  que  les  équations  de  la  tangente  à la  courbe  à double 
courbure,  au  point  x,yf  z,  seront  • 

dy  à z . 

* <i~r  = -^(p-*),  ^z  = -(p-x)} 

p,  q,  s étant  les  coordonnées  générales  ^e  la  tangente  Cha- 
cune de  ces  équations  est  celle  jt’une  projection  de  la  tangente 
au  point  x,y  et  z.  # 

La  position  dufjdan  normal  , c’est-à-dire , d’un  plan  mené 
par  le  point  de  contact , perpendiculairement  à la  tangente , 
est  facile  à, trouver,  puisqu’il  suffit  d»  dire  qu’un  plan  passe 
par  le  point  x , y,  z , et  que  scs  traces  sur  les  plans  des  xy 
et  des  xz  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  projections 
de  la  tangente  sur  les  mêmes  plans  ; on  trouve  ainsi 

pour  l’équation  du  plan  normal,  s,  <]  et  p elaqt  ses  coor- 
données générales. 

Passons  à la  recherche  du  cercle  osculateur  d’une  courbe  i 
double  courbure. 
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Pour  avoir  de  la  manière  la  plus  simple  l'équation  générale 
d’un  cercle  situé  dans  un  plan  quelconque  , nous  considére- 
rons le  cercft  comme  formé  par  l’intersection  d’un  plan  qui 
passe  par  le  centre  d’une  sphère; 'le  rayon  et  le  centre  de 
cette  sphère  deviendront  alors  ceux  du  cerclé,  et  le  plan  sera 
le  plan  même  du  cercle. 

L’équation  générale  d’une  sphère  rapportée  aux  trois  coor- 
données p,  q,  s,  est  * 0 

(P  — aY  + (9  -*  *)’  + (*  — c)’  = r' , 

* 

o a a,  b,  c sont  les  coordonnées  du  centre  et  r le  rayon. 
L’équation  d’un  plan  rapporté  aux  mêmes  coordonnées , fl 
passant  par  le  poiht  a,  b , c,  est,  en  général, 

• 

(P~  n)-fm(<7—  b)+n  (s  — c)  = o, 

m et  n étant  deux  constantes  arbitraires  qui  déterminent  l’in- 
clinaison du  plan  à l’égard  des  plans  fixes  coordonnés.  Le 
sj£têi£e  de  ces  deux  équaliAis  représentera  donc  un  cercle 
dont  1«  rayon  sera  r , dont  le  centre  sera  donné  par  a , b,  c, 
et  dont  le  plan  dépendra  des  quantités  m ?t  n. 

Si  donc  on  change,  dans  ces  deux  équations,  p,q,s  en 
x,y,  z , coordonnées  d’un  point  particulier  de  .la  courbe  à 
double  courbure  ; on  exprimera  que  le  cercle  et  cette  courbe 
ont  un  point  commun  ; on  aura  donc  d’abord  ccs  deux  équa- 
tions 

(x  — a)'  — b)'  -f-t*  — c)'  — r\  ...  (0 

x — a -|-  m(y — b)  n(z—  c)  = O..  . . (2) 

* 

Si  on  les  différence  deux  fois , en  observant  que , d’après 
ces  équations  jr  = Jx  ,2  = <fx , les  coordonnées  y et  a sont  des 
fonctions  de  x,  on  aura  les  quatre  suivantes  : 
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*-a-\-y{jr  — b)  + z'(z  — c)=  o.  . . .#(3) 

1 rny’  4 —ni'  — o.  . . • (4) 

1 +y*  + z’'+j"  'y—  b)-\-z"{z  — c)rxO.  ...  (5) 
my"  4-  nz"  — o.  • . . (6) 


dans  lesquelles  y,  z' , yn , 
dy  d z d’y 
dj:  ’ d*  ’ da:* 


renlieis 


z f rappellent  les  coefïiciens  diffé- 
d’z 
"d*1'* 


Les  quatre  premières  de  ceF  équations  renferment  les  con- 
ditions nécessaires  pour  que  le  cercle  ait  un  contact  du  pre- 
mier ordre  avec  toute  courbe  à double  courbure  j et  si  l’ou 
y joint  les  deux  dernières,  on  ^ira  l’ensemble  des  conditions 
nécessaires  pour  un  contact  du  second  ordre,  c’est-à-dire, 
pour  que  le  cercle  devienne  osculateur.à  la  courbe. 

Comme  il  y a dans  ces  équations,  six  indéterminées  a,  b, 
c,  r,  771 , 7i  , on  pourra  satisfaire  à toutes  ces  conditions,  et 
le  cercle  osculaleur  sera  xlcterminc  de  grandeur  et  de  positioq; 
mais  si  on  ne  demande  qu’un  cercle  tangent , il  restera  deux 
indéterminées  pour  lesquelles  on  pourra  prendre  le  rayon  de 
courbure  r et  une  des  deu^  quantités  m et  n qui  iixant  la 
position  do  plan  du  cercle  tangent. 

Considérons  maintenant  le  contact  du  speond  ordre  j le* 
, équations  (1),  (a)  et  (3)  donneront 


( ny'  — rnz'  ) r 

X — a — d — , y 

R ’ J 


(n  — z')  r 
R * 


- « — R , . 

en  faisant,  pour  abréger, 

. R=  ÿ{(ny  — mz‘ )^-f- (n  — z' )•  4-  {m—yy\-, 
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ces  valeurs  étant  substituées  dans  (5) , on  en  tirera 


r.  (i  +S*+z'')R 

(n  — a'  )y»—(m  — rJ)z» 

m 

enfin , les  équations  (4)  et  (6)  donneront 

Z 11  Y H 


Z'j"  — y'  z11  * 


'r"  y' z1'  * 


z'y 


valeurs  qu’on  substituera  danses  expressions  précédentes.  On 
aura  , après  tes  réductions , 

r _ O+y* + «'»)* 

v {(  t'+y  + (a11,  + *"')  - y 


a — X 


('  ( ÿ.r"  + ~ z!l 


. {(»  +j“ * ■+■  *,a) iy'r‘  + **’)  — (fy"  + z'z!iY  ’ 

b , ( » +ÿ>  + z'*)?"  -y  («  -t-  r”+  *')  [fy"-+  z'z") 

, J ( » + y* + «"J  (y,a + *"’j — (yy  + «'«•p  » 

c _ c»  +y  * + z1  (»  + y ».+  y»)  (,yy'+  z'g») 

* + (»  +r,,  + ^1)  (*"*+*"*)  — (/y+Va»,‘  ’ 

* 

La  quantité  r sera  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  proposée 
et  a , b , c seront  les  coordonnées  de  la  courbe*  des  centres 
des  cercles  osculateurs  ; mais  cette  courbe  ne  sera  pas  pour 
cela  une  développée,  comme  dans  les  courbes  à simple  cour- 
bure., ou  situées  dans  un  plan. 

Pour  s’en  assurer  et  trouver  en  même  tems  les  conditions 
nécessaires  pour  que  cette  éourbe  des  centres  devienne  une 
développée , nous  emploierons  une  analyse  semblable  à celle 
<Jpnt  nous  avons  fait  usage  (pag.  a35).  Nous  différentierons 
les  équations  (i);  (a),  (5),  par  rapport  aux  six  quantités  a, 
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b , c,  r,  m,  n,  et  en  observant  qu’elles  sont  toutes  fonctions 
de  x , ce  qui  donnera 

(*  -a)  ( 1-  a')  + {y-  b)\y'-b')  + (r-  c)  (a'-  cf) = r/' . . . (7) 

1 — a'-\-m'{y — b)-\-m(y' — b')y  n'(z — c)-j-  n'z' — c')= o. . .(8) 

1 — a'-\-yl!.y — b)yy'{y' — b'  )yzn (a — c)-\-z'(z'—c')=o  • • .(9) 

Or,  d’après  l’équation  (3),  l’équation  (7)  se  réduit  à 

■—  a’  (x  — a)  b’  {y  — b)  — c1  (z  — c)  — rr' . . .(10) 

qui  n’est  que  la  différentielle  de  (1)  prise  en  faisant  varier  le* 
quantités  a}  b , c et  r.  De  même  l’équation  (4)  réduit  (8)  à 

— a1  — mb' — ne'  -f-m'(y — £)-J-n'(.s  — c)=:o...(u) 

et  l’équation  (5)  réduit  (9)  à * 

* a'  y y b'  -f-  z'c'  = o.'.  .(12) 

Or,  si  l’on  suppose 

m'(y — b)  y n'(z  — c)  = o, 

condition  qui  est  évidemment  satis^ite  lorsque  m et  « sont 
de#quantités  constantes  , auquel  cas  la„courbc  cesse  d’être  à 
double  courbure  , puisqu’elle  est  toute  entière  dans  un  plan 
déterminé  par  ces  constantes,  o#  aura  en  place  de  l’équa» 
tio^i  1) , celle-ci 

• a' y mb' y ne' — o. . .(»3) 

Des  équations  (10),  (ia)  et  (r5),  on  déduit  . * 


(ny'  — mz')  r' 

Ti 

'm  —y')  r' 

7 ï ’ 


(n-z')r' 
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R indiquant  toujours  . 

\Z{('*r'  — W)*+(n  — + (m—yy  j. 

ces  valeurs  de  a',  b' , c'  donnent 


a”  -f-  b’*  -f-  c”  = r",  d’où  r'=  -f-  A''  -f-  c'1 , 


c’est-à-dire  , 


df 

da 


=i/; 


/ dé  \*  / de 

+ Csr)  + ( *)  • 


en  prenant  a pour  variable  indépendante  : comme  on  l’a  fait 
( pag.  236)  : on  déduit  de  là 

r==/da  |/I  +(ii)  + (Ijl)  +C...  (i« 

• 

Or  C pag.  338),  cette  équation  montre  que  r est  l’arc  de  la 
courbe  dont  a , b , c sont  les  coordonnées  ; donc  le  rayon 
oscillateur  sera  égal  à l’arc  de  cette  courbe,  augmenté  d’une 
quantité  constante.  Mais  on  observera  que  la  propriété  (i4)  ne 
je  rapporte  plus  aux.  courbes  à double  courbure , mais  ^ux 
courbes  planes  dans  l’espace.  * * 

Mais  pour  ne  rien  iaissÜ-  à desirer  sur  cette  matière,  nous 
allons  traiter  la  théorie  'des  développées  par  la  géométrj^  » 

Au  reste,  ce  que  l’on  a fait  jusqu’à  présent  sur  les  développées 
des  courbes  en  général  , se  réduit  à assigner  les  développées 
clés  courbes  planes;  encore  parmi  le  nombre  infini  de  déve- 
loppées d’une  courbe  plane  , n’a-t-on  considéré  jusqu’ici  que 
celle  qui  se  trouve  dans  le  plan  de  la  développante. 

Nous  croyons  donc  qu’on  lira  avec  intérêt  les  considérations 
suivantes  empruntées  de  l’ouvrage  de  M.  Monge,  ayant  pour-  « 
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titre  : 1 liéorie  des  surjaces  courbes  et  des  courbes  à double 
courbure. 

s ' 

Lemme.  Si  i’on  conçoit  par  le  centre  d’un  cercle  et  perpen- 
diculairement à son  plan,  une  droite  infiniment  prolongée  au- 
dessus  et  au-dessous  de  ce  plan , et  qui^Tun  point  quelconque 
de  cette  droite  on  imagine  une  ligne’ à un  point  de  la  circon- 
férence, cette  lignffe  en  tournant  autour  de  la  perpendiculaire 
comme  axe,  sous  un  angle  constant  avec  cet  axe,  décrira, 
par  son  extrémité,  la  circonférence  du  cercle.  Le  point  pris 
arbitrairement  sur  l’axe,  est  un  pôle  du  cercle.  Si  donc  on 
prend  sur  cet  axe  deux  ^61es  à distances  égales  du  plan  du 
ce/cle , l’un  au.dessus  , l’autre  au-dessouf,  qu’on  mène  par  ces 
deux  points  deux  droites  qui  se  couperaient, eu  un  même  point 
de  la  circonférence  , et  qu’on  fasse  tourner  le  système  de  ces 
deux  droites  autour  de  l’axe  , l’angle  d$  chacune  d’elles  avec 
l’axe,  restant  constat , le  point  d’intersec.tion  décrira  la  cir- 
conférence du  cercle. 

Soit  KAaD  une  courbe  quelconque  a®oub!e  courbure  tracée  Fig. 
dans  l’espace  ; par  un  point  A de  cette  courbe  , soit  mené 
un  plan  MNOP  perpendiculaire  à la  tangente  en  A j par  le 
point  a contigu  , ou  infiniment  voisin , soit  pareillement  mené 
un  plan  mnOP  perpendiculaire  à la  tangente  en  a : ces 
deuf  plans  se  couperont  quelque  part  en  une  droite  OP 
qui  sera  l’axe  d^  cercle  dont  le  petit  arc  Aa  de  la  courbe  peut 
être  regardé  comme  faisant  partie  ; de  manière  que  si  des  points 
A et  a on  abaisse  des 'perpendiculaires  AG,  aG  sur  celte 
droite , ces  perpendiculaires  la  rencontreront  en  un  même 
point  G qui  sera  le  centre  de  ce  cercle.  Tous  les. autres  points 
g , g' , g11 , etc.  de  la  ligne  OP,  seront  chacun  à égales  distances 
de  tous  les  points  de  l’arc  infiniment  petit  Aa  , et  pourront , 
par  conséquent , en  être  regardés  comme  les  pôles.  Ainsi , 
si  d’un  point  quelconque  g de  cet  axe , on  inène  deux  droites 
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aux  points  A,  a,  les  droites  gA,  ga  seront  égales  entre  elles, 
et  elles  formeront  avec  Taxe,  des  angles  AgO,  agO  égaux 
entre  eux  ; en  sorte  que  si  on  voulait  définir  la  courbure  de 
la  'courbe  au  point  A , il  faudrait  donner  la  longueur  du  rayon 
AG  du  cerele  osculateur  ; '20.  si  l’on  voulait  assigner  le  sens 
de  la  courbure , il  faudrait  donner  la  position  du  centre  G 
dans  l’espace,  duquel  on  décrit  l’arc  Aa  dans  sôn  plan;  mais 
s’il  s’agissait  simplement  de  décrire  ce  petit  arc,  il  seraitsuflisant 
ou  de  faire  tourner  la  droite  Ag  autour  de  l’axe , sans  altérer 
l’angle  AgO,  ou  de  faire  téfurner  le  rayon  AG  perpendicu- 
lairement à cet’axe. 

?"  • 

• La  droite  OP  peut^donc  être  regardée  comme  la  ligne  des 

pôles  de  l’élément  Aa  ; le  centre  G de  aourbure  de  cet  élé- 
ment, est  celui  de^es  pôles  dont  la  distance  à l’élément  est 
un  minimum  ; enfin,  le  rayon  de  courbure  est  la  perpendi- 
culaire AG  abaissée  9k  l’élément  sur  la  Ijgne  des  pôles. 

Fig.  /Jy.  Que  l’on  fasse  actuellement  sur  tous  les  points  de  la  courbe 
à double  courbure , ^opération  que  nous  venons  de  faire  sur 
un  de  ses  élémens,  c’est-à-dire,  que_  par  lotis  scs  points  con- 
sécutifs , on  fasse  passer  des  plans  MNOP , chacun  perpen- 
diculaire à la  tangente  à la  courbe  au  point  dans  lequel  elle 
est  coupée  par  le  plan  , le  premier  de  ces  plans  rencontrera 
le  second  dans  une  droite  OP  qui  sera  le  lieu  des  polo*  de 
l’arc  AA'\  le  second  plan  rencontrera  le  troisième  dans  la 
droite  O' P'  lieu  des  pôles  de  l’arc  A'  A"  ; le  tAisième  rencon- 
trera le  quatrième  dans  la  droite  OHPU,  lieu  des  pôles  d« 
l’arc  A1! A1",  et  ainsi  de  suitei  II  est  évident  que  le  système 
de  toutes  ces  droites  d’intersection  infiniment  rapprochées,  ou 
la  surface  céÜirbe  formée  de  leur  réunion  , sera  le  lieu  géo- 
métrique des  pôles  de  la  courbe  K A A'  A11 . . .D. 

Quoique  la  nature  de  cette  surface  courbe  dépende  absolu- 
ment de  celle  de  la.  courbe  K AA1  A V . . . D , cependant  toutes  les 
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surfaces  engendrées  de  cetle  manière  , ont  un  caractère  général, 
qui  consiste  en  ce  qu’elles  peuvent  être  développées  sur  un  plan 
comme  les  surfaces  coniques  et  cylindriques  à bases  quelcon- 
ques, sans  duplicature  et  sans  solution  Se  continuité.  En  effet,  les 
élémens  OP  P'  O',  O' P' P11 0",  etc.  dont  est  composée  la  surface, 
sont  des  portions  de  plans  indéfinies , infiniment  étroites  , et 
qui  se  coupent  consécutivement  suivant  des  lignes  droites. 

Cela  pbsé  , on  peut  toujours  concevoir  que  le  premier  élé- 
ment OPP'O'  tourne  autour  de  la  droite  O' P'  comme  char- 
nière, jusqu’à  ce  qu’il  parvienne  dans  le  plan  de  l’élément 
suivant  O' P' P"  O " ; qu’ensuite  leur  sys.téme  ne  fèisant  qu’un 
même  plan  , tourne  autour  de  O" PU  jusqu’à  ce  qu’il  soit 
dans  le  plan  du  troisième  élément  O" P1/ Pli' O!" , et  ainsi  de 
suite.  Ainsi  , tous  les  élémens  de  la  surface  pourront  se 
ranger,  sans  rupture,  dans  le  même  plan  : donc  la  surface 
des  pôles  d’une  courbe  quelconque  à double  courbure  , est  t 

toujours  une  surface  développable. 

Thcor.  Une  courbe  quelconque  plane  ou  a double  courbure  y 
comporte  une  infinité  de  développées  dont  le  lieâ  géométrique 
est  aussi  la  surface  des  pôles  de  cetle  courbe , seule  surface 
qui  contienne  les  développées  de  la  proposée. 

DémonstrJtion.  Du  point  A de  la  courbe  , par  lequel  passe 
le  premier  plan  normal , soit  menée  dans  ce  plan , et  suivant  une 
direction  arbitraire  , une  droite  Ag  prolongée  jusqu’à  ce  qu’elle 
rencontre  la  section  OP  quelque  part,  en  un  point  g-,  par 
les  points  A'  et  g soit  menée  dans  le  second  plan  normal , 
la  droite  A' g prolongée  jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  la  section  * 

O' P'  en  un  point  g';  soit  pareillement  menée  dans  le  troisième  • 

plan  normal  la  droite  A'^g"  jusqu’à  l’intersection  0"PH 
et  ainsi  de  suite..  Je  dis  que  la  courbe  qui  passe  par  tous  les 
points  gg'g11,  etc.,  est  une  des  développées  de  la  courbe  K AD. 

En  effet,  i°.  toutes  les 'droites  Ag , A'f , A"^1 , etc.,  sont  les 


• • 
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tangente*  de  la  courbe  gg'g"  • . . , puisqu’elle»  *ont  les  prolon- 
*geinens  des  Siemens  de  celle  courbe;  a”,  si  l’on  conçoit  que 
la  première  tangente  Ag  tourne  autour  du  point  g pour  veuir 
s’appliquer  sur  la  suivante  A'g elle  n’aura  pas  cessé  d’être 
tangente  à la  coiftbe  gg'g 11 . . . etc. , et  son  extrémité  Af  après 
avoir  décrit  l’arc  AA' , se  confondra  avec  l'extrémité  A'  de  la  se- 
conde, tangente  A' g1.  Que  l’on  fasse  de  mêpie  tourner  la  seconde 
ligne  A' g1  autour  du  point  gf , pour  qu’elle  vienne  s’appliquer 
sur  la  troisième  A''g' , elle  ne  cessera  pas  de  toucher  la  courbe 
gg'g et  son  extrémité  A'  ne  sortira  pas  de  l’arc  A' AH, 
et  ainsi  de  suite;  donc  fa  courbe  gg’g" • «.  est  telle  que  si  l’on 
conçoit  qu’uue  de  ses  tangentes  tourné  autour  de  celte  courbe 
sans  jamais  cesser (de  lui  être  tangente , et  sans  avoir  de  mou- 
vement dans  le  sens  de  sa  longueur , un  des  points  de  cette 
tangente,  décrira  la  courbe  KAA'. . .D  dont  ellefest  une  des 
développées.  Mais  la  direction  de  la  première  droite  Ag  était 
arbitraire , et  quelle  qu’eût  été  cette  direction  dans  le  plan  nor- 
mal , on  aurait  trouvé  une  .autre  courbe  gg'g11  . . . qui  aurait 
été  pareillement  une  des  développées  dê  KAA'  £ . D ; donc  ( etc. 

* Remarquons  que  tous  les  plans  AIN  OP  étant  tangens  à la 
surface  développable  , puisque  chacun  d’eux  est  le  prolonge-» 
ment  d’un  de  ses  éiémens  PO<yP P'  O' O^P",  etc.,  la  droite 
Ag  qui , dans  tous  les  instans  de  son  mouvement , se  trouve 
dans  un  de  ces  plans , est  aussi  nécessairement  tangent  à cette 
surface. 

Théor.  Si  du  point  A,  l’on  abaisse  sur  OP  la  jserpendicu- 
, luire  AG;  du  point  A'  sur  O'V  la  perpenditulaire  A'G'  ; du 
point  AU  sur.  O# P»  la  perpendiculaire  A" G 11 , et  ainsi  de 
suite,  il  s'agit  de  démontrer  que  la  courbe  GG'G!! . . . qui 
contient  les  centres  de  courtfkre  de  KA. . .X) , ne  peut  être 
une  des  développées  de  la  proposée , à moins  que  ceUe  proposée 
mne  soit  plane.  * 

• * 
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Démonstration.  Lorsqu’une  courbe  est  à double  courbure, 
deux  tangentes  consécutives,  c’est-à-dire,  deux  tangentes  aux 
extrémités  d’un  même  élément)  quelque  part  qu’on  le  prenne, 
sont  toujours  dans  le  même  plan  ; mais  trois  tangentes  prises 
de  suite,  ne  peuvent  plus  s’y  trouver,  parce  que  deux  élémens 
consécutifs  d’une  telle  courbe , ne  peuvent  pas  être  dans  un 
même  plan  ; donc  trois  plans  consécutifs  , chacun  normal  à 
la  courbe , ne  peuvent  pas  être  perpendiculaires  à un  même 
plan , et  conséquemment , l’intersection  du  premier  et  du  se- 
cond plan  ne  peut  être  parallèle  à l’intersection  du  second  et 
du  troisième  plan  ; donc  , pour  une  courbe  à double  courbure , 
les  droites  OP,  O' P',  0 11 P 11 , etc.,  ne  peuvent  être  parallèles. 
Cela  posé,  la  droite  AG  étant  perpendiculaire  à OP,  la  droite 
A' G lui  sera  aussi  perpendiculaire,  puisque  G est  le  centre  du 
petit  arc  élémentaire  AA mais  cette  droite  A'  G , prolongée 
jusqu’en  k , ne  sera  pas  perpendiculaire  à O' P'-,  elle  sera,  par 
Conséquent,  distincte  de  la  droite  A' G',  abaissée  perpendicu- 
lairement du  fioint  A'  sur  O'P'  \ donc  les  deux  droites  ou 
les  deux  normales  consécutives  AG  et  A'  G'  ne  rencontreront 
pas  la  droite  OP  dans  le  même  point;  mais  deux  droites 
considérées  dans  des  plans  difféVens , ne  peuvent  se  rencon- 
trer que  sur  l’intersection  de  ces  deux  plans  ; donc , les  droites 
AG,  A' G'  ne  se  rencontrent  pas,  et  conséquemment  elles  ne 
sont  pas  dans  un  même  plan.  Il  eu  est  de  même  de  la  suite 
des  cirâtes  A'G'p  A" G",  A'"G'",  etc.,  prises  deux  à deux 
consécutivement  ; donc  , toutes  ces  drôles  ne  peuvent  pas 
être  les  tangentes  consécutives  d’une  même  courbe  , puisqu’il 
faudrait , pour  cela,  que  les  deux  droites  AG^  A' G',  fussent  dans 
le  même  plan.  Il  suit  de  là  aussi  que  si  l’on  conçoit  une  droite 
qui  soit  tangente  à la  courbe  GG'  G" . . . en  G',  ou  k l’élément 
GG' , cette  droite  ne  passera  pas  par  le  point  A'  ; or,  en  tant 
qu’elle  est  sur  le  second  plan  normal , elle  ne  pourrait  couper  la 
courbe  K A, . . D que  dans  le  point  A'  où  ce  plan  la  coupe  luî- 
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même;  donc  la  courbe  GG' G" ...  est  telle  qu’aucune  de  ses 
tangentes  prolongées  ne  rencontre  la  eouébe  K A A' A" . . . D ; 
donc  la  suite  des  points  GG' Cm.,  ne  peut  être  une  de  ses 
développées  ; donc , etc. 

Si  la  courbeA^. . .D  était  plane,  toutes  les  droites  OP,  O'P' , 
O'IP11 , etc. , seraient  perpendiculaires  au  plan  de  la  courbe  7 
et  conséquemment  parallèles  entre  elles.  Ces  droites  vou  nor- 
males AG,  A' G',  A11  G11,  etc.,  seraient  toutes  dans  le  plan  de 
la  courbe,  et  se  rencontreraient  consécutivement  dans  la  courbe 
GG' GH . . donc  elles  en  seraient  les  tangentes.  Cette  courbe 
ne  serait  autre  ebose  que  celle  qu’on  a considérée  comme  la 
développée  de  la  courbe  KA. . .D. 

Thëor.  On  aura  une  des  développées  <T une  courbe  quelconque,  _ 
plane  ou  à double  courbure,  si  pqr  un  de  ses  points  et  sui- 
vant une  direction  quelconque  , on  mène  une  tangente  à la 
surface  développable  qui  est  le  lieu  de  ses  pôles  , et  si  l’on 
plie  librement  sur  cette  surface  le  prolongement  de  cette  tan- 
gente , c’est-à-dire  que  la  courbe  gg'g" . . . est  celle  que  forme- 
rait sur  la  surface  0PP'"0"'  une  droite  pliée  librement  sur  cette 
surface  , et  dirigée  au  premier  instant  suivant  Age 

Pour  le  démontrer,  observons  ce  qui  arrive  à une  droite  ou 
à un  fil  que  l’on  plie  librement  sur  une  surface  : ce  fil  peut 
être  considéré  comme  ayant  infiniment  peu  de  largeur , ou 
comme  n’en  ayant  pas.  Soit  OP  P 11 0 11  deux  éléme®s  plans 
consécutifs  d'une  «irface  courbe  , ayant  pour  intersection  la 
droite  O'P'  j soit  AB  G un  ruban  infiniment  étroit  appliqué 
sur  un  de  ces  éléijiens , suivant  une  direction  quelconque  : il 
est  clair  que  la  partie  BG  ne  peut  venir  s’appliquer  sur  l’élé-  . 
ment  suivant , sans  faire  une  partie  de  révolution  autour  de 
Bb  ou  de  O'P'  ; et  comme  ce  mouvement  doit  se  faire  libre- 
ment , ce  qui  exige  que  le  rubaq  touche  la  surface  dans  tous 
ses  points,  l’angle  P'BG  doit  rester  constant;  le  ruban  prendra 
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floue  une  position  BC , telle  que  l’angle  P'BC  sera  "égal  à l’angle 
O'BA.  Car  en  supputant  le  ruban  BC  appliqué  en  BC  sur 
l'élément  O1  P' P"  O",  si  l’on  ramène  ce  second  élément  dans  le 
-plan  du  premier  , le  ruban  BC  se  placera  dans  le  prolongement 
de  AB.  Il  en  est  de  même  d’un  fil.  Or  la  ligne  gg'g" . . . jouit 
de  celte  propriété;  car  g1  étant  un  pôle  de  l’arc .A'A’,  on  a angle 
A' g'  O'  = angle  AH  g'  O'  = anglê  P'g'gl'  ; et  comme  ce  que 
nous  venons  de  dire  par  rapport  à l’arête  O' IJ'  doit  aussi  se 
dire  par  rapport  à toute  autre  arête  de  la  surface,  on  conclura 
que  la  courbe  gg'g" •••  est  celle  que  formerait  sur  la  surface 
OPP"'Om,  une  droite  pliée  librement,  avec  une  direction  Ag 
au  premier  instant.  Donc , si  l’on  a construit  la  surface  déve- 
loppable qui  est  le  lieu  géométrique  des  développées  d’une 
courbe  quelconque  à double  courbure  , on  a mécaniquement 
une  de  ses  développées,  en  menant  par  un  point  de  la  courbe 
un  fil  dans  une  direction  quelconque  tangente  à cette  surface, 
et  pliant  ensuite  librement  le-  fil  sur  la  surface.  ■ . , , 

Upe  courbe  plane  a donc  une  infinité  de  développées  qui 
■ se  trouvent  toutes  sur  la  surface  du  cylindre  qui  a pour  base 
celle  de  ses  développées  qui  est  dans  le  plan  de  la  courbe  , 
et  toutes  ces  développées  sont  à double  courbure,  à l’exception 
seulement  de  celte  dont  on  s’est  occupé  jusqu’à  présent,  et 
qui  sert  de  baie  à la  surface  cylindrique. 

M.  Monge  démontre  réciproquement  qu’une  surface  cylin- 
drique à base  quelconque  , est  le  lieu  des  développées  d’une 
mfinité  de  courbes  dont  aucune  ne  peut  être  à double 
cou  éÜ!  re. 

Toute  courbe  tracée  sur  la  surface  d’une  sphère,  a pour 
lieu  de  ses  développées  la  surface  d’un  cône  dont  le  sommet 
est  au  centre  de  la  sphère,  et  dont  la  base  dépend  de  la 
naturç  de  la  courbe  ; car  tous  les  plans  perpendiculaires  aux 
élémens  de  la  courbe,  le  sont  aussi  à la  surface  sphérique)  et 
passent,  par  conséquent,  par  le  centre. 
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Donc  une  courbe  qui  n’est  pas  plane  et  qui  n’est  pas  tracéê 
sur  la  surface  d’une  sphère , a pour  liiu  de  ses  développées  . 
nnc  surface  développable  dont  deux  arêtes  rectilignes  consé- 
cutives se  rencontrent  bien  quelque  part , mais  dont  trois- 
prises  de  suite,  ne  sc  rencontrent  pas  dans  un  même  point. 
La  suite  de  ces  points  d’intersection  forme  une  courbe  qu’on 
appelle  arête  de  rebroussement  de  la  surface  développable. 
Toutes  les  arêtes  de  la  surface  développable  , ne  sont  autre 
chose  que  leî  tangentes  de  cette  arête  de  rebroussement. 

Maintenant , étant  données  les  équations  d’une  courbe  à 
double  courbure  , il  est  facile  de  trouver  celle  de  la  surface  dé- 
veloppable qui  est  le  lieu  géométrique  de  ses  développées. 

En  effet,  si  l’on  désigne  toujours  par 


y ~fx  et  rs=<pa:, 


les  équations  des  projections  «le  la  courbe  i double  courbure 
sur  les  plans  des  xy  et  des  xz  , nous  avons  vu  ( 343  ) que 
celle  du  plan  normal  .était 


+ . ,(A) 

* .♦  . ^ 

où  x , y et  z sont  des  quantités  constantes  ^fcur  un  même 
plan  normal , et  variables  en  passant  d'un  plan  normal  à un 
autre  consécutif  s si  donc  on^  différentic  cette  équation  en  ne 
faisant  varier  que . x , parçe  .que y.  cl  z sont  fonctions  de  celte 
variable,  on  aura  pour  le  plan  consécutif  au  précédent  d(nt  fît 
, position  est  quelconque  ♦ • • . 


v » 

Pour  obtenir  entre  p,  q,  s , une  relation  qui  convienne  à la 
totalité  des  intersections  des  plans  normaux  consécutifs,  il  faut 
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éliminer  x au  moyen  des  deux  équations  précédentes , et  l’équa- 
tion qui  eu  résultera,  sera  cellé  de  la  surface  demandée,  puis- 
qu’elle ne  contiendra  plus  que  les  coordonnées  des  points 
communs  à la  série  des  plans  normaux. 

En  second,  lieu , étant  données  les  équations  d’une  courbe 
à double  courbure  , on  peut  trouver  celles  de  l’aréte  de  re- 
. broussement  >lc  la  surface  développable  qui  est  le  lieu  géomé- 
trique de  scs  développées.  * 

Considérons-  un  troisième  plan  normal  consécutif  aux  deux 
précédens  ; son  équation  se  déduira  de  celle  du  second,  ou 
de  (B),  de  la  même  manière  que  celle-ci  a été  tirée  de  {A)-, 
clic  sera  donc  , 


Ces  trois  équations  donneront  le  point  d’intersection  de  deux 
élémens  consécutifs  de  la  surface  développable;  donC  si  l'on 
veut  avoir  la  suite  de  ces  points  d’intersection,  c’est-à-diré , 
l’aréte  de  rebroussement , on  n'anra  qu’à  éliminer  x des  trois 
équations  {A) , (B)  et  (C) , et  les  deux  équations  en  p,  q et  s 
qu’on  obtiendra,  seront  celles  de  l’aréte  de  rebrouss|ment  , et 
on  en  conclurait  les  équations  de  deux  projections  de  cette 
arête. 

Si  l’on  reprend  les  équations  (A  ) et  (B)  qui  représentent 
l’intersection  d’un  plan  normal  avec  celui  qui  le  suit  immé- 
diatement, et  qu’on  déduise  de  ces  équations  celles  des  pro- 
jections de  l’élément  de  la  surface  développable  sur  les  trois 
plans  rectangulaires , en  éliminant  successivement  p , q et  s 
entre  ( A ) et  (B)  , on  aura  ces  trois  équations 


a 


I 


# 
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-P 


it 

+ « (àJ.  H _ à-ï  \_  ? f f,  _L  l 

dx’  ' \dx  di*  dx  dx’/  dx  \ \dx/  \dx/  ^ 

d’z  /dzd’y'  dzd’z\ 

^.d*’  ^ \dx  dx1  dxdx’/  ° ’ 

/dziy  dy  d‘z\  dJy  dy  } . f^Y  4-f— Yl 

\dxdx’  dx  dx’/  ,■  ^dx’  dx  \ Vday'  \dx/  J 

. _i2_l  Si=o- 

dx’  \dx  dx’  • <!x  dx’/ , ’ 


en  sorte  que  la  portion  d’une  perpendiculaire  à cet  élément , 
comprise  entre  le  point  x,  y , z de  la  courbe  à double  cour- 
bure et  sa  rencontre  avec  l'élément,  sera  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  x , y , z de  la  courbe  à double  courbure.  Or  , 
si  l’on  cherche  cette  plus  courte  distance,  on  trouvera 


•{ 


« + 


© 


+ 


(liYl1 

Vdx/  S 


v'{(£)'+(£)'+(b£- 


àr  d^V  t 7 

dx  dx’/  ( 


expression  du  rayon  de  courbure  déjà  obtenue  (pag.  546). 

Nous  terminerons  ce  chapitre  en  donnant,  d’rprès  M.  Monge , 
les  formules  qui  font  trouver  les  points  de  simple  et  de  double 
inflexion  des  courbes  à double  courbure. 

On  appelle  peint  df  inflexion  dans  les  courbes  planes,  le  point 
où  cette  courbe  , après  avoir  été  concave  dans  un  sens  , cesse  de 
l’être  pour  devenir  concave  dans  l’autre  sens  (chap.  XIX  ) ;il  est 
évident  que , dans  ce  point , la  courbe  perd  sa  courbure  , et 
que  les  deux  élémens  consécutifs  sont  en  ligne  droite.  Mais 
une  courbe  à double  courbure  peut  perdre  chacune  de  scs 
courbures  en  pyticulier,  ou  les  perdre  toutes  deux  dans  le 
même 'point  ; d'où  il  suit  que  les  courbes  à double  courbure 
peuvent  avoir  deux  espèces  d’inflexion;  la  première,  que  nous 
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appellerons  simple  inflexion , a lieu  lorsque  la  courbe  devient 
plane  en'  l’un  de  ses  points } et  la  seconde,  que  nous  nomroe- 
’rons  double  inflexion,  a lieu  lorsque  la  courbe  devient  droite 
dans  up  de  ses  points^ 

Puisque  dans  le  point  de  simple  inflexion  , la  courbe  à 
double  courbure  devient  plane,  il  faut  que,  dans  ce  point, 
les  équations  de  la  courbe  satisfassent  à l’équation  générale 
du  plan , qui  est 

z = ax  by  -f-  c ; 

si  donc  on  différentie  trois  fois  cette  équation  , à raison  des 
trois  constantes  qu’elle  renferme , on  aura 

dz  •=  adx  4-  bdy  , 
d*z  — bdy , 
t d3s  — bdy  , 

en  observant  que  x est  la  variable  principale.  Si  on  élimine 
b des  deux  dernières  équations , on  trouvera  ' 


à'y  d3z  — d’z  d-|y  = o , 

équation  de  condition  à laquelle  doivent  satisfaire  les  équations 
des  projections  de  la  courbe  à double  courbure , pour  que 
cette  courbe  ait  un  point  de  simple  inflexion. 

Au  point  de  double  inflexion , le  rayon  de  courbure  est 
nul  ou  infini  , ce  qui  donne 

(dy  y / d\z  y / dy  djy  d*z  y 

dx*  / V dx*  / L dx  dx*  dx  dx*  / 

Le  premier  membre*  étant  la  somme  de  trois  carrés  , on 
doit  avoir 


d*r 

dx* 


o ou  x , 


d’a 

dx' 


= o ou 
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La  troisième  équation  étant  une 

suite  des  deux  premières , le* 

formules  pour  trouver  les  points  de  double  intersection  , seront 
donc 

dy 

d*a 

d^  = ° ou  =0, 

d#*  ’ 

» 

ou  simplement 

' 

dy  so  ou  oo , 

d’z  “o  ou  oo  . 

f 

« 

Les  mêmes  formules  donnent  aussi  les  points  de  rebroussement. 

r 


« 


r 
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CHABITRE  XXIII. 


Des  Gur/accs  courbes. 

Passons  aux  surfaces  courbes  , et  désignons  toujours  par  x , 
y , z,  les  trois  coordonnées  d’un  point  donné  sur  cette  sur- 
face , et  par  p , <j , s , les  coordonnées  analogues  d’un  plan 
rapporté  aux  mêmes  axes  rectangulaires.  ' 

On  aura , par  la  nature  de  la  surface  ( pag.  333  ) , 

. * =/(*,  r)> 

et  par  la  nature  du  plan  , 

s — ap  -(-  bq  -f-  c , 

a,  b , e étant  les  trois  constantes  qui  déterminent  la  position 
du  plan.  D’abord  , pour  que  le  plan  ait  avec  la  surface  un 
point  commun  , il  faut  que  son  équation  ait  lien,  en  suppo- 
sant que  les  coordonnées  p,  <j  et  r deviennent  x,  j*,  z,  ce 
qui  donnera  cette  première  équation  de  condition 

z ==  ax  + by  -f-  c. 

Considérons  maintenant  un  autre  point  de  la  surface  répon- 
dant aux  coordonnées  x -f-  i , y -f-  k : l’ordonnée  perpendi- 
culaire * deviendra  J (a:  -J-  i,  y -j-  k ).  Faisons  aussi  dans 
l'équation  dn  plan , p — x -f-  t , q=y^j-k;  l’ordonnée  per- 
pendiculaire s deviendra  a (x  i)  b (y  k)  c , et  la 
distance  entre  les  points  correspondans  de  la  surface  courbe 
et  du  plan  , sera  exprimée  par 

J(x-\-i,  y + k)  —a(x  + i)  — b(y  + k)  — c, 


Digitized  by  Google 


56a  Leçons 

et , en  développant } cette  différence  deviendra 

d z.  ,d z . , d *z  i 1 . d’z  i k d'z  k* 

f\x> "^d**'i.2^"d*djr  i i d y’  î.a 

^ — ax — b y~c  — ai — bk ; 

et  comme  on  a déjà  £ 

zz=f{x,y)  = ax-irby-{-c,  d’où.  C — Z — ax — by  , 
on  pourra  poser  ces  deux  autres  conditions  f 


d z , d z 

b = — | — > 
dy 


Ax  ’ 


qui  détermineront  le  contact  le  plps  intime  entre  le  plan  et 
la  surface  au  point  commun  x,  yt  z.  L’équation  du  plan  tan- 
gent est  dono 


dz  , ’dz  dz  dz 

5 = + d7 7 ” d^  * “ drr  + *’ 


c’est-à-dire , 


z=-è  + 


) ■ * > 

x,  y,  z étant  les  coordonnées  du  point  de  tangence*  et  p , 
fj , s celles  du  plan  tangent. 

La  position  du  plan  tangent  dépend  donc  des  deux  coef- 

ficiens  -il  -il,  qui  sont  ceux  des  deux  différentielles  par- 
Ax  Ay  ~ 

tielles  dont  se  compose  la  différentielle  première  complette  de 

zj=J\x,y)  (chap.  XIII);  et  on  déduira  ces  coefficiens  de 

l’équation  de  la  surface  rapportée  au  point  auquel  le  plan  doit 

être  tangent. 

, La  normale  .étant  perpendiculaire  au  plan  tangent  au  point 
de  contact , aura  ses  projections  sur  les  plans  des  xz  et  des 
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yz , respectivement  perpendiculaires»,  aux  traces  du  plan  tan- 
gent sur  les  mêmes  plans  coordonnés,  traces  qui  ont  pour 
équations  ■ • • ' 

di  de  _ d z de 

— '-*=-57 

en  sorte  que  cellç^  des  projections  -de  la  norhiale  sur  les 
mêmes  plans  , seront 

de  ' • de 

P — x+-^{s  — z)=zo>  <1—  s + -j~r(s  — *)  = <>> 

j:,  j-  et  z étant  toujours  les  cofcrdonnées  du  point  de  con- 
tact, et  p , <} , s celles  de  tous  les  points  de  la  normale. 

Si  l’on  désigne  par  « l’inclinaison  du  plan  tangent  sur  le 
plan  horisontal  ,.et  par  fi  l’angle  de  l’intersection  de  ces  deux 
plans  avec  l’axe  des  'abscisses  , on  sait  que  le  cosinus  de 
l’angle  * , a pour  expression 

cos  « = — ; d’où  tang  « = Va'  + b * > 

l/a*  -f-  b'  -J-  t 


a et  b étant  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  que  font 
les  traces  du  plan  tangeut  dans  les  plans  verticaux  , respecti- 
vement avec  les  axes  tracés  dans  le  plan  horisontal.  L’inter- 
section du  plan  s — ap bq c avec  celui  des  xy , a pour 
équation  , 


a c , a 

q=z  — — p~—,  donc  tang/S  = 

et 

b . a - 

cos  fi  : — - , sin  $ r= =rrr- 

Va 1 4-  6’  Va"  + b1  ■ 

De  ces  expressions  de  tanga,  cos  fi,  sin  fi , ou  déduit  encore 


a — sin  fi  tang  « , b = cos  fi  tang  *. 


« 
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c.  , , «U 

OJ  on  remplace  a par  -j — , b par  -p- , on  aura 
dx  * dy 


.«.g  „ = |/ {(£)’+ (-£)'},  U”6# 


dz 

dx 


' <h_  * 

. <tr 

élcmens  qui  serviront  â fixer  la  position  du  plan  tangent  au 
point  de  contact  x9  y , z. 

Si  l’equation  de  la  surface  est  de  la  forme 

z)  = o ==  u, 

on  en  déduira  ( chap.  XIII,  pag.  196,  197)  celles-ci 


du  . du  dz  du  du  dz 

h dz  dr  1 dy  4 dz  dv 


dz 


en  sorte  que  le  coefficient  a d’abord  représenté  par  -g — , le 

du  du  • . dz  , . , , du  du 

sera  par — — , et  b qui  était  — — , deviendra—; — ; — • 

dx  dz  ■*  ày  dy  dz 

Or  les  équations  des  projections  de  la  normale,  trouvées  ci» 
dessus , pouvant  être  écrites  ainsi 


dz 

P = ~ dx  S + Z 


dx 


+ 


dz  dz 

• • ’=-  Ws+‘*+3’’ 

on  sait  que  les  cosinus  des  angles  X,  Y et  Z qu’elle  fait 
respectivement  avec  les  axes  des  x ,y  et  z,  sont 
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cos  X = 


d z 
dx 


|/( 


COS 


dz  V / dz  \ * 

■^)+w)+* 

dz 

ir 


vX£)‘+(£)'+ 


•7  1 

cos  Z = — . 

Maintenant  si  on  remplace  et  ~ parles  valeursque  nous 

venons  de  déduire  de  F{  x,  y , z ) = o,  on  trouvera  ces  for- 
mules très-usitées 

cos  X=  V , cosY=F^L,  cos  Z =zV 

ax  dy  dz 

en  faisant,  pour  abréger, 

Fx= 


K{(£M£)'+Æ)Î 

On  pourra  étendre  aux  surfaces  courbes  la  théorie  des  con- 
tacts que  nous*  avons  exposée  relativement  aux  lignes  courbes, 
et  eu  déduire  des  résultats  semblables. 

Soit,  à cet  effet,  l’équation  de  la  sphère 

* ' 

s = c + V {*■  — (p  — «)*  — (*  — £)’} , 

P,  q , r étant  les  trois  coordonnées  d’un  point  quelconque  de 
la  sphère,  a,  b,  c celles  de  son  centre,  et  R le  rayon.  En 
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changeait  dans  celle  équation  p , q , r en  x , y , z , elle 
devient 

z=c  y'  {R*  — (x— a)’ — (j  — &)’}. 

r 

Si  l’on  observe  que  x et  y sont  deux  variables  indépendantes  , 

d z 

on  trouvera  pour  le  coefficient  différenliel  — — , 

d z x — a ' J_  x — a 

— — z — c ’ 

d z 

et  pour  le  coefficient  différentiel  , 

d z _ y—i>  _ y ~ b . 

— — — *)•}'  - — « ’ 
de  sorte  qu’on  a ces  trois  équations  de  condition 

(z  - c)*  + (y  — by  -+-  (x  — «)•  = R* , 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  trois  constantes  a , b } c 7 
dont  les  valeurs  seront 


a = x -J- 


^ 

f ds  V . / d z V ' 


b =y  + 


*/{■+(£)■+(£)'} 


C = Z 


R • 

d z \‘  . / d z 


et  le  rayon  R sera  encore,  arbitraire. 
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N 

La  sphère  déterminée  par  ces  élémens  sera  donc  tangente 
à la  surface  courbe,  et,  par  conséquent,  son  rayon  R sera 
normal  à celte  surface  ; ainsi , en  regardant  la  valeur  de  ce 
rayon  comme  indéterminée  , les  trois  quantités  n,  b , c seront 
les  coordonnées  de  la  normale  à lu  surface.  En  effet,  des  deux 
dernières  équations  ( A ) , on  déduit 

b — y dz 

c — z dy  ’ . , 


et  de  la  première  et  de  la  dernière 


d z 

dar 


Ces  équations  reviennent  à celles-ci 

b-r  = -~(c^z)y 

dz  , , • 

et  en  notant  les  coordonnées  a,  b,  c par  p',  9,  s,  on  re- 
tombe sur  les  équations  de  la  normale  trouvées  ( pag.  363). 

Pour  que  la  sphère  devînt  osculatrice  de  la  surface,  il  fau- 
drait encore  pouvoir  satisfaire  aux  trois  conditions  données  par 
1 , . d“z  d’z  . d*.è 

les  égalités  des  — — . — ; — : — , — — , dans  les  deux  déve-* 
d x*  ’ dxdy  dy1 

loppemens  ; mais  comme  il  ne  reste  plus  qu’une  arbitraire  R, 
il  est  clair  qu’on  ne  pourra  satisfaire  à toutes  ces  équations  ; 
d’où  il  suit1  qu’il  est  impossible  de  trouver,  en  général,  une 
sphère  osculatrice  d’une  surface , comme  on  trouve  le  eercle 
osculateur  d’une  courbe  , c’est-à-dire  , une  sphère  qui  ait 
avec  la  surface , un  contact  du  second  ordre.'- 

Mais  si  parmi  toutes  les  sphères  touchantes,  il  ne  peut  y 
en  avoir  aucune  qui  devienne  proprement  osculatrice  de  la 
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surface , on  peut  du  moins  déterminer  celle  qui  sera  oscuîa- 
trice  d’une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  même  surface  : 
pour  cela,  il  n’y  aura  qu’à  supposer^  fonction  de  x , comme 
dans  les  courbes  à double  courbure  , et  pour  avoir  alors  un 
contact  du  second  ordre,  qui  devient  possible,  il  faudra  diffé- 
rentier  deux  fois , dans  cette  hypothèse , l'équation  de  la  sphère 

(*•—«)’  + {y  — b)'  + (z  — c)’  = R*.  ..(i) 
on  aura  d'abord  ( chap.  V ) 


* — a + Or --*)  + (*■ 


dz  dz  dy  \ 

d^+d^~-  d^)~°-(a) 


en  observant  que  -j—  est  le  coefficient  de  la  différentielle  de 
dx 

z , prise  par  rapport  à la  variable  x en  dehors  de  y , et  que 

—j—  . -p-  est  celui  de  la  différentielle  de  z,  prise  par  rapport 

à y , en  tant  qu'elle  est  fonction  de  x.  On  trouvera  de  la 
inèuie  manière  . 


* + 


d’r 

+ <'-*>35  + 


+ ( 


(£)’ 

d’z  . d’z  dr 
_L  2 ■ 

dxa  dxdy dx 


/à z dz  d^-y 
\dx  ày  dx) 


d’z  /drv  dz  d’r\  , 

+ 2F(£>  +Çd5)<'-C>=°' 


• J,a  première  équation  est  déjà  satisfaite  par  les  équations  trouvées 
plus  haut , savoir  : 


(3)...x  — a -f- 


dz 

dx 


(*  — c)t=zoy—  i+~(z  — c)  = o...(4) 


ce  qui  doit  être,  parce  que' la  courbe  est  tracéa  sur  la  sur- 
face par  le  point  où  cette  surface  est  touchée  par  la  splière. 
Ainsi,  il  ne  reste  qu’à  satisfaire  à l’équation  précédente,  qui, 
à raison  de  la  seconde  dfcs  deux  équations  ci-dessus,  se  réduit 
a celle*-  ci 
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■+(£)’ +f£+£-£V 


Vdx  dy  dx/ 
dy  . d 


/d ’z  d’z  dy  daz  /dy\i\ 

+ + 3 ïïid^  d^  + ap  w ; (*  - c)  = o.. . (5 


Ainsi  les  équations  (1),  (2)  et  (5)  sont  les  trois  conditions 
suffisantes  pour  un  contact  du  second  ordre  , lorsque  z est 
fonction  de  la  seule  variable  x , ainsi  qu’on  le  suppose  dans  • ' 
cette  question  ; et  comme  on  a déjà  ^mployé  (1)  avec  (3)  et 
(4)  pour  avoir  les  équations  (yif) , il  restera  à Employer  l’équa- 
tion (5).  . 

Si  V on  substitue  dans  cette  équation  (5)  la  valeur  de  z c 

trouvée  plus  haut , on  pourra  déduire  de  l’équation  résultante, 
la  valeur  de  R , qui  sera 


Connaissant  ainsi  le  rayon  R de  la  sphère  osculaire , on  aura 

par  sa  substitution  dans  les  formules  (A;  qui  donnent  a , b et  c '■  * 

les  valeurs  de  ces  coordonnées  du  centre. 

T . , d Y 

La  quantité  —,  qui  entre  dans  les  expressions  précédentes, 

* 

dépend  de  la  courbe  qui  est  la  projection  sur  le  plan  hori- 
sontal  , de  celle  qu’on  considère  sur  la  surface.  Cette  courbe 
étant  arbitraire,  on  peut  chercher  celle  dans  laquelle  le  rayon 
de  courbure  R sera  un  maximum  ou  un  minimum , et  pour 
eela , il  n’y  aura  qu’à  égaler  à zéro  la  différentielle  de  l’cxpres- 

sion  de  R , regardée  comme  fonction  de  ; mais  pour 
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simplifier  le  calcul , nous  observerons  que  puisque  les  trois 
équations 

B = v/{(«— «)’  + (r— »)*  + («  — c)1}} 

dz 

4r 


dz  dz 

* — a+dï''s— c)=°,  r-H7„-(î-c)  = 0i 


donnent 

» 


dr 


le  maximum  ou  le  minimurlt  de  R , relativement  à — — , 

. ' dx 
répondra  au  maximum  ou  au  minimum  de  c , la  seule  des 

trois  coordonnées  de  R qui  entre  dans  son  expression  , parce 
que  les  coordonnées  x , y et  z relatives  au  point  de  contact,  sont 
constantes  : il  n’y  aura  donc  qu’à  prendre  la  différentielle  par  * 

» *dt* 

rapport  à -p-,  de  l’équation  trouvée  ci>dessus,  savoir  : 

/ • 

/d r\i  . /dz.  dzdyv 

•(«>•••*+(£) 

/d’z  d’z  dr  d’z  /dj-VN 

+ ad^di+ïFCdiJ  ) 

d y 

en  supposant  nulle  la  différentielle  de  c par  rapport  à , 

c’est-à-dire  , en  ne  regardant  que  — — comme  variable  : on 
aura , de  celte  manière , celte  équation 
, . dy  dz/dz  dzdv\  / d’z  d’z  d/\ 

(a)- ’ • di  + d?  Cdi +dT-  J x)  + CdIÏÏ7  + d7’-  di)  (*~c) -°> 
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laquelle  étant  combinée  avec  la  précédente , servira  à déter— 


e dy 

miner  et  c. 


S.'  on  multiplie  (a)  par 


<*r 


‘ ' ' * "d* ' Ct  <lu’on  retrancbe  le  produit 

de  (.») , on  aura  l’équation  plus  simjde 

i fdzy  dzdzdy  yd’z  d’s  dy\ 

Par  l'élimination  de  z — c entre  (a)  ct  (3)  , on  aura  une 
équation  en  de  cette  forme 


en  faisant,  pour  abréger, 


(■+(£)*) 

ds 


d\s  dz  ds  d’s 

du;  dy  dx  dy  dy*  * 

d’s  / . / dz 


^■+(£7)-^- (■+(£)*)£> 

- C=('+Æ)‘) 

' < 

sa  résolution  donnera 


d*s 
dx  dy 


ds  dr  d’2 
dx  dy  dx1  ’ 


dy  _ -fc  $ AC.) 

dx  • 2 A 


dy  * 

équation  du  premier  ordre  en  x,  y,  , puisque  s étant, 

par  la  nature  de  la  surface,  une  fonction  donnée  de  x et  y, 
les  quantités  A , U , C seront  aussi  des  fonctions  données  de 
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x et  y ; donc  ( chap.  YIII  ) l’équation  primitive  absolue  en  x 
et  y renfermera  une  constante  arbitraire , et  représentera , à 
raison  des  valeurs  qu’on  peut  donner  à cette  constante,  que 
infinité  de  courbes  qui  seront  sur  le  plan  des  xy , les  pro- 
jections des  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  de 
la  surface  proposée. 

Si  on  combine  les  deux  équations  (2)  et  (3)  de  manière  à 

, dy 

faire  disparaître  les  termes  ou  — — est  multiplié  par  z — c t 
on  en  tirera 


z — c 


0+( 


✓d.sy\d’z  d z d z d *z  d y 

\ ^vdx/v dy*  dx  d_y"dxd_y  dx 

y d'z  \a  *d 'z  d *z 
\.dxd?v  dxa  dy* 

dy 


Donc  substituant  la  valeur  de  , et  faisant  de  plus 

dx  * 

.v^+r,+Æy^_îdi.iî  d 


£=(.+ 


(dx)  ) dy*  Jdx*  2dx  dy  dxdy  7 


on  aura 


M z=z  z — c = 


d*z  , / / 

«p+O-K 

E±  y/(i?a  + 4^C) 


/d %z  d*z  / dar  \»\ 
2 Vdxa  ’ dy*  \ dxdy  ) ) 


et  par  la  substitution  de  cette  valeur  dans  R ( pag.  370  ) , on 
on  obtient 

„_*±  y'[»-+4^C]  |/(-  + (£)+(£)’) 

Vdxa  dy * \ dxdy  y y 


( C)...R' 
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Le*  deux  valeurs  du  radical'  donnent  l’une  le  maximum  , 
l’autre  le  minimum  du  rayon  71. 

Il  passe  donc  par  chaque  point  de  la  surface  deux  courbe* 
qui  répondent  l’une  à une  ligne  de  plus  grande , et  l’autre 
à une  lign^  de  moindre  courbure  j et  l’angle  sous  lequel  elles 

, dy 

se  coupent , dépend  de  la  double  valeur  de  la  quantité  -f—  f 

dx 

qui  représente  la  tangente  de  l’angle  formé  par  la  tangente  à 
chacune  des  courtes  de  projectiop  sur  le  plan  des  xy,  avec  l’axe' 
des  x.  Or , comme  la  position  du  plan  des  xy  est  arbitraire,  on 
peut  supposer  que  cfe  pian  coïncide  avec  le  plan  tangent  de  la 
surface  , ou  que  4^an  tangent  de  la  surface  soit  celui  .de 

dr* 

projection  de  ces  deux  courbes  ; alors  les  deux  valeurs  de  -j—  , 

deviendront  les  'tangentes  des  angles  que  feront  avec  un  même 
axe  pris  dans  ce  plan  tangent, les  tangentes  aux  deux  branches  de 
plus  grande  et  de  moindre  courbure  ; par  conséquent  la  différence 
ces  angles  sera  l’angle  cherché  sous  lequel  ces  branches  se 

dV 

coupent  : nommant  donc  y et  S les  deux  valeurs  de -f—  , la  tan- 

da: 

gente  de» cet  angle  , sera  par  les  formules  connues 


y-* 

l + y£ 


y/(B'  + /sAC) 

A—C  * 


mais  nous  avons 


rons^fcuvé  ( pag.  364  )• 


pour  tangente  de  l’inclinaison  a dn  plan  tangent  sur  celui 
des  x ,y  ; donc,  dans  l’hypothèse  actuelle,  on  doit  avoir... 

dz 

tang  a = o,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  sans  qu’on  ait  _ — = o , 

ex 
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^Z=o.  Faisant  donc  dans  les  «pressions  de  A,  B fCt 


4r 

dz 


dz 


. — : o,  — = o , on  trouvera 

dx  dy 


A 

ce  qui  donne 


d’z  _ d*z 

*1 — I — i ^ — — “~t — 

dxdjr  djrx 


d’z 


dx* 


i C = 


d»z 


dxdjr  * 


^ C — o* 


Ainsi  la  tangente  de  l’angle  dont  il  s'agit , sera  infinie , et 
par  conséquent  l’angle  sera  droit.  D’où  doit  conclure,  en 
général , que  les  lignes  de  plus  grande  et  rv moindre  courbure 
d'une  surface  quelconque , se  coupent  toujours  sons  un  angle 
droit. 

Nous  chercherons  à exprimer  le  rayon  R au  moyen  du 
plus  grand  et  du  plus  petit  rayon  de  courbure,  que  nous  dé- 
signerons par  p’  et  f*. 

dz  dz  ' ** 

Les  hypothèses  — — = o , = o faites  dans  l’équation  , 

• 

la  réduisent  à celle-ci , 


d xdjr 


dy 


en  sorte  que  représentant  par  m et  m1  les  deux  valeurs  de  > 
on  a 

mm'  -f-  i = o f 


ce  qu’on  savait  déjà. 
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Si  l’on  fait 


d’z 


dxdj- 


d’z 

s . — = r 

’ dx’ 


d’z 

’ dp 


= t, 


dy 

l’équation  en  -j—  peut  se  mettre  sous  l’une  et  l’autre  forme  , 


fm*-q-(r — t)m  — s = o , s -{- 


r — t 


s 

m* 


desquelles  on  conclut  s = o , et  pour  m = o , et  pour  m=  «s  ; 
d’z*  . 

donc  - — — = o.  Ainsi  l’une  des  tangentes  étant  prise  pour 

le  nouvel  axe  des  x dans  le  plan  tangent  , l’autre  sera  l’axe 
, de  àz  d’z 

des  r.  Ces  conséquences  — r=o,  — =o,  - — — — o , repor- 

dx  dy  dx  dy  * 

tées  dans  l’expression  ( B ) ( page  36<j  ) font  trouver 


1 + 


( D) R'  : 


m 


dv  • » 

en  observant  qu’ici  le  — est  la  tangente  de  l’angle  que  fait 
• dx 

avec  le  nouvel  axe  des  x qu’on  vient  de  déterminer,  la  tan- 
gente à la  courbe  à laquelle  la  sphère  du  rayon  R'  est  oscu- 

• dy 

laire.  Nous  désignerons  autrement  - - par  tang  F,  en  sorte 


dx 


qu  on  aura  aussi 


{E). 


„ 1 -f-  tang*  V 

.11'  = :r.  - — . 


r -f-  / laug’  F r cos’  F -f-  / sin’  F 
Il  s’agit  maintenant  d’introduire  dans  cette  dernière  formule 
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les  plus  grand  et  plus  petit  rayons  de  courbure  p'  et  pü.  A cet 

dv  d y 

effet,  on  fera  successivement  dans  (D)  — — s=  o,  et  • / - = 00  , 

dx  dx  7 

hypothèses  qui  donneront 


R'  = — et  = 

r t 


Or  — étant  le  plus  grand  rayon  de  courbure  p',  et  — le  plus 
petit  pli,  on  trouve  par  ces  substitutions  dans  ( E ) 


R’  = 


f'f" 


p"  cos1  y+  p'  sin  1 V 
expression  qu’on  mettra  aisément  sous  la  forme 

2 p'p" 


p//_|_  — ( p1  — fil  ) cos  2 V 


La  propriété  du  maximum  et  du  minimum  , n’est  pas  la 
spule  qui  caractérise  les  lignes  de  plus  grande  et  de  moindre 
courbure  5 elles  sont  encore  distinguées  par  rapport  à leurs 
développées  5 nous  allons  donc  chercher  les  conditions  néces- 
saires pour  que  le  rayon  de  courbure  soit  partout  tangent  à 
la  courbe  dés  centres  , et  pour  cela  nous  nous  servirons  d’une 
analyse  semblable  à celle  qui*a  été  employée  (pag.  234,  a55). 

Nous  différentierons  pur  rapport  à x,y , z,  a , b , c , d -,  R les 
trois  équations  ( pag.  570  ) 

(x—  a)’-(-Cr  — *)*'+  ( 2 — c )’  = R*  , 

as  . , <\z  , . 

*~a+dx  (Z~ c)“°»  y—b+-^{z-c)=zo,- 

en  regardant  y'  comme  fonction  de  x,  et  z comme  fonction 
de  x et  y , et  nous  aurons,  en  désignaut  par  fl',  b'  , c', /t' 


« 
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les  coefficiens  des  différentielles  partielles  de  a , b , c , Jfï,  prises 
par  rapport  à 1, 

* - «■ + ( y - b ) + ( *■ - c ) (£  + ) 

, — (x — a)  a'  — [y — b ) b' — ( z — c)c'  = RR't 

dz  / dz  dz  • dy  \ sd'z  d’z  d_7*\ 

* dxV.  dx  dy  dx  J vdxJ-  dxdj-  dx  / 


, , dz 

àï  = °’ 


( d’*  1 A'z  dy } 

, dx  djr  v dx  dy  dx  / ' ' \àxày'  dy*' ix  J 


— b ' — 


* dz 

4r 


= 0, 


or , d’après  les  équations  (2)  et  (5)  (pag.  570,  3yi),  ces  deux  der- 
nières se  réduisent  à 

*> 

dz  dz 

fl,=-c'dJ>  b'=-c'T> 

et  sous  les  conditions  trouvées  plus  haut , savoir  : * 

x~a+ è(a-c)=°»  y~b+^  (*— c)s=0; 

la  première  devient 

* — ( * — a)  a' — ( y-—b)b,—  {Z'—C  ) c'=  RR'. 

Mais  on  a trouvé  ( pag.  366) 
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- n — — — ■ ■■ 

v.+ 

C£W£)*  ■ ■ ' 

r — 6 = — — 

\ 

3 — c -4_  

B 

, V.t 

(£)'+(£>' 

donc , par  la  substitution  de  ccs  valeurs  , et  de  celles  de  af  et  b 9 
dans  l’équation  précédente  9 on  aura 

c'  — 

*/î' 

K'+( 

— - 7 

' dz  \ * / dz  v*  j 

û x)  + VdF/ 

et  conséquemment 

• 

• 

€ 

a'  —+ 

dr 

- |/^( 

• 

'4?w  - — - 

i'  = 4- 

!/.+(• 


< Jz  V 
cia-  / 


/ dz  \’ 

+Gf) 


La  somme  (les  carrés  de  ces  trois  équations  , est 


a,%  + b'*+  c''=R'' , d’ou  il'  = y/a'*  ■+■  *>,a  + c"» 
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c’est-à-dire,  çn  prenant  a au  lieu  de  æ pour  variable  indé- 
pendante , 


AR 

da 


=VhGï)'<£)V 


d’où  l’on  conclura  ( pag.  S48)  que  la  quantité  R est  égale  à l’arc 
de  courbe  dont  a,  b , c sont  les  coordonnées  : cette  courbe  sera 
donc  la  véritable  développée  des  lignes  de  plus  grande  «it  de 
moindre  courbure  , et  ces  lignes  seront  les  seules  sur  la  surface  , 
qui  puissent  avoir  une  développée  formée  par  les  rayons  de 
courbure. 

Nous  allons  déduire  de  l’équation  du  plan  tangent , celles 
des  surfaces  cylindriques  , coniques  et  de  révolution,  et  dans 
ces  applications  nous  désignerons  les  coordonnées  générales 
par  x , y y z , et  celle  d’un  point  particulier  par  X } Y,  Z. 

1*.  Des  surfaces  cylindriques.  Quelle  que  soit  la  position 
du  plan  tangent  à une  surface  cylindrique , ce  plan  sera  tou- 
jours parallèle  à la  génératrice.  Cela  posé,  soient 


. x=saz,  yz=bz, 

les  équations  d’une  droite  parallèle  à la  génératrice  du  cy- 
lindre, et  passant- par  l’origine  des  coordonnées.  L’cquation 
du  plan  tangent  mené  par  un  point  X , F^^  de  la  surface  , 
sera  (pag.  36a  ) 

Or  , pour  qne  le  plan  et  la  droite  soient  parallèles  , il  faut  qu’on 

. dZ  dZ 

-ait  ( Geom.  analyt.  ) , entre  les  coefficiens  a,  b , 

la  relation, 

dZ  , dZ 

1 “ a ~dx  + b HT  ’ * * * (A) 

laquelle  «prime  qu’une  surface  est  cylindrique  , sans  cepen- 

' • 
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dant  rien  prononcer  sur  la  nature  de  la  courbe  qui  dirigé 
le  mouvement  de  la  génératrice , puisque  l’équation  de  cette 
courbe  n’eutre  pour  rien  dans  le  résultat  ( A ). 

On  pourra  donc  .résoudre  cette  question  ; connaissant  la 
direction  de  la  génératrice  * trouver  l’équation  de  la  surface 
cylindrique  qui  enveloppe  une  surface  courbe  donnée. 

Soit  F (x , y , z)  = o;  l’équation  de  la  surface  donnée  , 
qui  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées  X,  F,  Z s 
après  en  avoir  tiré  les  valeurs  des  coefficiens  différentiels 
dZ  dZ 

- , - ÿ-  ) on  les  substituera  dans  l’équation  ( A ) des  sur- 

clA  ci  Y 

faces  cylindriques,  et  l’équation  résultante  J(X,  F,  Z)  =o 
appartiendra  à la  courbe  de  contact,  puisqu’elle  appartient 
à la  suite  des  points  de  la  'surface , pour  lesquels  le  plan 
tangent  est  continuellement  parallèle  à une  ligne  donnée  et 
fixe  de  position  : mais  cette  courbe  étant  aussi  sur  la  surface 
proposée  , il  s’ensuit  que  ses  deux  équations  seront 

F(X,  F,  Z)  s=  o , J\X,  Y,  Z)  = o, 

t 

desquelles  on  déduira  les  projections  de  cette  courbe. 

Si  l’on  différentie  l’équation  u—F(x'yf,z)  = o de  la 
surface  donnée^J^pportée  aux  coordonnées  X , F,  Z,  on  aura 
(pag.  196,  197) 


du 


du  dZ 


dX  + dZ  àX~0> 


dw 


du  d Z, 


dF+  dZ  dF  °’ 


du  du  du 

ou  -7-—-,  ttt  , sont  fonctions  des  trois  variables  X , F 
aX  d Y dZ 

et  Z , et  de  là  * . 

d Z du  ^ du  dZ  du 

dX  ~ ~ IX  ' dZ  ’ d Y~  ~~  dF 


du 
dZ  ’ 
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les  deux  poires  indiquant  un  quotient  : substituant  ccs  va- 
leurs dans  l’équation  différentielle  des  surfaces  cylindriques , on 
trouve 


du 


du 


du 

° dX  + ' d?  + dZ 


qui  appartient  à la  ligne  de  contact,  et  qui  équivaut  à....,' 
f(x,r,Z)*=  o. 

Cela  posé,  si  la  génératrice  est  parallèle  à l’axe  des  z,  on 
a a = o , b zzz  o , et  l’équation  de  la  courbe  de  contact  se 
« di/ 

réduit  à = o.  Eliminant  Z entre  cette  équation  et  celle  de 

CI  jLt 

la  surface  donnée  F ( X , F,  Z)=.  o , on  aura  l’équation  de  la 
projection  de  la  ligne  de  contact  sur  le  plan  des  xy  , et  par 
conséquent  celle  de  la  courbe  qui  termine  la  projection  de 
la  surface  sur  le  même  plan  , courbe  qui  sert  de  base  au 
cylindre. 

Si  la  génératrice  est  parallèle  aux  x , on  a a = oo  / cl  l’équa- 

du 

tion  de  la  courbe  de  contact  se  réduit  à •— — = o ; donc 

dA 

éliminant  X entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  donnée , 
on  aura  l’équation  de  la  projection  de  cette  courbe  sur  le 
plan  des  yz , et  par  conséquent  celle  de  la  courbe  qui  ter- 
mine la  projection  de  la  surface  sur  le  même  plan. 

Enfin  , éliminant  Y entre  ■ . = o et  cille  de  la  surface 
' dF 

/ 

donnée , on  aura  l’équation  de  la  courbe  qui  termine  la  pro- 
jection de  la  surface  sur  le  plan  des  x z. 

a®.  Des  surfaces  coniques.  Un  des  caractères  des  surfaces 
coniques , celui  qui  les  distingue , est  que  le  plan  tangent 
passe  toujours  par  leur  sommet.  Soient  donc  a , b , c , les 
coordonnées  de  ce  point,  et  A,  F,  Z,  celles  d’un  autre  point 
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de  la  surface,  par  lequel  doit' passer  le  plan  taegent.  L’équa- 
tion du  plan  tangent  au  point.  A,  Y,  Z,  est 


et  comme  il  doit  aussi  contenir  le  sommet  du  cône,  elle  de- 
vient 


.Z  = §(a-X)  + 


équation  qui  se  rapporte  à une  surface  conique  , sans  cepen- 
dant rien  supposer  sur  la  nature  de  la  courbe  qui  lui  sert 
de  base. 

On  pourra  donc  résoudre  ce  problème  : étant  données  les 
coordonnées  du  sommet , trouver  l'équation  de  la  surface 
conique  individuelle  circonscrite  à une  surface  courbe  donnée- 

La  ligne  suivant  laquelle  se  touchent  la  surface  donnée  et 
la  surface  conique  demandée,  étant,  en  général,  une  courbe 
à double  courbure,  il  faudra,  pour  en  déterminer  les  équa- 
tions , observer,  que  pour  tous  les  points  de  cette  courbe  de 
contact , les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent , et 


d/^  à7 

qu’ainsi  les  valeurs  des  coeffieiens  différentiels  — - , — — ; « dé- 

d A d Y 


duites  des  équations'  de  ces  deux  surfaces , sont  les  mêmes. 

Cela  posé,  soit  F (ar,  z)—  o l’équation  de  la  surface 
enveloppée  par  da  surface  conique,  laquelle’ doit  être  satis- 
faite par  les  coordonnées  A,  Y,  Z:  on  en  tirera  les  valeurs 
* d 7m  ÔjS 

de  ■■ , --y , qu’on  substituera  dans  l’équation  (B)  des 
aX  d / 

surfaces  coniques  , et  on  aura  une  autre  équation  /(A",  Y,Z)  — o\ 
ces  deux  équations  F (A,  Y, Z )=o,  •/( A,  Y,Z)—o  , seront 
celles  de  la  courbe  de  contact.  < 

t Supposons  , en  premier  lieu  , quq  la  s.urface  à laquelle  la 
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surface  conique  doit  êtijp  circonscrite , soit  du  second  degré , 
et  représentée  par  l’équation  * 

Mz'  + Nj'  + Pxx 
-f-  ï.Mÿz  4-  iN'xz  4 o.Pxy  = 1 
-f-  iMnz  >N"y  -j-  2 P"x 

ce  qui  donnera  pour  A',  Y , Z , en  place  de  * , jr , z,  cet 
coefficient  différentiels 

d Z PX  -Y  P' Y + N' Z + P" 

dX~  ~ A 'A  + M' Y + MZ  + M» 

dZ  __  J* A-}-  NY  + M'Z 4-  N» 

d Y~  ~ iYX+M'Y+  MZ  4-  M«  * 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équâtion  (B) , et  retranchant 

l’équation  du  second  degré , on  aura 

• » 

Z { N'a  4-  M'b  4-  Mc  4-  M"  ) 

<0  4-  Y ( P'a  4-  Nb  4-  M’c  4-  N"  ) 

4 - X(Pa  + P'b  4-  N'c  + P"  ) 

4-  P»a+  N»b+M"c  + 1=0,  • . 

équation  qui  appartient  à un  plan  ; d’où  il  suit  que , pour 
toute  surface  du  second  degré , la  courbe  de  contact  avec 
une  surface  conique  circonscrite , est  toujours  plîfiffe.  Si  la 
surface  est  du  degré  m , sa  courbe  de  contact  avec  une  surface 
conique  circonscrite  , est  du  degré  m — i. 

Soit,  en  second  lieu,  l’équation  de  la  surface  enveloppée 

Mz ’ 4 -Ny*  -f  Px 1 4-  2 Qc  -f  2 Rj  -f-2&u=t.  . • (i) 

forme  sous  laquelle  peut  être  mise  l’équation  générale  des  sur- 
faces du  second  degré  : on  en  tirera 
' ' • 

’ d Z PX  4 S • d.S  A4' 4-  R 

• dA  — MZ  4-  Q * dY~  MZ  4-  y * 
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Par  la  substitution  <le  ces  valeurs  , l’équation  de  la  surface 
coniqâe  ( B ) deviendra  , après  avoir  réduit  d’après  la  relation  (i) 
dans  laquelle  on  a remplacé  x , j , z par  X , Y , Z , 

(il/c-f-  Q)  Z-\-  (Nb-\-R)  Y -f-'-P a-f-S)  X-f-(Su- \-Rb  -)-  Qc-f-t)  = o, 

que  l’on  peut  mettre  sous  cette  forme 

yC  fib  eCÛ  $ “ O • • • (2) 

équation  qui  appartient  à un  plan , puisqu’elle  est  linéaire  en 
X,  Y et  Z.  Des  équations  (1)  et  (2)  qui  sont  F(X,  Y,  Z)=oy 
f{X,  Y,  Z)  = o,  on  conclut  que  la  courbe  de  contact  d’une 
surface  quelconque  du  second  degré  et  d’une  surface  conique  , 
est  toujours  plane. 

Il  est  évident  que  le  pljn  qui  contient  la  courbe  de  con- 
tact, sera  fixe,  si  les  coordonnées  a,  b,  £ sont  fixes  elles- 
mêmes,  puisque  tontes  les  autres  quantités  M , N,  P , etc. 
qui  entrent  dans  l’équation  de  ce  plan  sont  constantes  ; mais  que 
sa  posilîon  varie  avec  le  sommet  du  cône.  Supposons  que  ce 
sommet  se  meuve  sur  la  surface  de  l’équation 

M'c * N'bx  -f-  P' a*  = 1 t . . (3)  : 

si  l’on  considère  deux  positions  consécutives  du  plan  de  la  ^ 
courbe  d^  contact,  correspondantes  à deux _ positions  infini- 
ment voisines  du  sommet  du  cône  , les  coordonnées  X , Y,  Z 
de  la  droite  intersection  des  deux  plans  , seront  constantes , 
tandis  que  celles  a , b,  c du  sommet  auront  varié  ; puisque 
les  premières  se  rapportent  à la  suite  des  points  du  plan  de 
la  courbe  de  contact,  dont  les  coordonnées  ne  varient  pas, 
quand  le  plan  lui-même  a infiniment  peu  varié  de  position 
par  le  déplacement  infiniment  petit  du  sommet;  les  équations 
de  celte  droite  seront  donc  ; ’ 

yC  fib  -f-  »a  -J-  S = o , ydc  -j-  ,8dô  -j-  ada  o • • • (4) 


Diqit 


ogfe 


J 
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mais  fl  faut  dire,  de  plus,  que  le  sommet  de  la  surface  co- 
Dique  se  meut  sur  la  surface  directrice,  ou  d’une  manière  com- 
patible avec  la  nature  de  cette  surface , ce  qui  donne 

Mr cdc  -{-  TV' bdb  -p  P'ada  * — - q. 

Eliminant  de  entre  cette  équation  et  la  seconde  des  deux  pré* 
cédentes  , on  aura  ce  résultat,  # 

( M'fic  — IV' yb)  -f-  (M'ac  — P' 7 a)  — o. 

Or  la  direction  suivant  laquelle  le  point  se  meut  sur  la 
Surface  (3),  étant  arbitraire,  il  en  est  de  même  du  rap- 
di 

Port  ^ïrt"  ^U1  ’ c0lllme  on  *e  6ait  > exprime  l’angle  avec  l’axe  des 

sr,  de  la  projection  liorisontale  de  la  route  du  point  dans  l’espace  t 
, di  o 

on  a donc  — = — , et  conséquemment 

(5)  . . . M'fic  — TV'  yb  = o , M'a.c  P' y a = o . . . (6) 

Il  résulte  de  là  que  les  coordonnées  X,  Y , Z,  déduites  des 
équations  (a),  (5) , (6),  et  déterminées  par  ces  équations  , sont 
celles  du  point  commun  à trois  plans  de  contact  consécutifs  et 
quelconques,  point  qui  est  sur  le  plan  (a).  Ce  plan  variable  do 
position  par  a , b , c,  est  donc  le  lieu  de  tous  les  points  pa- 
reils fournis  par  d’autres  positions  du  sommet  du  cône  enve- 
loppant, et  conséquemment,  il  est  le  plan  tangent  à la  surface 
formée  de  tous  ces  points  X,  Y,  Z.  Pour  obtenir  l’équatioo 
de  cette  surface,  on  éliminera  a,  b , c entre  les  équations  fa), 
(3),  (5)  et  (6)  : à cet  effet,  on  multipliera  [5 J et  (6)  respec- 
tivement par  b et  a , et  on  aura  cette  somme  de  produits 

( P'  «*  + Wb')  y — M'c  («a  + /Si). 

a5  ‘ 
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Ajoutant  de  part  et  d’autre  M'ycx , élevant  chacun  des  deux 
membres  aux  carrés,  et  réduisant  d’après  les  relations  (2)  et 
(5)  , on  trouvera 

y*  = A/'^c* , d’où  ~ — = <K 
M'7c% 

D’un  autre  côté,  les  équations  (5)  et  (6)  élevée*  au  carré, 
donnent  ^ 

M'xfixcx  = N' y , A/'Vc*  = p'*y'ax , 


et,  par  conséquent, 

Px  PP  yxbx  ai1  P'y'a' 

7vT  — M'cx  ’ l77  ~ M,xcx  ' 

Faisant  une  somme  de  ces  dernières  équations  et  de  l’équation 
identique  — jçjp  , il  vient , après  les  réductions  , 

j8*  «*  y’  , 

Ai'  + iV'  + P>  ~ M,xcx  * 

• y’ 

mais  — = J'5  ; donc 

Ai"c*  ’ 

N'P'y'  -f  M'P'p  4-  M'N'a?  = M'N'P'Ï * . . (7) 

résultat  indépendant  de  a,  b,  c,  et  qui  est  du  second  degré 
en  X , Y , Z y puisque  « , g,  y sont  des  fonctions  linéaires  de  ces 
variables.  Donc  si  une  surface  conique  louche  et  enveloppe 
constamment  une  surface  courbe  quelconque  du  second  degré , 
pendant  que  son  sommet  parcourt  une  autre  surface  du 
second  degré  , située  comme  on  voudra  dans  l'espace , mais 
douée  d’un  centre , le  plan  de  la  courbe  de  contact  des  deux 
surfaces , touchera  toujours  me  troisième  surface  du  second 
degré , 
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Voyez  encore  les  Mémoires  de  MM.  Livet  et*  Brianchan  , 
insérés  dans  le  i3'.  cahier  du  Journal  de  l’Ecole  Polytech- 
nique,. 

3*.  Des  surfaces  de  révolution.  Une  des  propriétés  carac- 
téristiques des  surfaces  de  révolution , et  qui  est  indépendante 
de  la  nature  de  la  courbe  génératrice  qui , en  tournant  autour 
do  l’axe,  engendre  la  surface  , est  que  le  plan  tangent  est  tou- 
jours perpendiculaire  au  plan  mené  par  le  point  de  contact  et 
par  l’axe  de  la  surface  , et  qu’on  nomme  plan  méridien. 

Soient  donc 


x ~ Az  + a , y = Dz  -f-  t , 

les  équations  données  de  l’axe  de  révolution  , et.  X,  Y , Z les 
coordonnées  du  point  de  contact  5 l’équation  du  plan  méridien, 
en  tant  qu’il  passe  par  le  point  de  contact,  est  de  la  forme 


z — Z—  M{x  — A")  4-  2V (j—  Y). 

On  assujétira  ce  plan  à passer  par  l’axe  , en  déterminant  les 
deux  élémens  de  position  AI  et  N , d’après  ces  deux  équations 
de  condition  , 


A1A  + NB  z=t,  Ma+Nb— MX-^NY+Z  = o, 

données  ( Elèm . de  Gcom.  analyt.) , et  desquelles  on  tire 
facilement 

M{A(b  — Y)  — B(a  — A')}=  -b—Y+BZy 

N{A{b  — Y)  — B(a—  X)}=-(a  — X + AZ). 

* 

Ainsi  l’équation  du  plan  méridien  mené  par  le  point  de  con- 
tact , est 

[z-Z){A{b-Y)-B{a-X)} 
e=  ( b — Y+  BZ  ) (z  — X)  — (a  — X+  AZ  ) (y  — Y). 


- 
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Or,  l’équation  du  plan  tangent  est 


,_Z=(— Jr)(iJ)  + 0--r,(4*)>  , 

et  ces  deux  plans  seront  rectangulaires  entre  eux , si  Toi!  a 
la  relation  ( Géom.  analyt.) 

b — Y+  B7  / dZ  \ 

A {b —Y)  — B (a  — A')  V dXJ 
a — X-j-  AZ  / <17  \ 

~ A{b  — Y)  — B {a  — X)  VdïV  + 1 = °» 

c’est-à-dire , * 

(6_r+îZ)(§) 

— (a — X-f -AZ  A {b — Y)  — B (a — Z)  — o.  ..(^) 

Donc  cette  dernière  équation  exprime  qu’une  surface  est  de 
révolution  autour  d’un  axe  déterminé  de  position  par  les  cons- 
tantes A , B , o,  b , sans  rien  prononcer  sur  la  nature  de  la 
génératrice. 

On  peut  être  conduit  à la  même  équation  par  la  considé- 
ration de  la  normale.  En  effet , les  surfaces  de  révolution 
jouissent  encore  de  cette  propriété  que  la  normale  en  tout  point 
de  ces  surfaces , coupe  toujours  l’axe  de  révolution.  On  a 
trouvé  ( pag.  3G3  ) pour  les  équations  de  la  normale 

|)  = ., 

r- r+(—  z)(i|-)  = o. 
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Tour  que  cette  droite  coupe  l’axe,  il  faut  que  ses  équations 
et  celles  de  l’axe  aient  lieu  en  même  teins  , indépendamment 
des  valeurs  de  x,y , z , ou , qu’en  éliminant  x,  y,  z de  ces 
quatre  équations . l’équation  résultante  soit  satisfaite.  Or , cette 
^ élimination  conduit  encore  à l’équation  [A). 


Une  surface  courbe  étant  coupée  par  une  suite  de' plans 
parallèles  entre  eux , on,  demande  l’équation  de  la  ligne  per- 
pendiculaire aux  sections  de  la  surface  par  ces  plans. 

Nous  supposerons  la  surface  ctmjrbe  quelconque  ; lorsqu’elle 
est  de  révolution  et  que  les  plans  coupa  ns  sont  perpendicu- 
laires à l’axe  de  révolution  , la  ligne  perpendiculaire  cherchée  est 
évidemment  une  des  génératrices  de  la  surface. 

Prenons  pour  plan  coupant  celui  des  xy  ; car  par  une 
simple  transformation  des  coordonnées,  on  peut  toujours  ren- 
trer dans  celte‘^pothèse.  La  courbe  cherchée,  en  tant  qu’elle 
est  sur  la  surface,  sera  coniplelternent  connue  par  sa  projection 
sur  le  plan  des  xy  ; nous  désignerons  par  y=.Fx  celte  pro- 
je^ion.  Pour  que  la  courbe  cherchée  et  la  section  parallèle  au 
plan  des  xy , soient  perpendiculaires  entre  elles  , il  faut  que  leurs 
tangentes  au  point  d’intersection  soient  aussi  perpendiculaires 
l’une  à l’autre,  ce  qui  aura  lieu  si  on  assujétit  les  projections 
de  ces  tangentes  sur  le  plan  xy , à se  rencontrer  à angle 
droit;  ainsi,  en  représentant  ces  projections  par  y=axf  a, 
y = a’x  fa,',  il  faudra  satisfaire  à la  condition  1 faa'—o. 

ày  * f 

Mais  a = — , ce  coefficient  différentiel  étant  déduit  de  l’équa-, 

<\y 

tion  y=  Fx , et  a'  = -p—  , ce  coeflicient  étant  tiré  de  l’équa- 
tion de  la  surface,  eu  regardant  z comme  une  constante, 
puisqu’il  s’agit  d’une  section  parallèle  au  plan  xy.  Ainsi , con- 
naissant l’équation  de  la  surface  , on  la  différenliera  par  rapport 


/ 
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à a:  et  j*,  on  éliminera  s entre  l’cquation  et  la  différentielle, 

< \y 

elide  ce  résultat  on  tirera  la  valeur  de  -j — — a'  en  x , y ; 

dx 

on  reportera  cette  valeur  dans  la  relation  i -f-  aa'  = o , dans  „ 

. dr 

laquelle  on  écrira  aussi  — pour  a , et  on  aura  ainsi  1 équation 


différentielle  de  la  courbe  cherchée,  qu’on  cherchera  à inté- 
grer : la  constante  introduite  par  cette  intégration  , est  dé- 
terminée par  la  condition  que  la  courbe  passe  par  un  point 


connu. 

Prenons,  pour  exemple  , les  surfaces  de  révolution  coupées 
perpendiculairement  à l’axe  , et  dont  l’équation  est 


= <?■*(*)••••  {M) 


(*)  Les  surfaces  de  révolution  dont  nous  avons  fait  connaître  un  carac- 
tère distinctif,  en  ont  un  second  encore  indépendant  jjle  la  nature  de  la 
courbe  génératrice;  •c'est  que  si  on  les  coupe  par  un  plan  quelconque  per- 
pendiculaire à Taxe  de  révolution,  on  a pour  section  lu  circonférence  d’un 
cercle  dont  le  centre  est  dans  l'axe  de  révolution  , et  dont  tous  les  points 
sont,  par  conséquent,  à égales  distances  d’un  meme  point  pris  sur  Taxe; 
or , les  équations  de  Taxe  de  révolution  étant  comme  ci-dessus , 
x = Az  -H  a , y ■=.  liz  -4-  b , 

celle  du  plan  perpendiculaire  à l’axe  sera  (Géom.  analj  t.) 

Ax  -4-  By  -4-  z = « , 

dans  laquelle  la  quantité  a détermine  la  position  de  ce  plan , est  cons- 
tante pour  le  même  plan  p i pendiculaire , et  variable  avec  la  position 
de  ce  plan;  de  plus,  l’axe  de  révolution  rencontre  le  plan  des  x,  y dons 
un  peint  dont  les  coordonnées  sont  x =r  a , y = b , z = o ; et  si  l’on  re- 
garde ce  point  comme  le  centre  commun  d’une  suite  de  sphères  concen- 
triques, l'équation  générale  des  surfaces  de  ces  sphères,  sera 

• 

(x  — a)*  -4-  (y  — ly  •+■  s»  = C», 

dans  laquelle  le  ravou  C est  constant  dans  la  même  sphère,  et  variable  en 
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en  supposant  que  Taxe  de  la  surface  soit  aussi  celui  des  z.  Si 
Ton  différence  par  rapport  à x et  y , on  trouve 

a!  = = — — : cette  valeur  portée  dans  1 -f-  aaf  ~ o . 

d*  y 

x x (W  , dr 

donne  1 — a — = 0,  oui . . a cause  de  a xx  : 

y y dx  % dx 

on  déduit  de  là  . 

d.r  d y 

x ~ y 9 


passant  d’une  sphère  à une  autre.  Cela  pose , si  le  point  que  l’on  considère 
sur  la  surf;i  ce  de  révolution , se  meut  sur  cette  surface  sans  sortir  du  nie  me 
plan  perpendiculaire  à Taxe  , il  ne  sortira  pas  non  plus  de  la  même  sur- 
face de  sphère  , il  restera  sur  la  circoulcrence  intersection  des  deux  sur- 
faces ; niais  si  ce  point,  en  se  mouvant,  sort  du  plan  perpendiculaire  à 
l’axe , il  passera  sur  la  surface  d’une  autre  sphère , et  sur  une  autre  circon- 
férence int^seciion  de  la  surface  de  révolution  par  cette  nouvelle  sphère, 
et  les  quantités  « et  C auront  toutes  deux  varié.  Les  surfaces  de  révolution 
sont  donc  telles  que  les  quantités  « et  C1  , ou  les  quantités  respectivement 
équivalentes  Ax  •+- Ey  -+-  z,  (x  — aÿ  •+•  ( y — é»)*  -+-  z2  , sont  constante* 
ensemble  et  variables  euscmble  j on  a donc  pour  équation  de  ces  surface# 
C*  = f a , c’est-à-dire  , 

s 

(x  — a y -4-  (jr  — b)2  -+.  Z2  = $ [Ax  -f-  B y -4-  z ) , 

dans  laquelle  0 indique  une  fonction  quelconque  dont  la  forme  /lépend 
de  la  courbe  génératrice.  Dans  cette  équation , x , y , z sont  les  coordon- 
nées des  points  de  chacune  des  circonférences , intersection  de  chacune  des 
sphères  pr  l’un  des  plans  parallèles  à celui  des  x,  y , de  sorte  que  la 
sur'ace  de  révolution  est  prücularisce  par  la  courbe  génératrice.  Si  fax# 
de  révolution  passe  par  l’origine  et  est  prallèle  aux  z,  on  a A = o t 
Zf  = o , a — o , 6=0,  et  l’équation  précédente  devient 

**  -*-.}•  = **, 

en  comprenaut  dans  *5  s le  tfrme  — za  : c’est  l'équation  (:V), 


3ga  Leçon» 

équation  différentielle  dont  l’équation  primitive  est 
Ix  = fy  -p  IM  = /.Æ/j'-  > 

? désignant  un  logarithme  népérien  , et  M/  étant  la  constante. 
De  l’égalité  des  logarithmes,  on  déduit  celle  des  nombres,  en 
ïorte  que 

xzuMy, 


ce  qui  est  l’équation  d’une  droite  passant  par  l’origine,  droite 
qui  est  en  même  teins  la  projection  d’une  position  de  la  courbe 
génératrice.  On  voit  confirmée  par  là  celle  propriété  dé  la 
courbe  génératrice  d’être  toujours  perpendiculaire  aux  sections 
circulaires  faites  dans  une  surface  quelconque  de  révolution^ 
La  même  méthode  s’applique  aux  surfaces  courbes  du  second 
degré  ajant  un  centre  j ces  surfaces  , représentées  générale- 
ment par 

Lx ’ -f-  Aly*  Ns 1 = i , 


sont , pour  L = AI,  de  révolution  autour  de  l’axe  des 
( Géom.  aualj  t.  ) j et  «n  effet , l’équation 


*} 


oc%  -f*  y*  zzz. 


A 


* 

rentre  dans  l’équation  générale  ( A ). 


•3 


\ 
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CIIAPITUE  XXIV, 


Cubature  des  solides  , et  mesure  des  surfaces 
courbes  qui  ne  sont  pas  de  révolution. 


Soit  z ~f  ( x , y)  l’cquation  d’une  surface  courbe;  menons 
quatre  plans  parallèles  deux  à deux  à ceux  des  xz  et  des  yz, 
et  cherchons  d’abord  le  volume  V du  corps  qui  repose  *ur 
le  rectangle  xy , et  qui  se  termine  à la  surface  courbe.  Ce 
volume  V sera  une  fonction  de  x , y , que  nous  désignerons 
par  F(x,y);  en  sorte  que  x devenant  x + i , et  y deve- 
nant y -{•  k,  l’accroissement  de  volume  , sera 


df.,  df,  d’ v d’ v d*  y k 

—7—  i 4-  — I — k -j-  — - — . — 4~  — — -t — ik  4-  — ; — • — 4" 

dx  <iy  dx*  a dxdy  1 dy*  a 


c’est-à-dire,  la  somme  des  trois  volumes  construits  sur  le» 
rectangles  iy , xk  et  ik.  Or,  l’accroissement  de  volume  dû  au 
seul  changement  de  x en  x-f-i,  c’est-à-dire,  le  volume  qui 
a pour  base  le  rectangle  iy,  est  exprimé  par 


d F d'f  il  , dT  P 

dx  dx*  i . a ày1  i . a . i 1 

et  l’accroissement  de  volume  dû  au  seul  changement  de*y  en 
y-\-k,  c’est-à-dire,  celui  qui  repose  sur  la  base  xk,  est  noté 
par 

d y d'F  d’J'  p 

r , . — — -L  — j — - — 1 ■ > 4-  €tC« 

d 'J  dy*  i.a  ‘ dys  i.a.5  ‘ 
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Si  de  l'accroissement  total  du  volume  correspondant  aux  ac- 
croissemens  i de  x et  k de  y , -on  retranche  la  somme 
des  accroissemens  partiels  représentés  par  les  deux  développe— 
mens  précédens  , on  aura  pour  différence  le  volume  qui 
s’appuie  sur  le  rectangle  ik  , lequel  est  conséquemment  ex- 
primé par 


d'V 
dx  dy 


ik  -J-  etc. 


Nous  chercherons  deux  limites  de  ce  volume,  l’une  toujours 
plus  grande,  l’autre  toujours  moindre,  quelque  petits  que  soient 
i et  k.  A cet  effet  , nous  mènerons  deux  plans  parallèles  à 
celui  des  xj,  par  les  extrémités  des  deux  ordonnées  z et  a', 
correspondantes  la  première  à x et  y,  la  seconde  à ï-f-i  et 
y -j-  k ; et  en  supposant  que  le»  ordonnées  z croissent  toujours 
avec  x ely , que  la  surface  soit  toute  entière  convexe  on  con- 
cave vers  le  plan  horisontal , et  qu’elle  ne  renferme  pas  de 
points  singuliers  , il  faudra  que  la  différence  entre  les  parallé— 
lipipèdes  excédcns  et  déticiens  , savoir  : ik.z'  — ikz  soit  toujours 

d>  y 

plus  grande  que  - — ik  -f-  etc.  — ikz , quelque  petits  que 

soient  les  accroissemens  i et  k ; on  doit  donc  avoir , après  la 
division  par  ik , l’inégalité 


â'F 

d xdy 


■Z  + 


d3r 


d*3  1.2.3 


/d  z . dz  , , \ 

+ “c-<C3i‘  + K*  + *“-) 


En  employant  les  limites  données  ( chap.  XIV),  et  des  consi- 
dérations analogues  à celtes  dont  on  a fait  usage  (chap.  XVII, 
XXI) , on  prouvera  que  cette  inégalité  ne  peut  avoir  lieu  pour 
des  accroissemens  i et  k aussi  petits  qn’on  voudra , à moins 
que  le  terme  du  premier  membre  , indépendant  de  ces  ac- 

i 

t 1 


♦ • 


Digitized  by  Google 


•de  Calcul  différentiel.  3ç5 

croissemens,  ne  soit  nul,  et  alors  on  a cette  condition 

A'V 

Axdy 

La  même  conclusion  aurait  encore  lieu  en  supposant  que  les 
ordonnées  s allassent  eu  diminuant  depuis  x et  y,  jusqu'à  x -{-  i 
et  y + k. 

Ainsi  apres  avoir  remplacé  z par  f(x,  y)t  et  mis  le 
premier  membre  sous  l’une  de  ces  deux  formes  (chap.  XIII) 

<£)  <£)  , 4 

sous  la  seconde  7 par  exemple  , on  aura 


‘VjF 

dx 

d 


ou 


Ay 


(AV 

V dx 


AV\ 

=Kx,y),  d(^j)=dj/(x,y), 


intégrant  par  rapporta  y seulement,  puisque  le  coefficient  différen- 

' .AV 

tiel  d'où  l’on  part,  est  celui  de  la  différentielle  -j—  prise  par  rap- 
port à y,  on  obtiendra 


AV 

-^=/3yJ(*,y), 

et  de  là 

AV=Ax/Ay/(x}  y)x 

la  seconde  intégrale  qui  donne  V,  doit  être  prise  par  rapport 
a x seulement , en  sorte  que 

V=JAx  JAy  J (x  ,y). 


On  indique  ordinairement  ces  deux  intégrales  par  le  double 
signe  ff , en  cette  manière 


V = fj AxAy  .J(x,y), 
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et  on  intègre  deux  fois  en  regardant  à volonté,  d’abord  x, 
puis  y comme  une  constante  ; et  ayant  soin  de  compleller 
chaque  intégrale  par  une  constante  qu’on  déterminera  en  ayant 
égard  aux  limites  données  par  la  question.  Par  exemple  , si  le 
volume  V est  compris  entre  deux  plans  parallèles  à celui  des  xz  , 
plans  ayant  pour  équationsy  = a, y—  b , et  qu’on  ait  d’abord 
intégré  par  rapport  à y , on  prendra  celte  intégrale  depuis 
y=a,  jusqu’à  y* =£  ( chap.  XVII,  pag.  258),  et  le  résultat  sera 
délivré  de  y;  mais  il  contiendra  l’autre  quantité  x qui  a été 
regardée  comme  constante  : on  intégrera  de  nouveau  depuis 
la  plus  petite  jusqu'à  la  plus  grande  valeur  de  x,  c’est-à-dire  , 
depuis  x — a'  jusqu’à  x = b',  a'  et  b'  étant  les  équations  de 
deux  plans  parallèles  à celui  des  yz  , et  ou  aura  ainsi  le  vo- 
lume compris  eutre  les  quatre  plans  verticaux  et  parallèles  deux 
à deux,  le  plan  horfsontal  et  la  surface  courbe.  Voyez.,  au 
reste , pour  les  applications,  la  seconde  partie  de  l’ouvrage. 

Passons  à la  mesure  des  surfaces. 

Je  considère  la  portion  de  surface  courbe  interceptée  par  le 
parallélipipède  qui  a pour  base  le  rectangle  ik  , et  je  la  sup- 
pose toute  entière  convexe  ou  concave  vers  le  plan  horison- 
tal , et  telle  qu’elle  ne  renferme  pas  de  points  singuliers  : celle 
surface  paralielogrammique  est  comprise  entre  celles  des  deux 
parallélogrammes  tangens  menés  par  les  extrémités  de  la  plus 
grande  et  de  la  plus  petite  ordonnée,  et  inscrils  entre  les 
faces  du  parallélipipède  qui  s’appuie  sur  le  rectangle  ik  : car 
on  peut  regarder  comme  évident  qu’une  surface  est  plus 
grande  qu’une  autre  avec  laquelle  elle  a un  point  commun  ; 
lorsque  l’on  peut  mener  par  ce  point,  et  tous  ceux  du  conlour 
de  la  moindre  surface  , des  plans  qui  coupent  la  plus  grande- 
surface  suivant  des  lignes  toutes  différentes  , et  plus  longues 
chacune  que  l’intersectipn  correspondante  dans  l’autre  surface. 
Si , dans  cctlc  hypothèse,  on  considère  d’abord  le  plan  tangent 
qui  passe  par  l’extrémité  de  la  plus  grande  ordonnée  verticale 
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x -f-  i , y -j-  k ) , il  est  évident  que  tous  les  plans  verticaux 
menés  par  le  point  z h , x i , 7 -J-  A: , et  ljar  les  dif'férens 
points  du  contour  de  la  portion  de  surface  courbe  qu’on 
considère  , couperont  le  parallélogramme  langent , et  la  surface  * 
courbe  suivant  deux  lignes  , dont  l’une  droite  , sera  tangente  à 
l’autre  qui  sera  une  courbe  , et  toutes  ces  tangentes  seront  dif- 
férentes. Or,  en’ supposant  la  surface  courbe  concave  vers  le 
plan  xy , chacune  de  ces  tangentes  étant  menée  par  l’extrémité  de 
la  plus  grande  ordonnée  d’un  arc  de  courbe,  et  terminée  à la 
rencontre  de  l’ordonnée  qui  passe  par  l’autre  extrémité,  a une 
longueur  moindre  que  l’arc  rectifié  (pag.  262)  : ainsi  l’aire  du 
parallélogramme  formé  de  ces  tangentes  , sera  moindre  que 
celle  de  la  portion  correspondante  de  surface  courbe  : on  prou- 
verait de  même  que  cette  dernière  est  moindre  que  celle  du 
parallélogramme  tangent  à l’exlrémité  de  la  plus  petite  ordon- 
née : donc  elle  est  comprise  entre  les  deux.  Il  s’agit  donc  de 
déterminer  les  surfaces  des  parallélogrammes  tangens  aux 
points  x,  y,  z,  et  x -f-  1 , y -f-  k,  z -f-  h.  Or,  on  sait 
(pag.  56?  , 564)  que  1®  plan  tangent  au  point  x , y,  z,  fait 
avec  le  plan  des  x ,y  un  angle  dont  le  cosinus  est 


v ■+(£)' +(£)■’ 

» 

et  comme  l’aire  d’un  parallélogramme  situé  dans  l’espace , est 
égale  à celle  de  sa  projection  sur  le  plan  xy  divisée  par  le 
cosinus  de  l’angle  que  fait  son  plan  prolongé  avec  le  même  plan 
de  projection  ,il  s'ensuit  qu'en  faisant  X = x -f-  i , Y— y -j-  kr 
on  aura  pour  expression  de  cette  aire 

■ (.Y-*Mr_,-,j/1+(0+(i i)\ 
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En  changeant  dans  -r — et  — — , les  coordonnées  x et  y ert 
& dx  dj  J 

x -f-  i et  y -f-  cette  expression  deviendra  celle  de  l’aire  qui 

est  l’autre  limite  : ainsi  en  observant  que  X — x ~ i = dx  , 

Y — y = A*  5=  dy,  on  aura 


àxdr]/  *+(^y +(£)’  > 

pour  terme  commun  aux  deux  limites.  Maintenant  si  l’on 
représente  par  F{x,  y)  = U la  surface  courbe  parallélo- 
grarnmique  qu’il  s’agit  d’évaluer , on  aura 

F{X,r)-F(x>  Y)-F(X,y)  + F(x,y)t 

pour  l’expression  de  l’aire  de  la  surface  courbe  , interceptée 
entre  les  aires  limites.  Si  l’on  développe  cette  dernière  for- 
mule suivant  les  puissances  de  l’et  k , ou  de  dx  et  d y,  et 

YU  ' , 

les  produits  de  ces  puissances,  on  trouvera  - — ■ dxdj*pour 

premier  terme  de  ce  développement.  En  sorte  qu’en  posant 
l’égalité  convenable , on  conclura,  comme  on  l’a  fait  dans  les 
cas  analogues  , qu’elle  ne  peut  avoir  lieu , quelque  petits 
que  soient  les  accroissemens  dx  et  dy,  que  sous  la  condition 


d’ï/ 


dxdy 


]/.+ 


(£)■+(£)'■ 


dation  de  laquelle  on  déduit  l/=F(  x , y)  par  u*e  double 


11  faudra  donc  différentier  l’équation  de  la  surface  z — 
cc  qui  donnere  dz  =z  — dx  -f-  ~t~  dy,  puis  reporter  les  vit* 


dy 
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leurs  en  x et  y des  coefliciens  — , — dans  l’égalité  ci-des- 

üx  d y u 

sus,  et  enfin  effectuer  la  double  intégration 


v=srM?y>+(£)x±y. 

Nous  renverrons  toujours  pour  les  applications  à la  seconde 
partie  de  cet  Ouvrage. 


% 


• § 
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CHAPITRE  XXV. 


Des  plus  grandes  et  des  moindres  valeurs  des 
Jonctions  de  plusieurs  variables. 

La  distinction  du  maximum  d’avec  le  minimum , n’est  pas 
aussi  facile  à l’égard  des  fonctions  de  plusieurs  variables  qu’elle 
l’est  à l’egard  des  fonctions  d’une  seule  variable , quoiqu’elle 
repose  toujours  sur  les  mêmes  principes.  Cette  question  très- 
importante  sera  le  sujet  de  ce  chapitre  qui  complettera  la  théorie 
des  plus  grands  et  des  moindres. 

D’abord  à l’egard  des  fonctions  de  deux  variables,  nous 
avons  vu  ( pag.  364  ) qu’en  désignant  par  a.  l’inclinaison  du 
plan  tangent  à une  surface , str  le  plan  des  xjr , on  avait 
cette  expression  de  tang  a, 

'■"s-=V(0'+(£)'- 

Si  donc  on  demande  les  plus  grandes  ou  les  moindres  or- 
données z , il  est  aisé  de  concevoir  qu’elles  ne  peuvent  répondre 
qu’aux  points  où  le  plan  tangent  devient  parallèle  à celui 
des  yx  ; donc  , en  ces  points , on  aura  tang  « = o , et  par 
conséquent  N 

(&)•+(£)■—  • 
condition  qui  emporte  celles-ci 


c \z 
, dx 


= o 


dz 

dy 


= o s 
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et  qui  sont  nécessaires  pour  què  l’ordonnée  z devienne  un 
maximum  ou  un  minimum. 

Ainsi  pour  qu’une  fonction  de  deux  variables  indépendantes , 
devienne  maximum  ou  minimum  , il  faut  que  ses  demi  coef- 
ficiens  différentiels  du  premier  ordre,  l’un  relatif  à la  diffé- 
rentielle partielle  de  la  fonction  , prise  par  rapport  à x , l’autre 
relatif  à la  différentielle  partielle  de  la  même  fonction , prise 
par  rapport  à soient  individuellement  nuis.  On  tirera  de 
ces  deux  conditions  les  seules  valeurs  de  x et  y , par  les- 
quelles la  fonction  proposée  f { x ,y  ) puisse  devenir  maximum 
ou  minimum. 

Mais  on  peut  rappeler  cette  question  à celle  des  plus  grands 
et  des  moindres  des  fonctions  à une  seule  variable,  et  trou- 
ver, en  même  teins  , les  conditions  nécessaires  pour  que  le  ma- 
ximum ou  le  minimum  ait  lieu.  En  effet,  u étant  , au-tieu  de  r, 
fonction  de  x}y  , on  peut  supposer  qu’on  connaisse  déjà  la  va- 
leur de  x qui  convient  soit  au  maximum  soit  au  minimum , 
et  alors  il  reste  à chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  U 
relativement  à l’autre  variable  y.  On  aura  donc  ( pag.  269  ) 


et  pour  le  maximum 


et  pour  le  minimum 


du 

~w 

d*u 
d y1 


= 0....(l), 


< O.. ..(a), 


d*u  _ 

— >0...  .p). 

Si  donc  on  substitue  dans  u la  valeur  de  y tirée  de  (1)  y 
u deviendra  une  fonction  de  la  seule  variable  x , et  cette 
fonction  sera  déjà  un  maximum  ou  un  minimum  relativement 
à y '•  il  n’y  aura  donc  plus  qu’à  la  rendre  encore  un  maximum 
ou  un  minimum  relativement  à la  quantité  x que  nous  avons 

a6 


T* 
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regardée  comme  constante.  Or , y étant  une  fonction  x , 
laquelle  est  donnée  par  l’équation  (i)  ; il  faudra  dans  u=zf(x,y) 
tenir  compte  de  cette  circonstance , et  exprimer  convenable- 
ment 4es  conditions  . 


du 

dx 


d’u 

°’  d^<0U>°’ 


relatives  a l’existepce  d’un  maximum  ou  d’un  minimum  d’un* 
fonction  de  la  variable  x.  Or  on  a (chap.  V) 


du 

dx 

d’u 

dx* 


+ f 

+ 2 f 


du 

dS 

d’u 


dxd.y 


+y 


dy‘ 


+ y" 


du 

<1 r 


u'  et  u"  étant  les  dérivées  première  et  seconde  , prises  non» 
seulement  par  rapport  à la  variable  x en  évidence  dans.... 
f ( x , y ) , mais  encore  par  rapport  à cette  variable  contenue 

du 

dans  y.  Mais  à cause  de  — — = o , la  valeur  de  u’  se  réduit  à 

d y 

-r — , et  conséquemment  la  condition  u'  = o,  devient 
dx 


du 

dx 


du 


Or  — — est  le  coefficient  de  la  différentielle  de  u;  prise  en 

, , du  du 

regardant  y comme  une  constante:  donc  — — et— — sont  les 
• dj  dr 

mêmes  fonctions  que  nous  avions  désignées  plus  haut  par 

d z dz 

— , -j — ; de  sorte  qu’on  aura  pour  déterminer  x et^y,  le» 
deux  équations 


du  du 
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Il  faut  de  plus  qu'on  ait  u#  < o pour  le  maximum , et  > o pour 

du 

le  minimum  : mais  à cause  de  — — r=:  o , u'I  se  réduit  à 


d’u 

dx’ 


f 2/ 


d’u 
dx  ây 


+y* 


et  comme  y est  donné  par 
tiel  y'  le  sera  par 


du 

——  = o , le  coefficient  différent 
dX 


d’u  , . d’u 

■—  -1-  y*  — 

dx  ùy  "/  djr» 


d’où  y 


d’u  d’u 

éxiiy  d y%  ’ 


les  deux  points  rappelant  un  quotient  : la  substitution  de  cette 
valeur  dans  (5)  donnera  donc  cette  condition 


pour  le  maximum , et  celle-ci 


pour  le  minimum. 

Or  si  l’on  multiplie  le  premier  membre  de  l’inégalité  (6)  y 


d’u 


négatif  pour  le  maximum , par  la  quantité  — — , négative 

dan». le  même  cas;  et  celui  de  l’inégalité  (7),  positif  pour  le 

• • 1 . . d’u  . . . 

mimmum  , par  la  quantité  — ■ ^ • positive  en  même  tenus,  on 
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«ara  deux  résultats  positifs  ; de  sorte  que  la  condition 


d'u  d’u 
dx*  Ajr% 


■•(8), 


sera  comrhune  au  maximum  et  au  minimum. 
Ainsi,  les  valeurs  de  x et  dey,  tirées  de 


du  du 


donneront  un  maximum,  ou  un  minimum, 
rendront 


d’u 

dy1 


<o  ou  > o, 


suivant  qu’elle» 


pourvu  qu’on  ait , en  même  teins , la  condition  (8) , laquelle 

d*u  d’u 

exige  que  les  deux  fonctions  -j— p , -g— - prennent  le  même 

signe , après  la  substitution  des  valeurs  de  x et  y. 

Si  donc 


d’u  d3u  / d’u  \» 

dx*  * dy3  \ dxdjr  ) ^ou—°> 


îl  n’y  aura  ni  maximum  ni  minimum , à moins  que  les  coef- 
ficiens  différentiels 

dx3 

tems , auquel  cas  le  jugement  dépendra  des  suivans  , et  ainsi 
de  suite. 

Nous  appliquerons  ce  qui  vient  d’étre  dit  à la  solution  de 
quelques  questions. 

i°.  Trouver  la  plus  tourte  distance  entre  deux  lignes 
droites  données  de  position  dans  l’espace. 

L’analyse  dont  nous  allons  faire  usage  , démontre  cette  pro- 
priété de  la  plus  courte  distance , d’être  en  même  tenu  per- 
pendiculaire aux  deux  droites  données. 


d3u 

dy3 


ne  disparaissent  en  même 
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x = az  -f  * , X=a'Z-j-  a.'  * ,«  # 

y = bz  + , 3,  Y = b'Z+fi‘  r*”(  '' 

les  équations  des  deux  projections  verticales  des  deux  droites 
données:  le  carré  de  la  distance  entre  deux  points  x,y,  *j 
9X , Y,  Z pris  sur  ces  deux  droites,  sera , en  la  représentant 
par  2 u , 

(«—a.'+az—a'Z)'+{/3—li,+bz-~b'Zy+(z—Zy=2u...(2) 

/ 

Il  faudra  doue  , d’après  la  règle,  et  à cause  de  l’indépendance 
des  deux  variables  z et  Z , égaler  séparément  a zéro , les  coef- 
ficient des  différentielles  de  au,  prises  l’une  par  rapport  àz, 
l’autre  par  rapport  à Z • On  aura  donc  pour  déterminer  z et  Z 
ces  deux  conditions 

i 

~ = a („—  a'+az-a'Z)  + b (fi— fi1  + bz  — b’Z) 

-f -z  — Z = o. . . .(3) , 

4^:  — «'2)—  b'Ifi  — fi’  + bz  — b'Z) 

u Zê 

_(z-Z)  = o....(4). 


Il  est  d’abord  facile  de  s’assurer  que  ces  équations  répondent 
au  minimum  , puisqu’on  a 

a*  -f  b1  -f-  i , 4^-  = -f- a'>  + 3'1 -f  i , 


dz 


d Z» 


d*« 


dzdZ 


— = — aa1  — b b'  — ij 


d’où  il  résulte  que 

^=(a— {b— b'y-j-(ab'—  ta')*>o» 
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Pour  parvenir  à la  propriété  énoncée , on  observera  que  la 
droite  minimum  devant  passer  par  le  point  x , yy  z ) X ,Y}  Z \ 
ses  équations  sont  de  la  forme 


et  par  la  substitution  des  valeurs  de  x,  y y X et  Y tirées  de  (1)/* 
elles  deviennent 


« — a'+  as  — a1  Z — a"  (z  — Z ) * 

bz  — l'Z=zbU{z  — Z)  r*‘*w» 

et  de  là  les  formules  (3)  et  (4)  se  réduisent  respectivement  à 
i 4-  nn"  -f*  bb"  = o , i -J-  a'an  -J-  b' b11  = o , 


relations  desquelles  on  conclut  d’abord  ( Géom.  analyt.)  que  la 
droite  minimum  est , en  même  tems  , perpendiculaire  aux 
deux  droites  données;  et  on  en  tire,  en  second  lieu 


«//  = 


b' 

a' b 


b II 


\ . 


Actuellement  si  on  résout  les  équations  (3)  et  (4)  par  rapport 
aux  inconnues  z et  Z , on  obtiendra 

j ^_(a’b  — ab')  { (b— b')  (g  — *'  ) — (a  — a'  ) ( fi  — 

( o — a! Y -J-  {b  — b' y b — ab' y 

Mais  l’expression 

. *— • *'  -\-az — a'  Z y -y  (/3— ^4"  bz — b'Zy  -j-(z — Z •* , 

de  la  plus  courte  distance,  devient  en  vertu  des  formules 

(6)  et  (7) 7 

M~a'bï^ab>  V±«-a')'+\b-b>  -{a'b-ab')\ 
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*t  en  y substituant  pour  z — Z sa  valeur  précédente  , on 
obtient 

( b — l')  ( a — «'  ) — ( a - a'  ) ( g — fi'  ) 

U— 1 ' ■'  ---  y 

y {a  — a'  y -f-  t b — b'  / -f-  (a'b  — ab'  y 

résultat  conforme  à celui  trouvé  ( Elém.  d’Analy.  géomét.  ). 

2°.  Déterminer  la  route  la  plus  courte  pour  aller  d’un  point  à 
un  autre , en  passant  par  un  plan  donné  de  position  par  rap- 
port à ces  deux  points . 

Nous  prendrons  pour  plan  des  xy  le  plan  donné , et  pour 
celui  des  xz  le  plan  qui  passe  par  les  deux  points  donnés 
Al'  et  Al",  le  plan  des  x z étant  toujours  perpendiculaire  an 
plan  des  xy.  Les  coordonnées  des  points  donnés  Al'  et  Al11  pjg.  ^g, 
«ont  X,Y=  o , Z ; X',  Y'  z=  o , Z'  et  celles  du  point  inconnu 
iVsont  x,  y,  z — o.  On  a donc  la  condition 

Al'N+NM"—  y(x—X)'+y‘+Z*  + \/(x—X'/-j- -y'+Z'* 
zsz  minimum.  • 


Comrao  ici  les  variables  * et  y sont  indépendantes  , on  pren- 
dra les  différentielles  successivement  par  rapport  à x et  à yf 
et  on,  égalera  les  coefficiens  à zéro,  ce  qui  donnera  ces  deux 
«quations  d«  condition 


* — .Y  . x — X' 


— 1 = — = o , 

* y p yp' 

y y 

d__  _i_  — O, 

* yp  y p' 

y P étant  = y ( x — X )*  y*  Z‘, 

*t  y P'  étant  = y^x  — X'  )■*  -j-  y 1 -|-  Z'  *.  Pour  que  la  der- 
nière équation  soit  satisfaite,  il  faut  qu’on  ait  y = o : ainsi 
la  route  la  plus  courte  est  Al' Ai'  -j-  A Al"}  c'est-à-dire,  qu’ell* 
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est  toute  entière  dans  un  plan  passant  par  les  deux  pointa 
donnes  , et  perpendiculaire  à celui  par  lequel  on  doit  passer, 
et  alors  l’avant-dernière  équation  se  réduit  à 


x — X X'  — x 

V{x-Xy  + Z*  V(X'—  xy+Z^  ’ 

or 

y 

— T~  —sqsM'N'A, 

V(.  x—Xy  + Z* 

et 

X'~X = coiMWX  : 

y/(X'—  xy+Z'* 


donc  les  deux  droites  M'N',  N'M * font  le  même  angle  avec 
le  plan  xy , ou  avec  la  perpendiculaire  N' R à ce  plan. 

Ainsi  la  plus  courte  distance  d’un  point  à un  autre , en  pas- 
sant par  une  surface  courbe , est  une  ligne  brisée  située  dans 
un  plan  normal  à cette  surface  courbe,  et  passant  par  les  deux 
points. 

La  solution  du  problème  suivant  est  due  à M.  Puissant , 
qui  l’a  donnée  dans  son  excellent  ouvrage  ayant  pour  titre  : 
Recueil  de  diverses  propositions  de  Géométrie , etc. 

3".  Déterminer  la  plus  courte  distance  de  deux  points  mobiles 
dont  on  connaît  les  positions  initiales,  et  qui  se  meuvent 
uniformément  sur  deux  droites  données  de  position  dansé 
Tespace. 

I 

Fig.  5o.  Prenons  pour  plan  des  xy  un  plan  qui  contienne  l’ulle  des 
droites  données  , et  qui  soit  , en  même  teins  , parallèle 
à l’autre  , et  pour  plan  des  xz  celui  qui  passe  par  cette  autre 
droite,  et  qui  soit  en  outre  perpendiculaire  au  plan  des  xy. 
Soient  maintenant  MM' , mm'  les  droites  données  dont  la 
Seconde  est  parallèle  à l’axe  AX, 
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L’origine  des  coordonnées  étant  en  A,  les  équations  de  MM * 
•ont 

y — — x tang  q>.  -f  b,  z—  o, 


ç étant  l’angle  M-KA  , et  b désignant  AO  j celles  de  la 
droite  mm',  sont 

y — °>  z — Z , 


Z — Am  étant  l’ordonnée  constante  de  tous  les  points  de  la 
droite  mm'.  Supposons  que  les  points  mobiles  se  trouvant  ac- 
tuellement , l’un  en  M dont  les  coordonnées  connues  sont 
a.  et  ,3  , et  l’autre  en  m sur  l’axe  desz,  se  meuvent  de  M 
vers  K , et  de  m vers  m',  avec  des  vitesses  uniformes  dan* 
le  rapport  de  q à p.  Alors  si  M' m'  est  la  plus  courte  dis- 
tance à laquelle  sc  trouveront  ces  mobiles,  que  les  coordon- 
nées du  point  M'  soient  a' , fi  , et  que  celles  du  point  m' 
soient  X et  Z : ou  aura  , en  général , 

M’m'  = u t=  VI X — a'  ;»  + jS "‘+Z\ 


Mais  les  espaces  parcourus  MM'  mm’,  étant  entre  eux  comme 

les  vitesses  q et  p , on  a MM'  = — — , en  observant  que  la 

longueur  mm1  = X 5 or  l’angle  formé  par  1a  droite  MM’ 
avec  l’axe  des  x , étant  <p , on  a 


AP'  = AP  +PP'z=AP  -f  PM'  = AP+  MM'  cosf  , 
M'P<  = MP  — pM  = MP — MM'  sin  <p  ; 

c’est-à-dire , en  désignant  par  a.  et  o les  coordonnées  connues 
du  point  M y 


* =«-)- COS  <P  y 


|8'  = /S  — 


qX 


sin  q. 


Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  11,  et  qu’on  égale  à zéro 
la  différentielle  de  cette  expression  prise  par  rapport  à X, 
èn  observant  que  l’ordonnée  Z est  constante , on  obtiendra 


1 


* 
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une  équation  de  laquelle  on' tirera 


X = 


ou  bien 


- « ( p‘  — pq  cos  9 )'4-  ,Spq  sin  9 

p * + (/'  — 2 pq  cos  9 

a ( p — q cos  <p  ) -}-  /3  7 sin  Ç 


x=f-x 

r 


en  posant,  pour  abréger,  r*  ==  p' g* — 2.  pq  cos  y. 

Cette  valeur  de  X reportée  dans  les  expressions  de  «'  et  £'  % 
fera  connaître  la  seconde  extrémité  M'  de  la  plus  courte  dis- 
tance. 

La  valeur  de  r peut  être  construit*  très-simplement  ; car , 
elle  représente  la  base  d’un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés 
formant  l’angle  q> , sont  p et  q.  Si  donc,  par  un  point  quel-* 
conque  G de  la  droite  MM’,  on  mène  GF  parallèle  à mm' , 
et  que  l’on  prenne  GF  de  manière  que  MG  et  GF  soient  dans 
le  rapport  de  q à p , la  ligne  MF  sera  la  valeur  de  r.  Il  suit 
de  là  qu’eu  prolongeant  MFt  et  faisant 

lfD  *(P — qcos  t>)4-0<7sm  9 

Mti  = - - ■ — — , 

r 

la  droite  RM' , menée  parallèlement  à F G , sera  A”;  et  il  est 
remarquable  que  la  droite  mR  sera  perpendiculaire  à MF , et 
égale  à la  plus  courte  distance  cherchée.  Or  si  cette  circons- 
tance a lieu,  il  faut  que  la  droite  AR  qui  est  ta  projection 
liorisontale  de  mR  , soit  elle-même  perpendiculaire  à MF , pro- 
priété qu’il  est  facile  de  prouver.  En  effet 


sia  D = 


q sin  9 


cos  Z)  = 


p — q cos  9 


en  tenant  compte  de  la  valeur  de  r1  ; par  suite 


DP 


- ^ ^ P — 9 cos  9 ) 
q sin  9 


DM— 


tir 

q sin  9 


AD—  DP — a, 


# 
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et  si  AR  n’est  pas  perpendiculaire  à DM,  soit  Ar  celie  per- 
pendiculaire : on  trouvera  que 


Dr 


-c 


)3  f p — q cos<p) 
q siu  9 


■)(■ 


p — q cos  9 


> 


et  ensuite  , on  aura 

Mr  = MD  - DrB*(P~1  ™ *!+■*'}  , 


donc  MR  = Mr  : donc  AR  et  ni  R sont  réellement  perpen- 
diculaires à MD. 

Au  surplus  , ajoute  M.  Puissant , on  reconnaît  sur-le-champ 
cette  vérité  , parce  qu’en  général  mF  mesure  la  distance  des 
deux  mobiles:  en  effet,  lorsque  le  premier  M est  arrivé  en  G, 
le  second  M a parcouru  , sur  mm ',  un  espace  mgzx  GF]  la 
figure  mFGg  est  donc  un  parallélogramme  , et  puisque  de 
toutes  les  droites  mF  menées  du  point  m à la  droite  MD, 
la  plus  courte  est  la  perpendiculaire  AR,  celle-ci  est  nécessai- 
rement la  plus  courte  distance  cherchée. 

Par  le  choix  qu’on  a fait  des  plans  coordonnés,  cette  ques- 
tion est  ramenée  à la  recherche  du  minimum  d’une  expression 
d’une  seule  variable. 

La  recherche  des  équations  de  la  normale,  en  un  point  x,  y,  r 
d’une  surface  courbe  , revient  à celle  de  la  plus  courte  ligne 
qu’on  puisse  mener  d’un  point  de  l’espace  à la  surface.  Or  la 
distance  du  point  p,  q,s  de  l’espace  au  point  x,y,zde  la 
surface,  est 

V\v  — * T -+-  ( <7  — y Y + ( î — -)’  = w, 

et  si  l’on  différence  cette  expression  , d’abord  suivant  .t  , 
puis  suivant  _?• , et  qu’on  égale  les  coefilcicns  à zéro,  on  ob- 
tiendra ces  deux  équations  des  projections  de  la  normale  , 
savoir  : 
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dr 

P — x + (s—z)-r~=zo  , 


/(»* 


1—jr+f— *)-fy=°> 

trouvées  ( pag.  363  ) , et  on  s’assurera  qu’elles  satisfont  à la 
conriilion  du  minimum. 

Considérons  une  fonction  d’un  nombre  quelconque  de  va- 
riables , et  soit 

u~f(x,y,z,  t,  etc.): 

si  on  suppose  que  les  variables  indépendantes  x , jr,  t,  etc. 
aient  déjà  les  valeurs  qui  conviennent  soit  au  maximum  f 
soit  au  minimum  , il  faudra  qu’en  écrivant  x ;+;  i pour  t p 
y±ik  pour  jr  ,z  ± / 1 pour  z , / ± / pour  t , etc. , la  fonction 
variée  soit  toujours  plus  petite  dans  le  cas  du  maximum  y et 
toujours  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum  que  la  fonc- 
tion donnée  , quelque  petits  que  soient  les  accroissemens 
*,  k , h y l,  etc. 

Le  développement  de  la  fonction  variée , sera 

A*, y . z,  '»  etc.) 

-4-  Ai  ± Bk  ± Ch  ±Dlàz  etc, 

-J-  A'i*  + B’ik  -}-  C'ih  -j-etc, 

± AUC  ±B»i'kdtz  CH'h  dfc  etc. 

Donc  il  faudra  qu’on  ait  pour  le  maximum 

r±*>  etc.  )—f{x,  y,  etc.)<o, 

«t  pour  le  minimum 

f ( * — * » r^A,«tc.  )— /(x,y,etc.  ) > oj 
« 

or,  comme  ces  conditions  doivent  avoir  lieu  pour  des  valeurs 
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de  i,  k,  1,  etc.,  aussi  petites  qu’on  voudra,  il  est  nécessaire 
que  la  ligne  des  premières  puissances  des  accroissemcns  , dis- 
paraisse ; c’est  ce  dont  on  se  rendra  facilement  raison  , en 
observant  qu’on  peut  prendre  les  accroissemcns  égaux  entre 
eux,  et  conséquemment  supposer  chacun  d’eux  égal  à /,  en 
sorte  que  par  une  très-petite  valeur  de  *,  la  première  ligne 
donnera  son  signe  au  développement  : elle  doit  donc  être 
nulle , et,  à cause  de  l'indépendance  des  variables,  il  faut  qu’oa 
ait  séparément 


A = 0, 

B = o} 

C—o,  D—  0,  etc.. 

c’est-à-dire  , 

du 

d u 

du  du 

d^r~°* 

*1 

il 

0 

-3—  =0,  — — = 0,  etc. 
dz  ’ dt  1 

En  effet,  en  ne  considérant  d’abord  qu’une  fonction  de  trois 
variables 

*)> 

si  on  suppose  qu’on  connaisse  déjà  les  valeurs  de  x et  y pro- 
pres au  maximum  ou  au  minimum  , on  aura  pour  l’un  et 
l’autre  cas  , la  condition 


du 


d’où  on  déduira  2 en  fonction  des  deux  autres  variables  x et  y, 
et  imaginant  qu’on  ait  remplacé  2 par  cette  fonction , les  deux 
conditions 


du  du 


relatives  à l’existence  d’un  maximum  ou  d’un  minimum  dans 
U cas  des  fonction  de  deux  variables  , devront  se  traduire 
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ainsi 


Liçon* 

dû 

+ 

du 

dz 

ilx 

iiz 

1^  = 0> 

d u 

+ 

du 

dz 

d y 

dj 

~¥~°’ 

dont  la  première  est  la  différentielle  d’une  fonction  de  deutf 
variables  x et  z , z étant  fonction  Je  x,  et  la  seconde  la  dif- 
férentielle d’une  fonction  de  deux  variables  y et  z , z étant 

du 


fonction  de  y : or  à cause  de 
se  réduisent  à celles-ci 
du 


• = o , ces  deux  conditions 


dx.- 


du 

dy 


On  étendrait  de  proche  en  proche  cette  analyse  à uue  fonc- 
tion d’un  nombre  quelconque  de  variables  ; et  on  serait  ramené 
aux  conditions  énoncées  plus  haut. 

H y a , en  particulier , minimum  ou  maximum , selon  que 
la  somme 

A'i  * -f-  B'ik  + Ci  h + etc. 


est  positive  ou  négative , ce  qui  est  analogue  à ce  qu’on  a 
démontré  ( pag.  269  ) à l’égard  des  fonctions  d’une  seule  va- 
riable. Mais  la  difficulté  consiste  ici  à assigner  les  conditions 
générales  qui  rendent  une  telle  quantité  positive  ou  négative. 
Soit,  à cet  effet , 

V=Ki*+Li  + M, 

où  K = A',  L désigne  la  somme  des  coefficiens  de  t,  et  M. 
celle  de  tous  les  termes  sans  i j la  fonction  F pourra  être 
mise  sous  la  forme 
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L V . M Ly 


4‘5 


=K{(i+éy+r'}’ 


4 K1 


jt . M Ly 

«n  posant  F ' = — — . 

r A 4 A* 

Or  F'  renfermant  tous  les  produits  de  deux  dimensions  des 
accroissemens , à l’exception  de  i,  si  on  rassemble  les  ternies 
de  /c1,  k , dont  on  désignera  les  coefficiens  par  A'  et  L' , 
et  qu’on  représente  par  M'  la  somme  des  autres  termes  qui 
ne  contiendront  plus  i et  k , on  aura 

V = K'ky  -f-  L'k  4.  M<  , 

qu’on  pourra  mettre  aussi  sous  cette  forme 

=*'  {Ci+i^)'+"î’ 


eu  posant  V"  : 


M' 


L'y 


F.n  ordonnant  de  même  FR 

K'  a A" 

par  rapport  aux  puissances  de  h , et  notant  les  coefficiens  par 
L" , K" y et  par  M"  la  somme  des  autres  termes  qui  ne  contien- 
dront plus  i , k et  h , on  aura 

r"  = + r"'}’  % 


M» 


h- 

\ 

L«' 


Ainsi  n étant  le  nombre  des 


^ ddS1'gnant.  A//  \ 4 À,v  ' 
variables  , F(n—')  ne  renfermera  plus  qu’un  seul  accroissement, 
et  terminera  la  série  de  F , F’ .... 

Maintenant  posons  le  cas  de  n minimum  : il  faut  alors  que 
la  quantité  V soit  toujours  positive,  ce  qui  se  réduit  à dira 
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que  chacune  des  quantités  K , — — — doit  être  positive  ; 

A 4 A*  ' 

car  le  carré  Çi  -f-  j7  ')  est  essentiellement  positif  : on  doit 

donc  avoir 

A» 


,,  M 

4 A‘ 


>0, 


et  on  peut  observer  que  ces  conditions  sont  précisément  celles 
qui  rendent  imaginaires  les  racines  de  l’équation 

A i1  -|-  Li  ]\I  » o. 

»...  . , M TJ  , , „ 

Riais  la  quantité  — — — , ou  son  égalé  V ne  peut 

devenir  positive , à moins  qu’on  ait , en  même  tenis  , 


K'  > o,  et  • 


M' 


L '» 


A'  <iÂF>°’ 
conditions  qui  rendent  imaginaires  les  racines  de 
K’k1  -f  L'k  + M'  — o. 

„ , , . .M'  L'* 

On  trouvera  encore  que  pour  rendre  la  quantité  -j-y — ’JJJ'J 

ou  son  égale  F11  positive  , il  faut  qu’on  ait 


M" 

A«>o,  et- 


Z,"* 


K"  4A«’ 


> O; 


ou  que  les  racines  de 


K H h1  -f  L"h  + M"  = o , 

♦ 

soient  imaginaires  ; et  ainsi  de  suite. 

Si  la  fonction  devait  être  un  maximum  t il  faudrait  que 
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la  quantité  V fut  négative  ; c’est-à-dire  , qu’on  eût 

M L' 

K<o}  et  -jz °u  Vf  > o s 

ainsi  ce  cas  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  signe  de  la  seule 
quantité  A. 

Si  dans  la  première  énonciation  de  la  valeur  de  V , qui 
contient  V , on  substitue  celle  de  V qui  contient  V:t,  dans 
celle-ci  la  valeur  de  eu  V"' , et  ainsi  de  suite,  on  aura 


+ AA'A//(A  + ^-y  + etc, 

qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

V = a*!-f  6(3’ -f  c y’  -f  etc. 

Dans  le  cas  du  minimum  , les  coefliciens  K , K*,  KH,  etc., 
et  conséquemment  ceux-ci  a , b , c , rtc.  sont  positifs  ; dans 
celui  du  maximum  , la  seule  quantité  A est  négative  , en 
sorte  que  les  coefliciens  a , b , c , etc. , sont  négatifs. 

Si  les  ternies  du  second  ordre  étaient  nuis,  il  faudrait,  pour 
l’existence  soit  du  minimum  , soit  du  maximum  , que  ceux 
du  troisième  ordre  fussent  nuis  aussi , et  que  la  collection 
des  termes  du  quatrième  ordre  fût  positive  dans  le  premier 
cas  , et  négalive  dans  le  second  : il  faudrait  donc  chercher 
les  conditions  qui  rendraient  positif  ou  négatif  un  polynôme 
tel  que 

ui'"i  4 + n'"kP  -f  etc. ; 

mais  l’application  de  la  méthode  générale  à ce  cas,  serait  sujette 
à des  difficultés  de  calcul  qui  pourraient  la  rendre  impraticable; 
et  c’est  là,  dit  M.  Lagrange  , dans  les  Fonctions  analytiques ^ 

a7 


Digifeed  by  Google 


4i8  Leçons 

un  problème  dont  il  serait  à desirer  qu’on  pût  avoir  une  solu- 
tion complette. 

Lorsque  la  fonction  proposée  ne  renferme  que  les  deux 
yariables  x et  y , les  termes  de  deux  dimensions  par  rapport 
aux  accroissemens , se  réduisent  à 

V = A'i*  -f  B'ik  -f-  C'A*. 

On  a donc,  dans  cette  hypothèse,  A/  = C'A*,  Z.’  = 2?'’A’, 
K et  conséquemment 

r = (&  ~ VF1)  *’■  i'=°- M' =°> 


Ainsi  les  conditions  correspondantes  au  minimum , sont 

A’  >o,  ~jT  — -7~j77  >°J  d’où.  4 A'C'  — B'*>Oj 

dont  la  seconde  ne  peut  avoir  lieu,  à moins  qu’on  ait  aussi 
O > o.  Ces  conditions  traduites  en  cocfïiciens  différentiels , 
deviennent 

' d’u  d’u  d’u  / d’u  \>  d’u 

dx’  ° ’ dx’  d'y  \ dx  dy  ) > 0 ’ dy  "'>  °* 

On  trouverait  pour  conditions  du  maximum , 


d’u  d’u 

dx’  dx’ 


Telles  sont,  en  effet,  les  conclusions  auxquelles  nous  sommes 
arrivés  (pag.  4°4)’  ' 

On  pourra  s’exercer  à rechercher  si  la  fonction 

u — ax’  — bxy  -J-  czx  + Jz 

admet  une  plus  grande  ou  une  plus  petite  valeur. 
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Nous  avons  suppose  jusqu’ici  que  les  variables  qui  entraient 
dans  la  fonction 

» —f(x,  y»  2), 

étaient  toutes  indépendantes  ; mais  il  peut  arriver  qu’il  v ait 
entre  elles  une  ou  plusieurs  relations  données  ; alors  il  faut 
commencer  par  éliminer  de  la  fonction  proposée,  au  moyen 
de  ces  équations  de  condition  , le  même  nombre  de  variables, 
puis  chercher , par  rapport  aux  variables  qui  restent , les  con- 
ditions du  maximum  et  du  minimum.  On  observera  que  si 
la  fonction  proposée  contient  un  nombre  m de  variables,  le 
nombre  des  équations  de  condition  ne  peut  excéder  m — i j 
n ais  il  peut  être  moindre. 

Faisons  une  application  à celte  question. 

Parmi  tous  les  parallèlipipcdes  rectangles  qui  ont  m(me 
l’olume  , trouver  celui  dont  la  surface  totale  est  un  minimum. 

Soient  x,  y , z,  les  trois  arêtes  d’un  meme  angle  solide  du 
parallélipipède  rectangle  cherché  y et  a3  sa  solidité  : on  aura 

2 xj  -f-  2 xz  -f-  zyz  = u = minimum , 
et  pour  équation  de  condition , 

„ xj  z — a3. 

Nous  déduirons  de  celle-ci 


dont  la  substitution  dans  u donnera 


u = 2 xx  -I 

y 

mais  à raison  des  deux  conditions 
du  du 


2 a3 


dx 


A r 


— O 
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ou  aura 

9 a 5 


d’où  on  conclut 


sa’  i 

si — o : 

jr* 


et  conséquemment 


Maintenant,  il  s’agit  de  vérifier  si  la  substitution  de  ces 
valeurs  en  place  de  x , y , z dans  u , rend  celte  fonction 
maximum  ou  minimum.  Ou  doit  avoir,  en  meme  tems,  dans 
ce  dernier  cas  , 


d’u  d’n  d’u 

dx’  ' ilf*  ’ dx’ 


Or  , dans  notre  exemple  , 

d’ii  ' !\  a?  d’u  4 d’n 

— = + 4’-^=+7r=  + 4,-^=a: 

donc  la  dernière  relation  est  satisfaite , puisqu’elle  devient , 
par  ces  substitutions  , 


d’u  d'u 
dx*  dj‘* 


16  — 4 > °* 


Nous  proposerons  encore  comme  applications  de  la  méthode 
ces  deux  questions  : 

2°.  Parmi  tous  les  cônes  droits  de  même  solidité , déter- 
miner celui  dont  la  surface  totale  est  un  minimum  , 

a".  Parmi  tous  les  cônes  droits  de  même  surface , assigner 
celui  qui  a le  maximum  ou  le  minimum  de  solidité. 

Nous  indiquerons  ici  une  abréviation  de  calcul  qu’il  est  bon 
d’employer  dans  le  cas  où  on  a des  équations  de  condition. 
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Soit  une  fonction 

u ==/(*•,  y,  z,  t) , 

qui  doit  devenir  un  maximum  ou  un  minimum t et  soient, 
«n  meme  teins  , ces  deux  équations  de  condition  , 

ip) fi*,?,  t)  = o , 4>(x,y,  z,  0=o (Q) 


». 


on  obtient , par  la  différentiation  , 

(i) du  = Xdx  + YHy  -f  Z Hz  + T Ht, 

(a) o=:(X)Hx  + {Y)Hy  + (Z)Hz  + (T)Ht, 

P) o = [X]à*  + [r]ny+[Zldz  + [T]<U, 

X,  r...  (. X ),  (Y)...  [A T, [K]...  désignant  des  cocfficicns 
différentiels.  Si  des  équations  (a)  et  (5),  on  tire  ds  et  dt  pour 
les  substituer  dans  ( i) , on  aura,  après  les  réductions, 

du  = Màx  -{-  iVdy  , 

M et  N étant  des  fonctions  de  x,  y , z.  Mais  les  conditions 


du  du 


deviennent,  dans  ces  cas, 

(fl) M=  o,  N=  o (S) 

On  a donc  les  quatre  équations  ( P j,  (Q),  (fl),  (S)  pour  dé- 
terminer les  inconnues  x , y,  z et  t , dont  1rs  valeurs  substi- 
tuées dans  la  proposée,  en  font  un  maximum  ou  un  minimum , 
et  on  reconnaît  ensuite,  à l’aide  des  caractères  donnés,  s’il  y 
a maximum  ou  minimum.  * 

On  rencontre  aussi  dans  les  fonctions  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs variables  des  maxima  et  des  minima  , pour  lesquels 
les  coefiiciens  différentiels  prennent  des  valeurs  infinies,  comme 


t ' 
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on  l’a  vu  (pag.  279,  200)  à l’égard  des  fonctions  d’une  seule 

•variable.  Soit,  par  exemple, 

u = b — (xr  -J-  y)  » : 

pour  ^foutes  les  valeurs  données  aux  variables  indépendantes 
x et  y ; on  obtiendra  pour  u des  valeurs  plus  petites  que 
celles  qui  résultent  de  la  supposition  x = o , y — o , pour  la- 
quelle u = b : celte  dernière  valeur  de  u est  donc  un  véri- 
table maximum  : cependant  les  coeflicicns  différentiels 

■% 

du  2 x # du  2 yc 

■ dx  3 (*'  + >-)*  ’ 

deviennent  § pour  x = o , y — o.  Dans  d’autres  cas , les 
coefficiens  dilférenticls  deviendraient  nuis  ou  infinis.  Dans 
cet  exemple,  les  substitutions  o 1 pour  x et  o*-|-  k pour  y, 
donnant 

u'  — u = — (i*  , 

et  cette  quantité  conservant  le  même  signe  , quelque  petits 
que  soient  les  accroissemens  i et  k , on  conclut  que  pour  x = o , 
y — o , la  fonction  proposée  est  un  maximum.  En  général , 
xsxat  y=  b,  z = c , étant  des  valeurs  qui  mettent  le  déve- 
loppement en  défaut,  si  ces  valeurs  doivent  correspondre  à un 
maximum  ou  à un  minimum  de  la  fonctiou  u , il  faut  qu’après 
les  substitutions  x — a±ify=b  r£  A- , z = c ±.  h , etc. , 
la  fonction  u'  soit  toujours  moindre  ou  toujours  plus  grande 
que  u , quelque  petits  que  soient  les  accroissemens  i , k,  h , etc. 
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Scr  le  Chapitre  II. 

M.  Poisson  a donné  , dans  le  troisième  numéro  de  la  Correspondant  e 
sur  t il  cote  Polytechnique , utic  démonstration  du  théorème  de  Taylor  p 
que  nous  allons  rapporter. 

Soit  fx  une  fonction  quelconque  de  J*  j je  substitue  x 4-  i à la  place 
de  x,  le  premier  terme  du  développement  sera  évidemment  et  le  déve- 
loppement entier  pourra  être  représenté  par 

f{x  + i)  -fx  + PC.  -t-  QC  + Hi"  + SC  4-  etc (M) 

a y b y e , etc.  , étant  une  suite  croissante  d'exposans  indéterminés  , et 
P y Qy  H y S j etc.,  étant  des  fonctions  de  x,  dont  la  forme  dépend  de  la 
fonction  proposée  J'x . 

Nous  prouverons  d'abord  que  Fcxposant  a est  nécessairement  égal  à l’imité* 
En  effet , mettons  dans  le  développement , î i à la  place  de  i , et  nous 
•urons  • 

/(i  + î i)  xzfx  + iaPia  -4-  ol'QP  -4-  ac/W*  -i-  etc. 

Si , dans  le  même  développement,  nous  changeons  x en  i + t,  nous  aurons 
un  second  développement  de  /*(x  -4-  i ) , lequel,  eu  se  bornant  aux  deux 
premiers  termes , sera 

/(x  + a«)  xx' fie  -4-  a Pia  -4-  etc* 

Ces  denx  dévcloppemens  devant  être  identiques , il  faudra  que  le  coeffi- 
cient de  ia  dans  l’un  soit  égal  au  coefficient  de  ia  dans  l’autre  , c’est-à- 
dire  , qu’on  ait 

3 P = % aP  , d’où  a zs  i . 
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Cette  conclusion  a lieu  quelle  que  soit  la  fonction  désignée  par  fx  : et , 
par  exemple,,  cette  fonction  était  , on  aurait 

(i+i)*=  x'n  -\r  Pi  -+■  etc.  ; 

«nais  , dan»  ce  cas  , P serait  <!e  la  forme  Ax"‘  ~ 1 , A étant  un  nombre  dons 
la  râleur  dépend  de  ceile  de  l’exposant  m;  car  si  l’on  divise  par  xm , et 

qu’on  fasse  J—  — y , on  aura 

X 

(l  +y)m  = « + + 

et  comme  la  fonction  non  développée  ne  renferme  plus  la  variable  îj  le 
développement  ordonné  suivant  jr  y ne  doit  renfermer  x dans  aucun  de  «es 
termes  donc  P doit  être  de  la  forme  Axm*~x.  On  est  donc  assuré  que 
les  deux  premiers  termes  du  développement  de  (x  + i)  sont 

(x  + i)m  = -4-  Axm~xi  -4-  etc (IV) 

el  de  plus , on  sait  que , pour  m un  nombre  entier  positif,  A = m.  Cette, 
remarque  servira  dans  la  suite  de  la  démonstration. 

11  faut  maintenant  déterminer  les  autres  exposaus  b9  c,  e , etc.  , et  assi- 
gner la  loi  suivant  laquelle  les  fonctions  P , (J , H. , S , etc.  > se  déduisent 
les  unes  des  autres. 

A cct  effet,  supposons  que  dans  l’identité  (M)  qui  doit  avoir  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  J-,  cette  variable  devienne  #+/«;  et  représentons 
par  p , <jr,  r,  etc.,  ce  que  deviennent  alors  les  fonctions  P , Ç)y  If,  *5,  etc., 
«u  sorte  que  l’identité  (A/)  devient 

f(x  + * -4-  /*)  — / ( x -4-  h ) -4-  pi  -4-  + ri  -4-  si*  -4-  etc. 

comme  elle  a aussi  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  i,  on  peut  supposer 
que  i b y change  en  ( + /i , ce  qui  donne  un  second  développement  de 
/(i  + i + /»)>  savoir  : 

f{x  i + h)  =/r  -4-  P (i  + h)  -4-  Q (i  + h)b  -\rli{i  + h)c  -4-  S (i  + h)f  -4-  etc. 

Ces  deux  développemens  de  f(.r  + i + ^)  devant  être  identiques,  si  on 
les  ordonne  tous  deux  par  rapport  aux  puissances  de  h , il  faudra  i°.  que 
|a  somme  des  termes  indépendaus  de  h , dans  le  premier  développement, 

• - / 
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toit  égale  à,  la  somme  des  termes  indépendant  de  h dans  le  second  déve- 
loppement \ a°.  que  la  somme  des  termes  multipliés  par  h dans  le  premier 
développement  , soit  égale  à la  somme  des  termes  multipliés  par  h dans  le 
second , et  qu’il  en  soit  de  même  des  coeffiriens  des  mêmes  puissances  de  h, 
La  considération  des  termes  multipliés  par  h , suffit  pour  détei miner  les 
çxposans  b , c 7 e , etc. 

Il  est  facile  d’ordonner  les  deux  développement  de  f (x  4-  i 4-  h ) , en 
te  bornant  aux  deux  premiers  teimcs.  D'abord , dans  le  premier , ou  a 

f{T  • 4-  h)  = fx  -4-  Ph  -4-  etc. , 

puisqu'il  ne  faut  que  changer  i en  h dans  (:V).  De  plus,  on  peut  supposer 

p — P p'h  4-  etc. , q ss  Q -1-  Q‘h  -4-  etc. , r = Il  -4-  Ji'h  -4-  etc.  , 

^ 5 zs  S -4-  S'/i  -4-  etc., 

puisque  p , q , r,  sy  t,  etc.,  sont  des  fonctions  de  -T  -4-7» , dont  les  fonc- 
tions primitives  sont  P , Q,  /(,  7’,  etc.  J alors  le  premier  développe- 

ment prend  cette  forme 

/(r+i+Zi)  />  -4-  Pt  -4-  Qih  -4-  Pi*”  *4-  Si*  -4-  etc. 

-4-  A (P  -4-  P 7 4-  @7*  4-  /f  i"  4-  S'ic  4-  etc.  ) 

Pour  ordonner  de  même  le  second  développement  , suivant  les  Su  antes 
de  A,  il  ne  s’agit  que  de  développer  les  puissances  de  (H -//)*,  (<  + A)e,  etc., 
en  se  bornant  aux  deux  premiers  ternies , les  seuls  nécessaires  pour  l'objet 
qu'on  a en  vue.  Or,  en  vertu  de  l’identité  (TV),  on  a 

(«4-  h)b  = t 4-  h 4-  etc.  , (ç  4-  h)e  — f°  “4-  Cf’~lh  4-  etc. , 

( i 4-  h)e  = 1e  4-  E?  1 h 4-  etc. , 

Ji  , 0 , E , etc.  , étant  des  nombres  qui  seront  déterminés  quand  les  expo- 
sait* b , c,  e , etc. , seront  connus.  Le  second  développement  dey  (x 4-  i 4-/i) 
deviendra  donc 

/(  .r  + { + /<  ) = /Ir  4r  Pi  *4-  Qib  4-  PP  4-  Sic  4-  etc. 

4-  h (P  4-  BQ&-*  4-  CMf~l  ■+■  Æd/-1  etc.  ) 

Egalant  entre  eux  les  facteurs  de  h 3 et  supprimant  le  premier  terme  P de 
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pari  et  d'antre  , on  aura 

(O)...  PÎ+  <yib+Rr+Vi,+«c.*=:BQi*-i+cRr~'+Esr-,+  etc. 

Or,  cette  égalité  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  i , il  faut 
qu'on  ait,  i°. 


i — i = i,  c — e— i=c,  etc., 

ou  bien 

5 = a , c = 3 , e=4>  y*  = 5 , etc. , 
et  conséquemment,  en  observant  que  B , C,  2?,  etc.,  sont  les  coefficicns 
numériques  des  seconds  termes  des  développemens  (f + /*)*,  (»  + A)3, 


(«'+  h)* 

, etc., 

2?  = a , C = 3 , 

E = 4,  F 

= S , etc.  i 

• 

et  a°. 

P’=*Q,  Q=*R, 

>) 

NT 

II 

S=5T, 

etc., 

d'où 

P'  „ Q' 

„ R' 

S 

Q = » R = 

S c= » 

T=—  i 

etc. 

a 3 

4 

5 

La  manière  condition  est  nécessaire  pour  que  les  deux  membres  de  I’éqna- 
* lion  ^0)  soient  composés  de  termes  semblables  qui  puissent  se  détruire, 
et  réciproquement,  la  seconde  condition  exprime  que  ces  termes  semblables 
*e  détruisent  en  effet.  On  remarquera  qu'on  aurait  pu  poser,  par  exemple, 
Q'ih  = J£Sie  1 , parce  qu'on  aurait  eu  d'abord  e — i = b , d'où  e = 5 $ 

ensuite , à cause  de  E = 3 , on  au  ait  trouvé  S = s en  sorte  que 

3 

le  terme  Si*  aurait  pris  la  place  Je  Bic, 

On  voit  donc  que  de  la  même  manière  rpie  P dérive  de  fx  , Q dérive 
de  P , puisque  Q est  aussi  le  coefficient  de  la  première  puissance  de 
l'accroissement  dans  le  développement  de  P , après  la  substitution  de  x 
plus  son  accroissement , substitution  qui  change  P en  p . On  voit  que  Ji 
dérive  de  la  môme  manière  que  Q , et  ainsi  de  chacun  des  autres  cocfliciens. 
On  a donc  , d'après  les  notations  convenues  dans  le  texte  , 


etc. , 


% 
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dP  dQ 

C,  = i— , * = 7 /7  = 


Notes. 

/dp 

i J (~dr  . 


S=i 


T = 


dx 

à fl  _ 


2.3  dr 
t d’P 


t d'P 
2.3  dx* 


4^17 


I d’y 

i .a. 3 dx* 


dir 


dx 


1.2.3  dx1 
d*P 


1.2. 3. 4 dx* 
i d*r 


1.2. 3.4. S dx* 

en  sorte  qu’on  retrouve 


1...5  dx* 


etc.  > 


/(x  + «)  =y  + 


dy  § d*y  i*  d’y  i* 

— : — i H — — 1-  — i 

dx  dx%  1.2  dx5  i.a.3 


etc. 


Sur  le  Chapitre  IV  (pag-  4°)- 


Nous  donnerons,  d’après  M.  Lagrange  ( Calcul  des  fonctions  ) , ima 
autre*  détermination  du  coefficient  indéterminé  A qui  entre  dans  le  déve- 
loppement 


A*x* 

sin  x — Ax 

2.3 


A'x 
2. 3. 4. 5 


4-  etc. 


Cette  série  sera  nécessairement  convergente  , en  prenant  l'angle  x tel  que 
Ax  soit  égal  ou  moindre  que  l'unité , et  on  aura,  en  même  teins» 


si*  x 1 

sin  x < Ax  et  ^ Ax  — ■ — ~ — * 

2.0 

a 

D’un  autre  côté  . il  est  dcmonlré  rigoureusement  par  les  théorèmes  d'Archi- 
mède (*)  , que*  le  sinus  est  toujours  moindre  que  l are , et  que  la  tangente 
est  pl  u grande  que  l'arc , du  moins  dans  le  premier  quart  de  cercle  j ainsi 
on  aura 

sin  x 

sin  * <#,  >ar, 

COS  X 


(*)  Voy.  le  Trigonométrie  de  Legendre,  pog.  3:5 


i 
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mais  cos  x = y/  z — - sin1  x , Jonc 


— - d’où  sin’  x ^>x®  (i  — fin*x)  et  sin  x ^ — --  — * 

V/ 1 — si»a'x  V i -f-  x» 

Ainsi , on  aura , par  la  nature  du  cercle  , 


sin  x x et  sin  x > 


v/i 


-1-  x1 


Si  J one  on  prend  l'angle  x moindre  qu'un  droit  et  assez  petit  pour  que 
Ax  soit  moindre  que  l’unité  , on  aura  nécessairement 


. sin  x < Ax  , sin  x ^ 


y/ 


i -4-  xx 


et,  par  conséquent, 
y/x> 


— , d'où  A -■  • t 

yj  i -4-  xx  V i -4-  xx 


//3x’ 

i x ^ Ax  — - — ■ et  sin  x x , 


par  conséquent , 

A'x*  , A'x*  ^ A*x* 

rAx - — < x , d'où  A — * — <,i  «t  A < i -4- 


2,3 


2.3 


2.3 


Comme  ces  deux  conditions  doivent  avoir  lieu  quelque  petit  que  soit  x , 
il  résulte  de  la  première  que  A ne  peut  être  moindre  que  14  car  si  ou 

avait  A ^ 1 , on  aurait  — ^ 1 i or  » condition 
A 

1 t / 

A > — ■ - donne  — <,  V 1 -H  xx  ? 

v/i  + « A 


donc,  de  quelque  petite  quantité  que  — surpassât  l’unité  , il  serait  tou- 
jours possible  de  prendre  x assez  petit  pour  que  \/ 1 + xx  fut  <C  — » 
tandis  que  1 -t-  xx  doit  être  , au  contraire  , > — y 
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Il  résulte  ensuite  de  la  seconde  condition  que  A ne  peut  pas  être  plus 
grand  que  l'imité  \ car  quelque  petit  que  fût  l'excès  de  A sur  l'imité  , il  - 
serait  toujours  possible  de  prendre  x assez  petit  pour  que  l'on  eût 


A ^ i •+* 


A*x* 

2.3 


tandis  qu’au  contraire  , on  doit  toujours  avoir  A i H — - — • 

, . 2.5 

Donc,  puisque  la  valeur  de  A ne  peut  être  ni  moindre  ni  plus  grande 
que  l'unité  , et  puisque  d'ailleurs  A est  un  nombre  j on  aura  nécessaire- 
ment A = 1.  On  remarquera  cpie  cette  conclusion  suppose  l’arc  x entre 
zéro  et  un  quart  de  cercle , tandis  qu? , dans  le  texte  , nous  considérions 
des  multiples  quelconques  de  l'arc  x,  et  alors  la  valeur  À-=.  ü^jbm-spond 
à l'arc  simple  x.  On  pourrait  démontrer  d’une  manière  analogue  que  le 
coefficient  A , dans  Ja  série  du  cosinus  (pag.  5o),  est  = i* 


Sur  le  Chapitre  IV.  ( pag.  /tg  ) . 

Nous  avons  promis  de  démontrer  que  quel  que  fût  l'exposnnt  d'un  binôme, 
le  coefficient  numérique  du  secoud  tenue  du  développement  , était  égal  à 

cet  exposant.  On  a (x-t-  t)m  = xm  H ^ = x'n  ( i -t-jr)"* , en  fai- 

i * ' .•  -ï 

saut ■=  en  sorte  qu’il  suffit  de  démontrer  la  proposition  à l'égard 

de  ( i 4*  y)m-  On  peut  supp<  ser 

(I  +y)m  = i + Pjr9 

Py  représentant  le  reste  du  développement  , et  P une  fonction  de  nombres 
«l  de  v,  qui  ne  devient  pas  infinie  pour  y-=z  o.  Si  l’on  désigne  par  A 
ce  que  devient  P pour  jr  = o , et  |»r  Jîy  la  partie  de  P qui  devient 
nulle  dans  la  même  hypothèse , on  aura 

( x -1-  y)m  = i 4-  ( A 4-  Hy)  y — \ -k-  A y -4-  etc.  , 

où  A ne  contient  plus  r,  et  ne  peut  cire  qu’une  fonction  de  m et  de 
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I # 

nombres , comme  on  l’a  d'ailleurs  vu  ( pag.  4a4  )•  n s'agit  donc  de  déter- 
miner A : soit , à cet  effet , 

A =fm, 

et  ou  aura 

( * *+’  y)m  = 1 -*•  y • fin  *+*  etc.  . . . • (i) 

mais  on  aurait  pareillement 

C » + yT  = « + y -fn+  etc (a) 

Multipliant  l'une  pur  l'autre  res  deux  identités,  et  arrêtant  le  développe- 
ment au  terme  de  première  puissance  de  yy  on  trouvera 

ttf,  +jrr+"  = » +(/!»+/»)  r + «e, (3) 

Mais  en  changeant  m en  m -4-  n dans  (t),  ou  n en  m -4-  n dans  (a), 
ou  a % 

(i  +7)"+“  = i + f{m  + n) jr  + elc.  . . . (\) 

Des  développemens  (5)  et  (4)  qui  appartiennent  à la  même  fonction , on 
conclut 

fm  -hfn  = f(m -b  n)  . . . . (5) 

Si  l'on  écrit  m -4-  i pour  m et  n — i pour  n , (5)  deviendra 

/(m  i ) +f(n  — i)  =/(to  -t-  /J  ) j 

donc  les  fonctions  y7n  et  fn  sont  telles  que  leur  son. nie  ne  varie  pas 
par  Ces -hypothèses.  Cette  propriété  sert  à f.iire  connaître  la  nature  de  ces 
fonctions , et  on  s'apperçoit  aisément  qu’on  ne  peut  que  supposer 

fm  = arn  -4-  c , 
fn  = an  -4-  c , 

c'est-à-dire , que  Jm  et  fn  ne  peuvent  être  que  linéaires  en  m et  n»  Il 
reste  à déterminer  les  coefliciens  a et  c.  Or,  de 

* ( i 4*  jr)m  = i-4-  (am  -4-  c)  y 4-  etc. , 

on  déduit , pour  m = o Y 

x = i -4-  cjr  + etc.  , d'où  osty+  etc. , 
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et  comme  Je  développement  procède  suivant  Ica  puissances  de  y,  on  conclut 
c — o j et  conséquemment 

( 1 + j)m  = 1 4-  aniy  H-  etc.  t 

d'ailleurs , pour  m = I , on  a 

1 ■+■  y = 1 ■+■  ay  4-  etc.  , 

donc  e=i.  Donc  enfin , 

( 1 + y)m  = 1 4-  my  4-  etc. 

Cette  démonstration  est  due  à M.  Poisson. 


Sur  les  Chapitres  XI  et  XIV. 

Des  limites  Je  la  série  de  Taylor. 

Comme  Je  théorème  des  limite*  de  la  théorie  de  Tayjjjffo  qui  fait  le 
sujet  des  chapitres  cités , sert  de  fondement  aux  applications^^;  al  cul  diffé- 
rentiel , nous  allons  en  donner  une  nouvelle  démonstration  que  nous  avons 
tirée  du  grand  'Traité  de  Calcul  différentiel  de  M.  Lacroix , qui  a 
paru  au  moment  où  on  imprimait  ces  notes. 

Nous  observerons  d’abord  que  ces  limites  se  découvriraient  très-aisément , 
§i  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor  avaient  le  même  signe. 

En  effet,  la  série  de  Taylor  considérée  dans  le  cas  d’une  fonction  d’une 
seule  variable  x , que  nous  désignerons  par  u , et  prise  à partir  du  terme 
de  l’ordre  n -4-  i , étant 

dn+*n  ,•«+»  d"+ai*  i’M-» 

— . . / 

dxr,“*-«  d.r'H-a  i .2.3. . 

• d n*+*3  u , i 

(Le'1’*’3  ’ i .a. 3. . .(«4-3)  , etc‘ 

■ revient  à 

jn+t  f d"4->«  <lx4-i  u i d "4-3  u i 

i. a. 3. ..(«4-1)  ( d*"4-*  + da:"4-»  ’n4-a+  i*"4*3  \n-t-3  + etc-} 
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et  on  voit  que  , dans  l'hypothèse  actuelle  , la  somme  de  la  suite  entre  le* 

d "4-*  h' 

accolades , surpasse  son  premier  terme.  Si  1 on  représente  par  — ce 

oue  devient  J'"W- , lorsqu’on  y charge  ieni+i,  on  sait  que 
H dx“+‘ 


d "+•'  ii  H "+‘  k 
dx"+~  ~ d a 


d "4-’  w i 


d "4-3  u t» 


di“+’  t 


dx  ■+»  |.a 


etc.  , 


développement  dont  chaque  terme  , à partir  du  second  , est  évidemment 
plus  grand  que  celui  qui  loi  correspond  dans  la  série  entre  les  accolades  , 
puisque  les  diviseurs  sont  moindres  : cette  série  est  doue 

dn-t-iu  d"4-t«' 

^ dx"+‘  dx"4-i 

il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  la  série  de  Taylor  , considérée  dans  son 
entier  , sera  comprise  entre  les  deux  séries  suivantes  : 


du 


i 4- 


d"  u i " 

a • 

d “4->  il 

j r»-4«i 

• -r  i ■ — 4- 

d-r"  1.2...» 

dx'H-i 

t .2. . . («4-  1 ) 7 

d"  u « " 

d»-H  u 

i "4-i 

' 

• -4-  — i • —————  4- 

dxrt 

dx  n4*« 

1.2...  ^«4-  I ) 

Bassons  au  cas  où  les  signes  4-  et  - se  combinent  d’une  manière  quel- 
conque dans  la  série  de  1 ajlor. 

Nous  établirons  d’abord  cette  proposition  auxiliaire  : toute  fonction  U 
d'une  variable  t qui  s’évanouit  en  meme  lems  que  cette  variable  , et 
'dont  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  que  je  désignerai  par 
TI',  ne  change  pas  de  signe  dans  ï intervalle  de  t =ï  o à t = b , et  ne 
devient  pas  infini , est  nécessairement  de  meme  signe  que  ce  coefficient, 
si  b est  positif,  et  de  signe  contraire,  si  b est  négatif. 

Si  l’on  partage  l’intervalle  b en  un  nombre  n de  parties  égales,  et  qu’à 
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répondent 


on  aura 


Kotes. 

U — o , 

n 

_CJ 

II 

£ 

fcT 

II 

etc* , 

U = ut\ 

= =o\-. 

— ^3» 

etc.  , 

© 

1 

tT 

b 

=-w 

+ *".). 

t 

u>-ut 

b 

+ 

fc?  . 
1 . 
b”  - 

■-TW 

• + 

• j'ü 

• O 

• \ 

XJ  — U 

*^n  n 

■ + fr„—< 

, Jrx , . . . étant  des  quautités  que  la  supposition  de  i = O rend 

nullt-s , et  qui  conséquemment  peuvent  devenir  aussi  petites  que  Ton  voudra, 
rfsi  faisant  croître  le  nombre  n sans  toucher  à b , tandis  que  UQ\  U',  etc. , 
ne  varieront  pas,  ce  qui  résulte  du  théorème  de  Taylr»r  [ Gnp.’  II  ) : or, 
Connue  ou  peut  rendre  le  second  terme  de  chacune  des  expiassions  ci-des~ 
sus , aussi  petit  que  Ton  voudra  par  rapport  au  premier , le  signe  de 
chacun  des  sçconus  membres,  ne  dépendra  donc  que  de  celui  de  leur, pre- 
mier terme  , et  si  ce  dernier  signe  ne  change  pas  , ainsi  qu*on  le  suppose, 
il  sera  celui  de  tous  les  seconds  membres  : or,  en  ajoutant  les  premiers 
membres  et  effaçant  1rs  termes  qui  se  détruisent , on  trouve  que  la  somme 
est  égale  à Un  , c'est-à-dire , à la  valeur  de  U correspondante  à b , en 
sorte  que  cette  somme  sera  de  même  signe  que  Uô , tj/ , etc.,  si  b est 
positif,  et  de  signe  contraire,  si  b est  négatif. 

Celn  posé  , soirni  m et  M des  quantités  constantes  dont  l'une  est  plus  petite 
et  l'autre  plus  grande  que  toutes  les  valeurs  que  reçoit  dans  l'intervalle  de 
ïix  + t,  la  série  * 


du 

dx 


d’u 

d.rJ 


i dx1  i.2.3 


etc.  * 


en  donnant  à i des  valeurs  successives  , à partir  de  o : on  aura,  d'après 
la  série  de  'l'ayiot , 


u — u mi  et  u'—  u < Mi , 


a8 
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u étant  u lorsque  x devient  x •+■  i : ces  inégalités  donnent  celles-ci 
u — u — mi>  o , Mi  — ( u — u ) > o. 

Mais  il  est  visible  que  ces  quantités  peuvent  être  regardées  comme  des 
fonctions  de  i qui  s’évanouissent  pour  i = o , puisqu’alors  u redevient  u , 
et  connue  elles  sont  toutes  deux  positives , il  faut . conformément  au  lemme  s 
que  le  Coefficient  différentiel  de  chacune  , pris  par  rapport  à J , soit  positif, 
et  ne  devienne  pas  inüni  pour  toute  valeur  de  i entre  zéro  et  celle  à laquelle 
ou  s'arrête.  Or,  ces  coefficiens  qui  sont  respectivement 


du'  du' 

— m et  M — 

dt  dt 


en  observant  que  u ne  renferme  pas  i , restent  positifs , si  l’on  prend 

du' 

m moindre  que  la  plus  petite  des  valeurs  — — et  M plus  grande  que  U 

du'  du 

plu6  grande  de  ces  valeurs  ; ainsi  , comme  -j—  = ( P»g-  >>7  ), 

du  d'u  i v i i j 

la  valeur  de  la  série  — H * etc. , sera  comprise  entre  la  plus  grande 

dx  dx»  a 

et  la  plus  petite  des  valeurs  de  — * et  c’est  aiusi  qu’on  détermine  m et  M. 


Supposons  ensuite  que  m et  M représentent  des  quantités  , l’une  plus 
petite  et  l’autre  plus  grande  que 


d’u 


d’u  i 

dx’  T 


d’u 


dx»  dx’  3 dx*  3-4 

eu  considérant  toute  la  série  de  Tajlnr,  on  aura 


- etc. . 


du  i mi* 

u'  — u ; > 

dx  1 1-2 

et  par  conséquent  les  différences 

du  i mi * 


du  i Mi* 

u — u < 

dx  I I .2 


Mi* 


u — u 


dx  1 


(du  i \ 


qui  s’évanouissent  pour  i rs  o , devront  être  toutes  deux  positives.  Si  Ton 
en  prend  les  coefliciens  différentiels  par  rapport  à i , il  viendra  , en  ob- 

du  du'  ^ 

servant  que  — — ss  — - > 

dt  dx  • 
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du'  «lu  du'  du 

di  dx  ■ d i dx 

quantités  essentiellement  positives  cl  qui  s’évanouissent  encore  pour  j = 0, 
, du'  du'  du  . 

parce  qu’ai  Ors = = — - — > or  , le  si^ne  du  coefficient  différentiel  # 

di  dx  dx 

par  rapport  à 1 , de  chacune  d’elles , devant  être  le  même  que  celui  de  ces 
fonctious  , il  faudra  que 


d’u' 


di1 


M - 


d’ti 

d*a 


soient  toujours  positifs  , ce  qui  aura  lieu  , si  m est  moindre  que  la  plus  petite 
d*u 

des  valeurs  de  —7 — > et  si  M surpasse  la  plus  grande  de  ces  valeurs  ; et 


d*  u' 

comme = 

d*« 


d’u' 

dx3 

d3u 

dx3 


-■*  on  conclura  encore  que  la  série 
d3u  i du  i* 


dx3 


dx*  3.4 


etc. , 


est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de 


#d’u' 

dx* 


On  peut  continuer  de  cette  manière  , en  sorte  qu’il  suffira  d’indiquer  le 
calcul  pour  les  limites  m et  AI  de  la  série 

d3u  . d*u  i d’u  i 

-1 1- ; J 

dx3  dx*  4 dx3  4*^ 

en  observant  qu'il  faut  différentiel'  trois  fois  de  suite  par  rapport  à i les 
expressions 

f du  i d’u  i*  mi3 

dx  1 dx*  1 .a  i . a . 3 

Mi3  / . du  1 d’u 


1.2.3 

ce  qui  donne  successivement 
du  du  d’u 


/ , du  1 d’u  1*  \ 

\ dx  1 dx*  1.2  / 


du  du  d’u  mi*  Ali*  / du  du  d’u  \ 

dt  dx  dx*  i.a  i.a  \ di  dx  dx*  ) 
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d'u 

"dï*"' 

d’i« 

’dî’* 


d’u 

djc’ 


/ d*u  d'd  \ 

d’u 

M - - — . 

dt’ 


«t , en  raisonnant  comme  ci-dessus  , on  trouvera  que  m et  M doivent 

d’u'  ' c 

représenter  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  — — 

f 

On  a supposé  l’accroissement  « jvositif ; s'il  était  négatif  , il  faudrait 
prendre  les  limites  dans  un  ordre  inverse  ; m répondrait  à la  limite  en 
excès,  et  M S la  limite  eu  défaut.  _ 

Ce  surplus  du  développement 


,l"+,i 

"IT*1 


+ 


dn+*u 

dr"+1 


dn+,u 


(r»  + j)(n  + 3) 


+ etc.  , 


devant  être  compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que 


prei 


dn+,u 


dx 


>-H 


pour  toutes  celles  que  l’on  peut  donner  à i depuis  o 


jusqu'à  la  valeur  actuelle  i , il  est  visible  qu’il  existe  une  valeur  inter- 
médiaire du  même  coefficient  différentiel  , qui  est  précisément  égale  à la 
série  ci-dessus  , et  qu’en  la  substituant  dans  la  série  de  Taylor , elle  don- 
nerait, par  un  nombre  *rc  4-  1 de  termes,  la  valeur  exacte  du  dévelop- 
pement de  u ou  de  J'  (x  4-  i). 

d"+V 

Soit  CJn+i  celte  valeur  de  n-£7~  tlui  doit  ^tre  nécessairement  finie  , 


toutes  les  fois  que  le  coefficient  différentiel  • 


<\nJr'U 


ne  devient  pas  infini 


dxn+I 

dans  l'étendue  des  valeurs  de  i , depuis  o jusqu'à  i : on  aura  rigourcu- 
fement 


i u i 

: u H ; 

dr  i 


d "u 


4* 


r/„4.d'n+I 


dxn  i.a...n 


i.a...  (/»  ■+•  i) 


On  voit  maintenant  comment  il  est  possible  d’assigner  , pour  » , une 

an  ,’n 

U l 

valeur  telle  que  le  terme * surpasse  la  somme  de  ceux 

dx”  »•*•••* 

qui  le  suivent  dans  la  série  de  Taylor  : car  les  deux  derniers  termes  d* 


C. 


Die 
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Fexpression  ci-dessus  , revenant  à 

1"  f dnu 

i.a ...n  \ Jx"  "**"*  h + i 

1 d"u 


il  suffit  de  faire 


*< 


U.. 


'n+i  * dx'1 

dans  ce  cas  , il  n’est  pas  nécessaire  de  connaître  la  râleur  de  Ï7  , ; on 
peut  la  remplacer  par  une  quantité  qui  la  surpasse  , et  employer  à cet 

dn+’-' 


effet  la  plus  grand*  Valeur  que  prend 


dxnH 


dans  un  intervalle  plus 


étendu  que  la  valeur  de  t à laquelle  ou  s’arrête. 

Nous  allons  étendre  , en  suivant  toujours  M*  Lacroix , la  même  analyse 
aux  fonctions  de  deux  variables. 

Désignons  encore  par  u une  fonction  de  x et  y , et  faisons  pour  un  moment 
x = a + itj  y =r  b 4-  At , 

t étant  une  nouvelle  variable  dont  u sera  par  conséquent  nne  fonction  ; 
on  aura  alors 


du 

"dT  = 

dx 


du  dx  ^ du  dy  du  ^ du 

dx  dt  d y dt  dr  dy 

dr 


«t  comme,— 7—  et  sont  les  constantes  i et  k,  on  aura 

dt  dt 


d’u 

dt* 


d’u  dx’ 


d’u 


dx* 

d’u 


dx* 


dt’ 

i*  4-  a 


x dr  d’u  dr’ 

-t-  1 t-. : — 4 — 

dxdy  dt  dt  dy’  dt* 

d’u  d’u  , 

ik  4 A s * 

dxd y dy  ’ 


en  sorte  que  si  t se  change  en  t 4-  a , ou  aura  les  deux  développeur. u* 
identiques 

- du  a d’u  a’  d’u 


u = u 4-  — — 
dt 


dt’  1 . a 
du 


dt 1 1 . a . 5' 


4-  etc. j 


{du  du  ) 

i 4-  k > 

dx  dy  ( 

<t’  r d’u 

4- <—  i 

i.a  l dx* 


d’u  d’u 

4-  1 — — y—  ik  4- 


dfdjr 


dr 


H 


4*  «te.  ’ 

l 
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ci  l’on  arrête  le  premier  au  terme 


Notes. 

d"u 


df" 


■ j la  somme  de  tous  le». 


termes  suivans  aura  pour  limites  , d’après  ce  qui  rient  d’être  démontré , 

. . r+lu  «"+‘  . , 

cc  que  devient  - : "■  ■ ■■  , lorsqu  on  y met  successive- 

* d«"+‘  i -a. . .(nHr  i ) ^ J 

d”+V 

ment  pour  — — — — la  plus  grande  et  la  plus  petite  râleur  que  preud  ce 

coefficient  différentiel  depuis  a " o , ju  qu’à  la  valeur  à laquelle  on  s'arrête. 
11  suit  de  là  qu’en  poussant  le  sçcond  développement  jusqu’au  terme 

«“  1 d”u  d"u  „ d"«  î 

*■»•••»  la*"  d*’,-,dr  dy*  i 

la  somme  du  reste  de  la  série  aura  pour  limites  ce  que  derient 

tt"+t  l dn+ij,'  a d "+<u  '1 

— t',+,+(n+t)  i"k+ + — — k"+,'> 


l.a. . .(«  + 


ô{ 


dx"+l 


dx"d/ 


S 


lorsqa'on  y met,  au  lieu  de  la  fonction  entre  parenthèses,  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  qu'elle  prend  depuis  a = o , jusqu'à  li1  dernière 
valeur  que  l’on  donne  à «,  et  il  faut  observer  que  le  cliangement  de  t 
en  t -f-  a répond  aux  cbangemens  de  x eu  £ + ai  , et  de  y en  y -4-  ak  ; 
de  sorte  qu’aux  valeurs  de  « , depuis  zéro  jusqu'à  F unité  , correspondent 
des  valeurs  de  ai  et  de  ak  depuis  zéro  jusqu'à  t et  À*. 

Or,  en  prenant  «=  i , le  second  développement  de  u devient 


u = u -4- 


t{ 

r,{ 


du  du  ) 

i -4-  k . 

dx  d \y  i 


d>u 

dxT 


d’u 

■ a — — ; — ik  ■ 


dxd/ 


d’u 

17" 


+ etc. , 

dont  on  a les  limites  en  mettant  dans 


i t dn4-iu/  # 
i. . .(n-4- 1)  \ dxn+* 


ri_+'1  -4-  (n  -4-  i ) - 


i M-i., 


. ink- 


d/»+'  { 


3...(/i+tj  \ dx»+<  dxnd/- 

en  place  de  la  série  entre  parenthèses  la  plus  grande  et  la  pins  petite 
valeur  qu'elle  prend  depuis  i — o et  k z z o jusqu’aux  valeurs  actuelles  de 
i et  k : on  pourra , à plus  forte  raison , prendre  une  valeur  plus  grande 
que  la  plus  grande  et  plus  petite  que  la  plus  petite. 
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ABRÉVIATION  PAR  LES  INFINIMENT  PETITS. 

Mous  avons  offert , dans  les  trois  premiers  chapitres  du  texte  , les 
principes  fondamentaux  du  calcul  différentiel  , en  ne  l’appuyant  que  sur 
des  considérations  purement  analytiques  et  indépendantes  de  toute  hypo- 
thèse sur'  la  valeur  et  la  nature  des  accroissetncns  qui  ne  se  montrent  dans 
le  calcul  que  pour  marquer  la  trace  des  opérations  par  lesquelles  on  est 
parvenu  aux  fonctions  appelées  coefliciens  différentiels  , dont  la  détermi- 
nation pour  toutes  les  fonctions  , est  le  véritable  objet  de  cette  analyse. 
Leibnitz  à qui  nous  en  devons  la  connaissance  g a présenté  cette  méthode 
d’une  manière  moins  rigoureuse  en  apparence  , mais  cependant  bien  com- 
mode dans  les  applications , et  souvent  très-utile  par  cette  raison.  Il  suppose 
que  les  quantités  variables  prennent  des  accroissement  infiniment  petits , et 
tels  qu'on  doit  les  négliger  vis-à-vis  dos  grandeurs  finies,  en  sorte  que  ces 
accroissement  ne  peuvent  jamais  être  comparés  qu’entre  eux  ; et  c’est  en 
effet  ce  qu’on  suppose  toujours  dans  les  applications.  Il  demande  ensuite 
qu’on  puisse  prendre  à volonté  , l’une  pour  l’autre  , deux  grandeurs  qui 
ne  diffèrent  entre  elles  que  d’une  quantité  infiniment  petite;  d’où  il  résulte 
qu’il  faut  supprimer  , dans  le  développement  des  accror'scmens  des  fonctions , 
toutes  les  puissances  de  dx , d \y , etc. , supérieures  à la  première.  Aiu»i , 
pour  obtenir  la  différentielle  de  xjr , il  développe  le  produit 

(x  + dr ) (y  -t-  d/)  = xy  -P  xdy+ydx  -P  dxdy, 

il  îetrancbe  la  fonction  primitive  xy , puis  il  rejette  le  terme  d.r  dy  comme 
étant  infiniment  petit  à l’égard  des  deux  autres,  ce  qui  donne 

<1  (*r)  = r<?r  + jdx. 

En  effet  , dxd y peut  être  considéié  comme  le  quatrième  terme  (le  celle 
proportion  , 

\ \ dx  \\  ày  l dxdvj 

donc , si  dx  est  infiniment  petit  par  rapport  aux  grandeurs  finies  de  la 
même  espèce  que  l'unité , c’est  â-diic  , s'il  est  contenu  un  nomlire  infini 
de  fois  dans  Tunité  , dxd^  sera  contenu  de  même  un  nombre  infini  de 
fois  dans  dx  ou  dans  d y,  et  , par  conséquent,  il  sera  infiniment  petit  ou 
né-1  igcablc  par  rapport  à dx  ou  dy . 

L’homogénéité  des  expressions  différentielles , est  une  suite  nécessaire  de 

i '[  ' ’ 
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la  méthode  de  Leibnitz  } car  d'après  la  remarque  faite  ci,- dessus  à l'égard 
de  dxdj'-,  il  ne  peut  rester  que  des  termes  du  degré  le  moins  élevé,  tou* 
les  autres  devant  être  négligés  vis-à-vis  de  ceux-ci. 

En  passant  au  second  ordre  , Leibnitz  regarde  les  différentiel  les  seconde» 
comme  infiniment  petites  par  rapport  aux  différentielles  première»,  et,  par 
conséquent,  comme  homogènes  avec  les  qtiarrés  de  celles-ci,  supposition 
qui  est  une  conséquence  necessaire  de  celle  qui  a été  faite  à l’égard  des 
différenticllns  du  piemicr  ordre}  car  si  dans  ilèdx  + jVdj',  par  exemple, 
on  fuit  varier  en  même  teins  que  dx  et  (1/  , les  x et  les  y qui  sont  dans 
Al  et  JY , on  aura  un  résultat  de  la  forme 

Aid  x -P  JVd’j*  -P  Pdx * -p  Çdxdj*  -P  Rdy* } 
mais  dx’ , drd^-,  d y*  sont  infiniment  petits  à l'égard  de  dx  et  d il  faut 
donc,  pour  T homogénéité , que  d’x , d’p  soient  infiniment  petits  par  rapr 
port  à dx  et  oj  , et  cpi'ils  soient  de  même  ordre  que  dxa  et  dj°.  / 

11  suit  de  là  que,  pour  trouver  les  différentielles  secondes,  troisièmes,  etc., 
il  faut  regarder  les  différentielles  comine  de  nouvelles  variables  qui  on,t 
clles-niciius  leurs  différentielles  qui  sont  d'un  ordre  supérieur,  et  rejeter  du 
résultat  tous  les  ternu-s  qui  seraient  d’un  ordre  supérieur  à celui-là. 

C'est  de  ce  petit  nombre  de  principes  que  se  déduisent  les  divers  pro- 
cédés d*-  la  diflérei  ilia  lion  } et  on  voit  déjà  qu'ils  rendent  toutes  les  règips 
que  fions  avons  données  dans  le  texte  : Cependant , pour  mieux  montrer 
les  abréviations  qui  en  résultent , nous  allons  entier  dans  les  détails  , et 
nous  comment trous  par  la  démonstration  du  théorème  de  Taylor. 

Si  l’on  considère  une  suite  de  valeurs  de  x , savoir  : x , x\  x'\  X'" . . . . 
telles  que  la  différence  constante  et  infiniment  petite  , soit  d.r  , et  si  l^s 
valeurs  correspondantes  de  vsont^y*,  y\  y"?  Y"  • •••>  on  aura 

j = d_r,  y— y=df>  — >-■*-/"=  a/".... 

d'où 


y = y -P  dj* , y’  =3  y -P  $ dv  *+■  day* , yw  — J + 3 d^*  -P  5 d2y  -P  d^, 
y**  = y -P  4 d y G d 7y  -P  4 d3^  -P  d *y  . . . , 

cl  généralement , 


y>n)  —y  -P d y -P 


n(n  — i) 


d'y 


n(n  — i )'(  n — a) 
».~3 


43JC 


, n(n  — l)  (n  — ü)  (n  — 3) 

7J7, Ajr  + ’ 


Digitized  by  Google 


Notes. 


i 


44 1 

toîi  «îy,  d»v,  d*y. ...  sont  des  intimaient  petits  des  premier,  second, 
troisième,  quatrième,  ....  ordres , parce  que  les  ordonnées  consécutives 
*y,  y*,  y" . . . . sont  infiniment  rapprochées  l'une  de  l'autre.  D'ailleurs,  si, 
dans  les  dé^cloppcniens  de  Ay , A’y. . . . , suivant  les  puissances  de  A.v , 
données  ( pag.  iô),  on  change  Ax  dans  l'infiniment  pelit  dx  , et  en  môme 
teins  A y , A'y  ... . en  dy , d*y . . . . , et  si  on  rejette  de  chacun  de  ccs 
développemens  les  puissances  de  dr  supérieures  à la  plus  petit*-  , comme 
négligeables  par  rapport  à celle-ci  , on  aura  dr  = Pdæ , d’y  = Q dr*  , 
d’y  = Jl  dr3. . . . , conséquemment  dy,  d*y , d’y. . . . sont  de  même  ordre 
que  dr,  d.r*  = dr.dr,  dr3  = dr*.dx.  Cela  posé,  comme  y"; 
une  quantité  linic , il  f^ut  ne  conserver  du  second  membre  que  les  quan- 
tités finies  : aiusi  , en  supposant  n = co , afin  de  mettre  entre  la  dernière 
ordonnée  j**  n et  l’ordonnée  de  départ  y,  un  intervalle  nd'x  fini , et  négligeant, 
par  rapport  à n , les  nombres  soustraits  dans  les  facteurs,  ou  aura  d'abord 


/“)  = y 4-  iidr  -+■ 


«*d*y 

a 


n1  .d’y 
2 5 


n 4 d’y 

— -4-  etc  , 

a.a.q, 


et  les  produits  ndy,  n’d*  v,  «'d’y,  etc.,  sont  finis  , parce  que  l’un  des  facteurs 
étant  un  infiniment  grand  d’un  certain  ordre , l’autre  est  un  infiniment 
petit  du  même  ordre.  Posant  donc  /nLr  = i quantité  finie,  et  remplaçant  n 
* r 

par  — > on  aura 
«lx 


y,n]  =/(•*■  + «<1*)  =/(-r+i)=y+  ‘+ — 

rl  r rl.r*  o 


do: 


dx* 


d \r 

dx3 


13 

— -4-  etc., 
2.3 


ce  qui  est  le  théorème  de  Taylor. 


Ainsi  , pour  avoir  la  différentielle  première  Pdr  d'une  fonction  y =/x, 
on  changera  .r  en  x •+■  dx , et  alors  y deviendra  y -+*  dy  ; on  rejettera , 
comme  négligeables  par  rapport  au  terme  multiplié  par  dx , ceux  qui 
doivent  être  multipliés  par  dr» , dx3,  etc.,  ce  qui  revient  à recueillir  les 
termes  multipliés  par  de,  dont  la  somme  est  la  différentielle  première. 
Si  on  opère  sur  P comme  on  vient  d’opérer  sur  /x , et  si. ou  désigne  le 
résultat  par  ÇMx  , le  produit  par  dr  sera  ÇJ.r* , différentielle  seconde 
d°  y ==  f£  i de  celle-ci  pn  déduira  de  la  même  manière  la  différentielle 
troisième  /fdx3  , et  ainsi  de  suite.  Tel  est  le  résumé  des  trois  premiers 
^pliapitrcs. 

Si  ou  a démontré,  comme  ou  le  verra  dans  le  titre  suivant  sans  supposer 
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le  théorème  de  Taylor , que  toute  fonction  d'une  variable  comporte  un» 
différentielle  première  ;cn  sorte  que  cette  fonciion  étant  fu  , et  sa  différentielle 
PAu  , il  soit  prouvé  que  le  Coefficient  P tic  peut  être  ni  nul  ni  inlini  , 
la  variable  u restant  indéterminée , il  devient  facile  d'établir  le  théorème 
de  Taylor  , ainsi  qu’on  va  le  voir. 

Un  clfet,  en  supposant  qu’on  ait  prouvé  que 


et  faisant  alors 


d(/»)  = i'd«i 

V 

« = x ■+■  i , 


d ( f(x  + i)  ) = P (dx  + dé), 
Soit  i une  constante  , et 

d ( fl  T + é)) 


dx 


soit  x une  constante  , et 


d ( fx  é) 
d i 


— P i 


— P; 


donc  le  coefficient  différentiel  P reste  le  même  , soit  qu’nn  différentie  1». 
fonction /( x ■+•  é)  en  ne  faisant  varier  que  x,  soit  qu’on  la  diflérentte  en 
ne  faisant  varier  que  é. 


Reprenons  le  développement 


f{x  -+-  é)  = fx  -1-  Ai  ■+■  J5é’  ■+■  CO  ■+■  Z>ti  -+■  etc.., 

où  A , B , C , etc. , sont  des  fonctions  encore  inconnues  de  x ; on  aura  , 
pour  déterminer  les  fonctions  A , Il , C , etc. , l'identité 

d f(X  + i)  il  f ( x H-  é ) 

dx  dé 

qui  donuc 


J (fa)  < 

dx 


AB  AC 

— i’  + é3  + eic.  = A+ 1 Bi -bSCi*  + 4 DP-y-  etc.; 

dx  dx 


comparant  les  coefucicns  des  mêmes  puissances  de  é,  il  vient 
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A = 

B='s- 

C = i 

Z)  = i- 
etc. 

et  cotisé quemroent 

f(*+ 0 =/*+ 


a (/•*•) 

dx 

dx 

dfi 

dx 

dC 

dx 


dx 


d’n 


A = 
B = 
C = 
2J  = 


3.3 

t 

2.3.4 

etc. 


d(/>) 

dx 

■H  f'r) 
dx» 

J'(M 

dx5 

d»  ( fx) 
dx4 


i + 


d’(/x)  i»  d’(/x)  ïs 


dx» 


dx» 


1.3 


+ etc. 


c’est-à-dire , 


f(x  + i)  —y  + 


iZJL 

tLr*  i.a 


d V «5 

dx5  1.2.3 


etc. 


» 


en  remplaçant  /à'  par  y.  Mais  on  observera  que  cette  démonstration  doit 
venir  à la  suite  de  la  différentiation  des  fonctions  d'une  seule  variable,  puis- 
qu’elle suppose  la  forme  de  la  différentielle  première  de  ces  fonctions  , qu’on 
aura  déterminée  par  le  fait , nu  mÿins  pour  toutes  les  fonctions  connues. 

Passons  aux  différentielles  des  cuiantités  transcendantes  données  dans  le 
chapitre  quatrième  : il  suffit  d'assigner  celles  du  sinus  et  du  cosinus.  Ou  a 

4 (sin  x)  = sin  (x  -4-  <Lr)  — sin  x , d ( cos  x ) = cos  ( x -4-  <Lr)  — cos  x , 


c'est-à-dire , 

d (sin  x)  = iiin  x cos  dx  -4-  sin  dx  . cos  x — sin  x , 
d (cos  x)  = cos  x cos  dx  — sin  x^sin  dx  — cos  x. 

Or,  l’accroissement  dx  étant  regardé  comme  infiniment  petit,  eos  dr  = t $ 
et  en  place  de  sin  dx  , on  peut  prendre  l'arc  infiniment  petit  dx  $ donc 

d (sin  x)  = cos  x . dx , d (cos  x)  = — sin  x.dx. 

Si  ow  prend  les  différentielles  successives  de  sin  x et  cos  x , et  qu'on  en 
substitue  les  coefïicieti»  dans  la  série  de  2'aylor , on  aura  les  développe - 
mens  sin  (x  -4-  dx),  cos(r-4-  dx),  l'accroissement  dx  étant  quelconque. 
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Ces  mêmes  formnlcs  peuvent  encore  se  trouver  très-simplement  par  la 
géométrie. 

Fig.  5f.  Soit  décrit  avec  le  rayon  CA  = i un  cercle  A MB  A , la  perpendicu- 
laire MP  sera  le  sinus  de  Tare  Ait , et  CP  en  sera  le  cosinus  : si  l’on 
mène  l’ordonnée  pm  infiniment  voisine  de  PM , Tare  infini  ment  pqût  Mm 
qui  est  sensiMcinent  une  ligne  droite  , sera  la  JiUéremielie  dx  de  Tare 
AM  =/T  j mn  sera  donc  celle  de  siu  x , et  Pp  ou  Mn  celle  du  co&iuus , 
mais  cette  dernière  diUérentielle  doit  être  prise  négativement , parce  que 
l’arc  AM  croissant  de  Mm  — dx,  et  le  sinus  de  mn  = d (sin  x)  , le 
cosinus  diminue  de  Pp  = ^//i  ^ qui  sera  conséqucinmeut  — d(cosx). 

Cela  posé , en  considérant  le  petit  triangle  Mmn  comme  ayant  ses  trois 
côtés  rectilignes  , comme  d'ailleurs  ccs  côtés  sont  perpendiculaires  à ceux 
du  grand  triangle  CPM , ces  triangles  seront  semblables,  et  donneront 


CM  \ CP  l I Mm  ; mn  = dx  . coa  x 
CM  ' PM  ; l Mm  I — Mn  — — dx  . siu  x $ 
donc  encore  * j 

d (sinx)  = dx  . cosx,*  d (cosx)  = dx  sin  x, 

Four  CM  = r,  ou  trouve 

dr.cosx  dx  sin  x 

d ( sin  x ) = % d ( cos  x ) = 

r ir 

Si  maintenant  le  rayon  CA  étant  =r  r , on  désigne  Tare  AM  par  v v 
et  conséquemment  son  accroissement  infiniment  petit  Mm  par  d s , AP 
par  x,  PM  par  y,  en  sorte  que  Pp  siW/i  = dx , nm  =:  dy,  U triangle 
rectangle  Mmn  donnera 


dj  = V' dx*  -4-  d/*. 


Or  l'équation,  du  cercle  est  jr  = ^ i rx  — xx , d'où  Ton  tire 

rdx  - xdr  (r  — x^*  dx* 

d y = — — ■ et  dy*  — 

a rx  — xx  2 rx—xx 


Substituant  cette  valeur  de  dy*  dans  la  formule  de  ds , et  réduisant  7 on 
trouve 

rdx 

t)  . • . ds  = - — > 

y arx  — xx  ' 
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t étant  le  sinus  verse  de  l’arc  AM.  La  même  équation  du  cercle  donne 


■ — x = [/  rr  — JJ  , d’où  — dx  = 


— dr 
V rr—jj 


dx’  = 


y*  cl \jr* 


rr  — xy 

inbsti tuant  cette  valeur  de  dx4  dans  l'expression  de  ds  , et  réduisant , on 
trouvera 

(a)%  . . ds  = 


rd  ^ 


V rr  —jj 

y étant  le  sinus  de  l’arc  s dans  un  cercle  dont  le  rayon  = r.  Cest  U 
formule  tromée  (png.  t\ 3)  pour  r = I. 

A cause  de  CiJ  = CA  — Al' , ou  u — r — x , on  a 

d<  = — du  et  y 2 rx  — xx  z±  [/ rr  — uu  ; 


ainsi  la  formule  (t)  devient 

(3)  . . . às  = — 


rd  i. 


V rr  — uu 

u étant  le  cosinus  de  l’arc  s dans  le  cercle  d’un  ravon  = r.  Cest  lu  for- 
mule trouvée  ( pag.  l\\  ) pour  r = i. 

r y 

La  trigonométrie  donne  celte  relation  t = > t désignant  la  tangente 

de  l’arc  AM , u son  cosinus  , et  y son  sinus  : on  a donc 


V rr—jj 


d’où  j = 


V rr  -4-  il 


, <tr  = 


r’dr 


(rr-4-  et)’' 


y/ — rr 


\^rr+tt 

Substituant  ces  valeurs  de  d \r  et  de  \/  rr  — yjr  dans  (2) , on  trouvera 


(4) 


. dj  = ■ 


r7  d/ 

rr  4-  1 1 


Cest  la  formule  trouvée  'vpag.  44  ) poui*  la  différentielle  de  Parc  dont  la 
tangente  est  t dans  l'hypothèse  r = 1, 
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, # *•  Ht  p l/ pp  — yy  « 

t'  étant  la  coiangcnte  de  lare  t,on«t= » = — ï J 

y J 

donc 

t'At' 

(5)'.  . . dr  = — , “ 

rr  -4-  tt 


formule  trouvée  ( pag.  44)  P°'jr  1»  différentielle  d’on., arc,  donné  par  là 
cotangente,  en  supposant  r=  I. 

Enfin  , q étant  la  sécante  et  q'  la  coaécante  de  l’arc  a , on  a 

rr  r’  r* 

^ u y ,r — yj  ^ y 


et  conséquemment 


(0)  . . . d,  = ■ 


r*  d q 


qV  qq  — rr 


: , ds  =r  • 


r3  d /' 


q'  V q q — rr 


(?) 


Si  l’on  part  de  la  formule  du  binôme  étendue  à tous  les  cas  de  l’ expo- 
sant (pag.  27  et  28),  et  qu'on  en  déduise,  ainsi  que  je  l’ai  fait  {Alg.  f 
chap.  XXn  , 3'.  édit.  ) , le  dcvelop{iemeiit  du  log  ( x + t ) , qui  est 

2 ( i 1 O a 

loe  f r + i 1 — log  x ==  — ) 1 - - 1-  etc.  T , 

° ^ ” /a  (31  + 1 5(îr  + i)>  v 'J 


qu’on  remplace  i par  dx  , supposé  infiniment  petit  , et  qu’ou  rejette  con- 
séquemment les  puissances  de  dx,  supérieures  à la  première , et  dx  lui- 
même  devant  2 x , on  aura 

1 dx 

log  ( x -t-  dx ) — logxr  ou  d (log  x)  = — s 

la  étant  le  logarithme  népérien  de  la  base  a , et  log  désignant  les  loga- 
rithmes calculés  6ur  la  base  a.  Alors  de  a*  =■  y , on  déduit 

' 

1 d \y 

* = Hy>  d’où  dx  = 77"j'’ 


et  conséquemment 


d ( ax  ) = la  . aT  dx. 
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De  ces  différentielles  premières  de  16g  x et  aT , cti  passera  aux  différen-  Us 
ti elles  successives , d’après  ce  qui  a été  dit  plus  haut. 

Pour  différen  lier  f(p , <y,  r),  p1  7,  r,  etc.,  étant  des  fonctions  de  xf 
On  changera  x en  x-l-dx  dans  p,  <7,1*,  etc.  J on  fera  les  opérations  indi- 
quées par  le  signe  f9  de  manière  cependant  à se  borner  aux  termes  mul- 
tipliés par  dx , dont  la  somme  sera  la  différentielle  de  J (p,  7,  r,  etc.), 
démontrée  dans  le  chapitre  cinquième. 

Quant  aux  équations  f(  yy  x)  =r  o , dans  lesquelles  y est  une  fonction 
de  x , on  diflerentie  par  rapport  à y en  observant  les  règles  précédem- 
„inent  démontrées,  on  divise  par  dx , et  on  égale  le  résultat  à zéro.  On 
trouve  de  la  même  manière  les  dérivées  consécutives  auxquelles  ou  est 
parvenu  dans  le  sixième  chapitre. 

Pour  résoudre  la  question  du  chj^pitrc  septième , d'abord  dans  le  cas  le 
plus  simple  où  il  s’agit  de  passer  di  l'hypothèse  de  y = fx  à l’hypotliipe 

a \ 


inverse  de  x = py , c'est-à-dire  d'abord  du  ~~  au 


'(B 


on  différen- 


tiera  le  coefficient  dilféreutiel à la  manière  d’une  fraction,  en  regardant 

dx 

d y comme  une  constante  , et  en  représentant  la  différentielle  de  dx  par 

d(dx),  ou  plus  commodément  par  d*x  , et  on  aura . . . 

d'x  > 

d \y  d’x  d r*  x" 

— — = r = — • Pour  trouver  la  formule  qui  doit , 

dxi  / dx  \3  x * 11 

Vày) 

dsr  . , dv  d’r 

sous  la  même  hypothèse  , remplacer  le  — - y on  différentiera  — ■ ■ > 


et  on  trouvera 


■ dydx3d3x  -1-  3 dydx*  (d*x)*  5 d^  (d-x)* 

dx?  dx5 


3ÆY  — 

\ d/»  / dj-’  3ï"'  ,x"'  . . , „ 

= : — — : = — — --  » et  ainsi  de  suite.  Daus 

(dx  y / dx  ^4  x'5  x * 1 èÇ 

aj)  V’d7y 

la  question  plus  générale  où  x et  r sont  fonctions  d’une  troisième  va- 
riable , on  fait  varier  eu  même  lèms  dx  et  àjr  , et  les  cocüiciens  différentiels 
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tics  second,  troisième,  quatrième,  etc.,  ordies  sont  remplacés  pit 


V — 


7 — “ 


dx 

>!>' 

dx.d’r  — dr  d’x 


dx> 


,]x>  d’r  — 3 d.r  d’x  d'y  + 33r  ( d’x)’  — dx  dr  d'x 

r = ' d7’ 

tl.ti  ,];r  — (i  da:1  d’x  d'y  — d’_r  <l3x 

.+.  iüdx(d*x)* d’/+  tod.rdr  d»xd»x  — 1 5 dy (d’.r) > — (d.r)»drd<x 

s _ __  « 

etc. 

dxd’r — drd*.x 


Rôtis  nous  bornerons  à constater  l’identité  de  la  formule 


dxi 


avec  celle-ci 


r 


'(y) 


donnée  (pag.  90)  : cette  dernière  est  . . > 


d’r 

dr 


d’x 

■dF 


dy_ 

~dt 

d.r 

~dt 


d’r  — d’x 


dr 


( : ; ) 


dx1 


. en  omettant  le  ât  qui  rappelle 


la  variable  dont  x et  y sont  fonctions;  enfin  , en  multipliant  liant  et  bn» 
par  dx,  011  retombe  sur  la  transfbiméc  q.  Ainsi,  dans  ces  formules  q, 
T,  r,  etc.,  déduifes  les  unes  des  autres  par  la  dillenutiation , on  est  averti, 
par  les  différentielles  de  dx  et  de  dp  quelles  contiennent,  que  .r  et  y sont 
des  fonctions  d'une  troisième  variable. 

Les  chapitres  Vin,  IX,  X,  XI  et  XII  ne  sont  susceptibles  d’aucune 
abréviation  par  la  méthode  des  iulinimént  petits. 

Dans  le  chapitre  treizième , ot't  il  s’agit  de  trouver  la  différentielle  d’uno 
fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes,  et  d’abord  de  u = i (x,y), 
on  attribuera  à x et  y les  accroisseinens  infiniment  petits  cl  indépendans 
dx  et  dr,  et  alors  « prendra  l'accroissement  infiniment  petit  du;  on  deve- 
loppeia  /'(x  + dx.  y -t-  d/)  jusqu’aux  Urines  multipliés  par  dx  et  dy 
inclusivement,  ai  rejetant,  comme  nuis  par  rapport  a ceux-là  , les  termes 
multipliés  par  des  puissances  de  dx  et  d>  , et  par  des  produits  de  ces 
accroisscmens  , et  la  somme  iJdx  -h  ÇWj'  sera  la  différentielle  premier» 
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A\9 


du  du  . 

du  = Pàx  ■+•  Odr  = dx  + - — - d v. 

dx  d/ 


En  difTérentiant  de  nouveau  par  rapport  aux  variables  x et  y tjui  sont 

> du  du  ' 

dans  les  cocfficiens  différentiels  — - — . . on  aura  , d’après  la  nota- 

dx  da- 
tion convenue, 


d*u 

d’u  — dx 

dx* 


d’u 


- dxdy  + 


dxd y 

d’u  d’u 

dx’  + 3 dx  d*1  - 

dx’  dx  d y 


d’u  d’u 

dxdv  H dx* 

dicdjr  à Ijr* 

d’u 


A r 


On  passerait  de  la  m^me  manière  aux  différentielles  successives.  Ce  que 
nous  venons  de  dire  s'étend  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de 
Variables. 

Le  chapitre  quinzième  s’abrège  ainsi  : on  mène  une  ordonnée  PM  au  Fig.  52 
point  de  tangence  M et  une  ordonnée  infiniment  voisine  P'M'i  alors  le 
coté  MM.'  peut  être  regardé  comme  une  petite  ligne  droite,  qui  est  tout  à- 
kt-fois  un  clément  de  la  courbe  et  de  la  tangente  qui  n'en  est  que  le  pro- 
longement. Si  x et  y sont  les  coordonnées  du  point  M y et  s l'arc  ^4M , 
on  a Mm  = dx , M'm  = ày  , MM‘  =r  d s.  Soit  la  perpendiculaire  MDf 
en  M à la  tangente  TM  : les  triangles  semblables  MmM TPM}  PMJYt 
donneront  les  quatre  proportions 


mM'(dj')  : mM 


(dx)  : : pm (s)  : pt  = 


jràx 

■ =r  sous-tang, 

djr 


mM'(dy)  : MM’ (As)  : ; PM  {y)  ; MT  = 

rds 

Mm  (dx)  : MM'(ds)  : : pm {y)  : mn= 

Mm  (dx)  : mM' ( dy)  : : PM  {y')  : PIS  — — = sou*-norra. 

' 

Notre  objet  n’est  pas  d’abréger  la  recherche  de  l’expression  du  rayon  de 
courbure  donnée  dans  le  chapitre  seizième  , mais  de  montrer  encore  la 
coïncidence  des  deux  méthodes. 

2$ 


' • 


Fig.  53, 


45o  Notes. 

■ ■* 

' Avant  mené  lu  deux  ordonnées  P AI , P'  AT  infiniment  voisines  . soient 
les  tangentes  MT , ATT' , et  du  point  T soit  abaissée  la  perpendiculaire 
T7i  à ATI”.  Si  on  mène  les  perpendiculaires  MC,  M'C  à MT,  M'T ' en 
M et  AT  jusqu'à  leur  rencontre  en  C,  AIC  sera  le  rayon  de  courbure  , 
c’est-à-dire  , le  rayon  d’un  arc  qui  coincidera  avec  la  courbe  dans  l’élé- 
ment infiniment  petit  AI  AT.  La  question  est  donc  de  trouver  CAI  ou  CAT. 
On  a AP  — x , P AI  , AI  AT  = dr , CAI  = r,  Alm  — dx , niAT—  dy  , 

rT=r±-.  ,r=,±--„ „■  _ a(y-i-  - .)  , 

< d* 

AIT  ou  AI 'T  = y •«  en  ubsutant  que  lut  lunes  AIT  et  M'T  ne* 

«•y 

différent  que  de  l'infiniment  petit  AI  AT.  Les  tangentes  AIT , AI'  T'  pouvant 
être  regardées  comme  des  lignes  parallèles  , parce  que  l’angle  T M'T  = AI  CAI' 
cal  infiniment  petit , les  triangles  rectangles  TU  T'  et  Alm  AT  sont  semblables  , 
comme  ayant  les  angles  T et  AT  Alm  égaux , et  ils  donnent 

AIAT{As)  : ATm[Aj):  : Tt  (a  (jr~  -•*))  : ■ xd(“’  d7  “*)* 


Les  triangles  rectangles  AI'hT , CAI  AT , dont  les  angles  aigus  C et  HAT  T 
sont  égaux,  comme  formés  par  des  côtés  perpendiculaires,  donnent 

i 

Th  d ^7- — : AT  h ou  atiÇjt— ^ ; : mm\As)  : cai=  r-, 


donc 


y dr 1 


drd(y-g--x) 


expression  générale  du  rayon  de  courbure.  Maintenant,  eu  effecluaul  la 
différentiation  indiquée  dans  le  dénominateur,  ce  qu’on  pourra  faire,  ou 
en  ne  supposant  aucune  différentielle  constante  , ou  en  "regardant  comme 
telle  l’une  des  différentielles  d-r , d y ou  dr,  on  aura 


i°.  . . . r = ■ 


ds3 


djr  da.r  — dx  dy 

d.?3 


} 


aucune  différentielle  n’étant  constante. 


dj»  ) 

a0.  • . . r = — ■ — ; — . — 1 > dx  étant  constante,  ce  qui  donne  d»x  = o. 

- dx  d y i 
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5». 


ds* 


4».  . . r = — 


ou. . .r  — 


drd** 
ds  dx 


Notes.  4 5i 

\ dyétxin  constante , ce  qui  donne  d'y  =<;« 


S 


djr 
ds  dy 


f ds  étant  constante , ce  qui  donne  d’s  = o , 
ou  , à cause  de  df*  = dx*  dj*  , 
a dx  d*x  -4-  a djr  d'jr  3=  o , d'où. .... 
dx  d*x 

*7  = 


d’x 


^ et  d*x  = 


ày 

ài  d’r 

dx 


L’expression  a«-  , en  observant  que  ds*  = dx*  -+■  djr , peut  ae  mettre 
sous  la  forme 

( dx’  -4-  dy' } ’ dr’ (1  +/■)’  (l+y'’)^ 

dx  d 'y  dx  d ‘y  y" 

dy  d'y 

y'  étant  ss  — : — et  y'  — — — • 

7 dx  " dx* 

Si  B F est  la  développée  de  AM , et  qu’on  fasse  APxxx,  PM -=y , 
AM  = s , MC  — r , BQ  — t , QC  = u , la  longueur  donnée  AB  = a , 


dr  ds 

on  a vu  que  P N = y — • MIN  = y — — 
ilx  dx 


ds’ 

r = — — v dy  étant 

dy  d’x 


constante.  Or,  les  triangles  semblables  MPN,  MLC , donnent  les  pro- 
portions 

' Ay 


MP  (y)  : ML  (y -ht)  : : PN  Çy  -g-)  : LC  (b  — x 4-  a) , 
MP  ( y ) : ml  (y+t)  : : mn(j  : MC{r ) ; 

(y+  Q«tr 


d’où  on  tire 


u — x -4-  a us 


dx 

(y  + O ds 

rx  ; 

dx  v 

Or , d’après  l’équation  différenciée  de  la  courbe  , on  aura  dy  et  ds  en 
dx  ; dx  disparaîtra,  et  le»  deux  équations  précédentes  seront  en  x , y , 
u et  t.  Eliminant  x et  y,  il  restera  une  équation  entre  te tu,  qui  sera 
celle  de  la  développée. 
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Fis. 


Fig. 


Le,  formule,  pour  1»  quadrature  et  la  rectification  de,  courbes , donnée* 
dan,  le  dix-septième  chapitre,  s’obtiennent  sur-le-champ,  quand  on  em- 
ploie la  considération  des  infiniment  petits, 
r-  Soient  1 P — x , PM  — y , et  soit  menée  l’ordonnée  infiniment  voi— 

55'  sineT'V:  on  aura’  toujours  PP'  = Mm=  dx  , mW  = djr , et  le  peut 
trapèze  P MM' P'  sera  l’élément  ou  l’accroissement  infiniment  petit  de  1» 
surface  curviligne  APM  : ce  trapèze  ne  difière  qu’infiniment  peu  du  rec- 
tangle PMmP'  = /dx  ; ainsi  f jràx  sera  la  surface  MMP,  ce  signe  J 
désignant  la  somme  des  petits  élémens  PMM  P'  contenus  dan,  APM. 

■U  considération  du  triangle  rectangle  MM'm  dont  les  côté,  sont  infi- 
niment petits,  donne,  en  faisant  AM  = s,  et  conséquemment  MM'=ds  , 

ds  = V" dx»  -+■  Ay*  , d’où  = |/«  + ( v)  • 

Le  chapitre  dix-huitième,  dans  lequel  on  donne  la  méthode  pour  trouver 
les  plus  grandes  ou  le,  moindre,  valeurs  d’une  fonction  d’une  variable  , 
ne  peut  être  abrégé  par  l’emploi  des  infiniment  petits;  nous  en  dirons 

autant  du  cliapitre  dix-neuvième.  , . 

Nous  passerons  au  vingtième  chapitre,  et  en  appliquant  les  infimment 

„ petits  à la  recherche  de  l’expression  du  rayon  de  courbure  des  courbes 

aux  coordonnées  polaires  , nous  donnerons  encore  différentes  expressions  de  ce 

56  "ÏÏit  la  courbe  AMS  dont  F seit  le  pôle;  soient  FM  et  Fm  deux 

‘ordonnées  infiniment  voisines;  Mt  , mt  les  tangente»  en  Mjl  m.sur 

lesquelles  on  abaisse  du  pôle  F les  perpendiculaire.  Fl,  Ft,  Mm,  Tt .de 
petits  arcs  décrits  du  pôle  d’avec  les  rayons  FM,  FT.  Faisons  FM  = %,d  ou 
mm'=d%,Mm  = d„  Mm  = ds  , CM  = r qui  des.gne  le  rayon  vecteur. 

A cause  de  l’angle  infiniment  petit  MFm  , les  droite,  FM,  Fm  peuvent 
être  regardées  comme  parallèles,  et  le»  triangles  rectangles  Mm  m ,Mlt 
semblable»  , parce  que  l’angle  FM  T ne  surpasse  Mmm  que  de  1 angle  infi- 
niment petit  MFm,  donnent  les  proportions  ^ 

Mm  (ds)  i Mm'(  ii)  i ’.  F>»(î)  i FT  = l^’ 

<lç 

Mm  (ds)  mm  (ds)  : : FM{{)  \ MT—  { 

D’une  autre  part,  les  droites  MT,  mt,  peuvent  être  regardées  comme 
parallèles , parce  qu  elles  comprennent  un  angle  infiniment  peut , et  i en 
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ttl  det  mime  des  droites  FT  et  Ft  ; donc  Th  et  t't  seront  des  lignes 
égales  : or  , t't  étant  l'accroissement  iniiniment  petit  de  FT  , pour  le 
passage  du  point  M au  point  m , il  s'ensuit  que  t tz=  Th  est  la  différen- 
tielle de  FT  : on  a donc  Th=  d ^ • Maintenant  les  triangles 

semblables  mTh , CMm  donnent  la  proportion 

Th  (d  (,  : mTouMT  ^ ; : Mm  (d*)  : car  = r, 

d’où  Todl  tire 


r— 


l a? 


(4-)' 


On  peut  ici  supposer  ou  cpi 'aucune  différentielle  n’çst  constante , ou  q\te 
l’une  oa  l'autre  des  quantités  d;  , dy,  d$  est  constante  : on  a 


i°.  r = • 
.Oa 

r = ■ 


fdçds1 


f aucune  différentielle  n’étant  cons- 


d^d>da  ■+•  çdsd’y  — çdyd'j  ( tante. 

feu  éliminant  du  dénominateur  dj 

T~  TT — i — r-; — \ et  d1*  au  moyeu  de  la  relation 

,3  + d,dS3  + ^d-,  - 5d,d3,  } dj,  = ^ + ^ 

tds1  (d y éunt  consume,  ce  qui  donne 

l d’y  = o. 


3°. 

4°. 


■ dyd,3  — jdjd’ç 

pis3 


dy3  -+-  dyd,3  -+-  fd,d3y 
îd(ds 


dyd*  -+•  pl»> 

{dyd# 


f dj  étant  consulte , ce  qui  donne 
\ d'j'=  o. 

[ 

|ds  étant  une  constante  , ce  qm 

donne  d3a  = o ou 

d5daj  -+■  dyd3y  = o, 


d,3  — jd3  j 

Au  lien  de  prendre , comme  nous  Tenons  de  le  faire  , le»  abscisses  y sur 
des  circonférences  dont  Us  rayons  ; varient  continuellement,  il  est  plus 
commode  de  compter  ces  abscisses  sur  des  circonférences  d’un  rayon  constant. 
Soit  donc  , à cet  effet , décrit  du  pôle  F comme  centre  , avec  le  rayon  FQ, 
le  petit  arc  Qq  ; en  supposant  FQ  = i -,  Qq  = d» , on  aura  dy  =i  jd» 
et  d’y  = d;dp  -+■  pl’a.  Ainsi 
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Not 


ES. 


di3 


a°. 


3». 


{aucune  différentielle  n'étant  cons- 
ume. 
de3 

r — ; - - l de  étant  constante. 


S*«l»3  4-  a dfd,»  — sd*  . d*t 
d*3 


t’de3  ■ 


4»-  ras- 


■ 2ded(* 

cîjds 


• tdsd> 


adtd»  + 
jded* 


- ^ds  étant  constante. 

| dt  étant  constante,  et  d»’  étant 
| = d,*  4-^d)* , = dt»  4-  4*  dg*. 


{de>  — d»t 

La  formule  a®.  après  la  substitution  faite  pour  dt  de  sa  valeur 


et  les  réductions  , 


devient 


{>  4-  a 


Fig.  55 


y/ dj*  4-  <i»*  = \/d,*  4-  j’da*  = dp  {’  4*  ’ 

W£)f 

f d?  Y d’t 
V.  d,  ) % dT* 

expression  du  rayon  de  courbure  trouvée  (pag.  3aa\ 

Dans  le  chapitre  XXI,  nous  considérons  1°.  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  de  l'arc  AM  autour  de  l’axe  AX  : le  petit  arc  MM'  engendre 
une  petite  zone  sphérique  ou  conique  qui  a pour  valeur  MM'  x circonf  MP, 

c’rsl-à-dh  e , a ayV  dar'  4-  d y» , *•  étant  la  circonférence  dont  le  diamètre  — I j 
en  sui  te  que  la  surface  finie  engendrée  par  l'arc  AM , est 


r/yv/dx1  + dy'  = qir/ydx  1 4-^-p--^ 


a®,  le  solide  de  révolu- 


tion. Or,  le  trapézoïde  P MM' P'  engendre  un  petit  volume  qu’on  peut 
regarder  comme  un  prisme,  lequel  a pour  va’eur  PPty  cerc.  MP,  c’esl-à- 
Fig.  57.  (^|(  ( rydx  ; conséquemment  le  volume  fini  est  donné  par  jr/Vdx. 

Passons  à la  mesure  des  volumes  et  des  surfaces  eu  général,  donnée 
( chapitre  XXIV  ).  1®.  Soient  trois  axes  rectangulaires  AX , A Y , AZ  : si 
on  conçoit  le  rectangle  Mmfg  ayant  pour  côtés  Mm  = dx  , Mg  = dy , dx 
et  djr  çtant  des  accroissemens  infiniment  petits  , et  par  les  points  M,  m, 
f et  g des  ordonnées  verticales  jusqu’à  1a  surface  , on  aura  le  volume 
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éléinenlnim  MmfgNntu  ; or , si  par  l'extrémité  2V  «le  l’ordonnée  MN 
que  je  suppose  la  plus  petite  des  quatre  ordonnées  verticales , on  suppose 
un  plan  horisontal  terminé  par  les  quatre  faces  du  petit  solide  , on  aura 
décomposé  ce  petit  volume  en  deux  aulnes  dont  l’un  aura  pour  expression 
zàrdj'  et  l’autre  sera  négligeable  par  rapport  à celui-là  ; en  sorte  qu’on 
aura  fjzdxiy-  pour  expression  du  volume  fini. 

a°.  Passons  à la  recherche  de  l’expression  de  l’aire  de  la  surface  courbe  qui 
couvre  le  vslume  V , et  désignons  cette  surface  par  U. 

Os  sait  (*)  que  l’aire  d’un  parallélogramme  plan  ELTR  , situe  d’une  Fig.  58. 
manière  quelconque  dans  l’espace  , est  égale  à celle  de  sa  projection  horison- 
late  NXVV,  divisée  par  le  cosinus  de  l’angle  d’inclinaison  du  plan  ELfJi 
suffisamment  prolongé  sur  le  plan  borisontal.  Or  , OH  étant  la  rencontre 
de  ces  deux'  plans,  si  par  V on  mène  la  perpendiculaire  VK , et  qn’on. 
joigne  T et  K,  l’angle  VKT  sera  l’inclinaison  des  deux  plans  en  ques- 


VK 

tion.  On  a d'abord  cos  VK  T — — — - : posons  NX  = m,  NV  = n , 

À J 


Xf ‘ = « , VT  = b , V/l  = e,  d’où  on  conclut  NE  = a ■+■  c — b (**). 
En  menant  OQ  parallèle  n NX , et  prolongeant  TL,  VX  jusqu'à  leur 
rencontre  en  H sur  la. ligne  OH , les  triangles  rectangles  semblables  OQIl , 
VKH , donnent 


OH  ; OQ  ou  NX  : HV:  KV= 


HVxNX 

OH 


les  triangles  rectangles  semblables  TVH , LXH  donnent 
I X : XH  : : VT  : VH,  ou  VT-LX  : VT  ; ; VH-XIl  : VH, 


donc  VH - 


nb 


b — < 


dans  le  triangle  rectangle  QOII , on  a 


OH 


= V O O1  + 


OQ‘  + QH'  » 


et  il  s’agit  de  trouver  QH  = VH  — V Q = VH—OV  ; or  on  obtient  OV 
en  comparant  les  triangles  semblables  11VO,  ENO  qui  donnent 


(*)  Eoy,  mçs  Réciproque!,  (le.  édit-  ) 

(**)  En  effet , la  surface  El  TR  étant  plane,  et  le»  ordonnée»  AT,  EU,  XL,  VT 
étant  «opposées  croissante» , il  résulte  de  l'équation  du  plan  ES  r i r Ax  -r-  ÿy  a-  C, 
que  ES  + 17  = EU  -h  XL  ; d'où  ESz:  ER.  ■+■  XL  - frT  = c + a — b. 


Digitized  by  Google 


456  Notes. 

yr  .ne  : : ro  :NO , d’où  yr  — ne  :yr  : : ro—NO  \orx 

en 

On  connaît  donc  QH\  et  en  observant  que  OQ  — m , 


donc  O Y — ■ , 

b — a 

on  conuàit  aussi  OU  : par  ces  substitutions 

H F y.  NX 


VK  = 

doù  il  résulte  qne 


mnb 


OH 


y/|  m*  (A  — a)*  4-  n*  (6  — «)*  | 


b F ! m’  (6  — a)*  -4-  n’  (b  — cV  4-  m’n* } 

K T = ^ ; -> 

y | ni*  (A  — a)*  + n*  — c)*  { 


cos  YKV  - 


y | m'  (b  — a)’  4-  B*  (b  — c)*  4-  m»n»  J 

et  conséquemment 

aire  ELTR  = y | ni’  (i  — a)’  4-  n*  (6  — c)*  4-  m’n’  j . 

Supposons  maintenant  une  surface  courbe  qui  passe  par  le*  quatre  pointa 
E , I.  y T,  R,  et  qui  ait  pour  équation  x =:_/  ; s étant  l'ordonnée 

NE  , et  soient  NX  = dj r.  iVbK  = dy ; on  aura  XL  — f (x-t“  dx,^) 
YR  z=.f  {xy -+-  dp) , ^2’  = f(x  -+  dxy-+-  dj),  en  sorte  que  les  diffé— 
ds  ds 

rcntlellcs  partielles dx  f dy , dont  la  somme  compose  la  différen- 
ds dy 

tielle  totale  ds.  sciont  XL  — NE  ==  — —*  dr,  et  Y R — X E ~ — dy, 

dx  dy 

en  supposant  les  accroissemcns  dx  et  dy  infiniment  petits , hypothèse  sous 
laquelle  on  supprime  les  termes  de  deux  dimensions  de  ces  accroissc-r 
mens  dans  XL  , Y fi  et  YT  \ alors,  la  portion  R RTL  de  la  surface 
de  courbe,  devient  sensiblement  plane  ; or  , à cause  de  m = dx  , n = dy  % 
dz  ds 

b — a = — ; — dy.  b — c = — - — dx  , on  a 
dy  dx 

aire  EL  TR  =ff<\xdj-  i4-  4-  ^ ’ 

formule  trouvée  (page  399 )f. 
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Des  Limites . 


u Matlaurin  et  d* Alcmbert  fondent  le  calcul  différentiel  sur  les  limites , 
ç<  et  regardent  le  rapport  des  différentielles  comme  la  limite  du  rapport  des 
<t  différences  finies  , lorsque  ces  différences  deviennent  nulles  ( M.  Lagrange  , 
« Calcul  des  Fonctions  , leçon  ire.  ) » 

« Cette  manière  de  représenter  les  quantités  différentielles  , ajoute  ce 
« géomètre,  ne  fait  que  reculer  la  difficulté  ^ car,  en  dernière  analyse,  lç 
<t  rapport  des  différences  évanouissantes , se  réduit  encore  à celui  de  zéro 
« par  zéro.  » 

u D'ailleurs  , on  peut  observer  que  c’est  improprement  qu’on  applique  le 
« mot  connu  de  limite  à ce  que  devient  une  expression  anal \ tique,  lors- 
« qu’on  y fait  évanouir  certaine»  quantités,  parce  que  ces  quantités,  après 
ci  avoir  décru  jusqu’à  zéro,  pourraient  encore  devenir  négatives.  De  meme 
« qu’en  géométrie  ? on  ne  peut  pas  dire , à la  rigueur  , que  la  sous-tan- 
n gente  soit  la  limite  des  sous-sécantes  , parce  que  lien  n’empêche  la  sous- 
« sécante  de  décroître  encore  lorsqu’elle  est  devenue  sous-tangente.  »> 
u Les  véritables  limites,  suivant  les  notions  des  anciens,  sont  des  quan- 
« tilés  qu’on  ne  peut  passer  , quoiqu’on  puisse  s’en  approcher  aussi  près 
« que  l’on  veut  : telle  est , par  exemple  , la  circonférence  du  cercle  à 
u l’égard  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  , parce  que , quelque  grand 
» que  devienne  le  nombre  des  côtés  , jamais  le  poîygoue  intérieur  ne  sor- 
ti tira  du  cercle , ni  l’extérieur  ni  entrera  $ ainsi , les  asymptotes  sont  de 
« véritables  limites  des  courbes  auxquelles  elles  appartiennent.  »> 

« Au  reste,  je  ne  disconviens  pas  qu’on  ne  puisse,  par  la  considération 
« des  limites  envisagées  d’une  manière  particulière  , démontrer  rigoureutc- 
« ment  les  principes  du  calcul  différentiel,  comme  Maclaurin , d' Alcmbert'  % 
<»  et  plusieurs  autres  après  eux  l’ont  fait.  Mais  l’espèce  de  métaphysique 
fi  que  l’on  est  obligé  d’y  employer  est,  sinon  contraire,  du  moius  élran- 
<t  gère  à l’esprit  de  l’anal  yre  qui  ne  doit  avoir  d’autre  métaphysique  que 
<f  relie  qui  consiste  dans  les  premiers  principes  et  dans  les  operations  fon- 
<i  (lamentait  s du  calcul.  » 

u Quand  on  approfondit  ce3  différentes  méthodes  , ou  plutôt  ces  diffiç-* 
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« rentes  manières  d’envisager  la  même  méthode,  on  trouve  qu’elle»  n’ont 
a d’autre  but  que  de  donner  le  moyeu  d'obtenir  séparément  le  premier 
« terme  du  développement  d’une  fonction  J'{x  •+•  Ax)  — fx,  en  le  déta- 
« chant  et  l’isolant,  pour  ainsi  dire,  du  reste  de  la  série,  parce  que  tous, 
« les  problèmes  dont  la  solution  exige  le  calcul  différentiel , dépendent 
u uniquement  de  ce  premier  terme.  »> 

Dans  ce  qui  va  suivre , il  faudra  soigneusement  distinguer  entre  la  dimi- 
nution de  la  quantité  par  voie  de  division  et  celle  qui  a lieu  par  soustraction. 
Dans  le  premier  cas,  la  quantité  ne  peut  devenir  nulle,  mais  elle  tend  sans 
cesse  vers  zéro  qui  en  est  la  limite  ; dans  le  second  cas , elle  passe  par 
zéro , puis  clic  devient  négative , et  elle  croît  indéfiniment  sous  ce  signe. 
C’est  toujours  le  décroissement  par  voie  de  division  que  nous  supposerons. 

Deux  variables  étant  cliacunc  fonction  d'uuc  même  variable , leur  rapport 
est  une  autre  va r b. hic  fonction  de  celle-ci , et  il  peut  être  représenté  par 
l'ordonnce  d'une  courbe  plane , avaut  pour  abscisse  la  variable  indépendante 
ou  principale. 

Il  peut  arriver  que  la  variable  principale  décroissant  par  voie  de  division  , 
le  rapport  s’approche  de  plus  en  plus  d’un  certain  terme  qu’il  ne  puisse 
atteindre.  Ce  terme  est  la  limite  du  rapport  : on  le  nomme  encore  der- 
nière raison  ou  rapport  limite  , parce  qu’il  est  le  dernier  état  du  rapport 
variable. 

Prenons  pour  exemple  le  rapport  de  la  corde  au  sinus  dans  un  cercle 
dont  le  rayon  = i : en  faisant  le  sinus  verse  = x , 


corde 

sinus 


\/  2 


yA 


v/ai  — xx  y/  2 — 


(0 


or,  x diminuant  successivement  par  voie  de  division,  c’est-à-dire,  s’appro- 
chant de  plus  en  plus  de  zéro  , le  dénominateur  — x s’approche  en 
même  tems  de  et  comme  le  numérateur  est  invariable,  le  rapport 

✓a  > 

tend  vers  la  limite  = i , <n  sorte  que  1 unité  est  la  limite  du  rapport 

ou  la  dernière  raison  de  la  corde  an  sinus  , ou , en  d’autres  termes  , le 
dernier  rapport  de  la  corde  au  sinus  , est  un  rapport  d'égalité.  C'est  ce 
qui  fait  dire  que,  dans  la  limite,  on  peut  prendre  la  cotdc  pour  le  sinus, 
ou  i^ciproquement , et  qu'ainsi  pour  un  arc  très-peu  différent  de  zér ox 
la  corde  diffère  très-peu  du  sinus  , ou  réciproquement. 

En  faisant  toujours  sinus  verse  = x}  on  a 
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stn 

cos 


Notks. 

y'x.x/  i — x 


rapport  qui  aura  zéro  pour  limite. 

La  dernière  raison  du  sinus  au  sinus  verse , est  donnée  par 

y/  2 — JT 


v'x  yj  a 


V* 


(3) 


rapport  qui  croit  lorsque  x diminue  , et  qni  peut  devenir  plus  grand  qu'au- 
cune quantité  donnée  , parce  que  la  limite  du  numérateur  étant  “l , 
Celle  du  dénominateur  est  o ÿ ainsi  la  limite  de  ce  rapport  est  V infini. 

Le  rapport  de  la  tangente  au  siuus  est , d’après  (a) , 


tang 


(4) 


dont  la  limite  est  encore  l’unité  $ et  il  en  est  de  même  do  celle  du  rapport 


cord 


[/  2 — x 

(i  — x) 


($)  • 


A insi , dans  la  limite , ces  trois  lignes  trigonométriques , le  siuus  , la  corde 
et  la  tangente  , peuvent  être  prises  Tune  pour  l’au're  , et  IVrreur  sera 
d autant  moindre  que  Tare  auquel  ces  lignes  se  rapportent  , différera  moins 
de  zéro. 

Si  on  prenait  isolément  les  limites  de  sinus  , cosinus,  tangente,  cordr, 
sinus  verse  , on  trouverait  toujours  zéro  en  sorte  que  le  rapport  entre 
les  limites  de  deux  -Je  ces  lignes , serait  celui  de  o à o dont  la  valeur 
vraie  n’est  autre  chose  que  la  limite  du  rapport , pour  laquelle  nous  avons 
trouve  zéro  , un  nombre  ou  l’infini. 

Lorsque  les  deux  variables  ne  peuvent  plus  être  exprimées,  comme  dans 
les  exemples  ci-dessus,  au  moyen  d’une  troisième  variable,  il  faut  recourir 
à une  autre  voie  pour  obtenir  le  rapport  limite. 

Cherchons,  par  exemple,  la  limite  du  rapport  entre  Tare  et  le  sinus, 
sans  supposer  la  série  qui  donne  le  développement  du7  sinus  au  moyen  de 
l’arc  : à cet  effet  , nous  partirons  de  ce  théorème  connu , 

w . ..  * tans  arc 

tang  > arc  > sin  , d’où  —7—  > — > i . . . . (6) 
sin  sm 
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d’où  Ton  cornet 

✓ N 


limite  ( 

f arc  > 

) limite 

pv 

! 

< sin  y 

\ sin  / 

( arc  > 

limite  | 

< sin  / 

J > limite 

1 ou  > 1 : 

or  la  limite  de  la  tangente  au  sinus  étant  l'unité , on  doit  avoir  en  mérae 
tems 

/ arc  N 

limite  ( J < i et  ]>  i , 

V sin  / 

par  où  il  faut  entendre  que  dans  la  limite  , le  rapport  de  Tare  au  ainu* 
est  compris  entre  l'unité  et  l’uni  lé  , et  qu'ainsi  il  devient  un  rapport  d'éga- 
lité.  On  a encore 

tang  > arc  > cord  , d'où  — > i • • • • (7) 
cord  Cord  * 

arc 

d'où  on  conclurait , comme  précédemment , que  dans  la  limite j = 1, 

Ainsi  , l'arc  étant  très-près  de  zéro , on  peut  sensiblement  prendre  l'aro 
au  lieu  de  son  sinus  ou  de  sa  corde , et  réciproquement. 

Ce  n'est  donc  qu’autant  que  le  rapport  limite  entre  deux  variables  , est 
l'unité , qu’on  peut  prendre  , dans  le  voisinage  de  la  limite  , l’une  de  ces 
grandeurs  pour  l’autre. 

sin 

On  a trouvé  l’infini  pour  limite  du  rapport  > ce  qui  veut  dire 

sin  vers 

que  pour  un  sinus  verse  nul , ou  très-peu  différent  de  zéro  , le  sinus  est 
infini  par  rapport  au  sinus  verse.  Pour  expliquer  la  chose  dans  le  langage 
des  infiniment  petits  , recourons  aux  développemens  de  sinus  et  cosinus  au 
moyen  de  l’arc  : on  a 

. r3 

«o y=  y -4-  etc.  , 

1.2.5 

ra  r* 

sin  verii  Y = l — cos  y = — - > 

1|  J 1.2  1.2. 3. 4 

or,  l'arc  étant  extrêmement  petit,  on  peut  prendre  l’aie  y pour  sin  y, 
. . y* 

et,  à plus  forte  raison,  - — pour  sin  vers donc 
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sin  vers  = 


y -y . 


mais  le  sinus  verse  étant  le  produit  de  deux  facteurs  y,  dont  chacun  est 
infiniment  petit , tandis  que  sin  y est  le  produit  de^'  par  l'unité,  sin  vers  y 
est  iniiiiinient  petit  par  rapporta  sin^,  ou  réciproquement , sin  y est  infi- 
niment grand  par  rapport  à sin  \tny.  Ainsi  , lorsqu’un  rapport  limite  est 
infini , on  dit , daus  Je  langage  des  iniininient  petits , que  le  numérateur 
étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  le  dénominateur  est  un  infini- 
ment petit  du  second  ordre  , c'est-à-dire  , un  produit  de  deux  infiniment 
petits  du  premier  ordre. 

Pour  un  arc  y très-peu  différent  de  sa  limite  zéro  , ou  inlinimcnt  petit 
du  premier  ordre , on  rejette  des  séries  du  sinus  et  du  cosinus  les  termes 
qui  suivent  le  premier  , comme  négligeables  par  rapport  à celui-là  qui  est 
un  infiniment  grand  par  rapport  à eux  , en  sorte  qu'on  prend 


d’où  Ton  déduit 


sin  y — y , cos  y — 


y__ 

I 


Lors  donc  que  le  rapport  limite  est  nul , on  dit , dans  la  théorie  des  infini-»^ 
ment  petits,  cfue  le  numérateur  est  infiniment  petit  par  rapport  au  dénomi- 
nateur. 


Reprenons  les  développcmens  des  rapports 


A r A"r 


Ax  Aj’  Axn 
( pag.  i5  ) : le  premier  terme  de  chacun  de  ces  developpemens  , e3t  indé- 
pendant du  Aj,  tandis  que  les  suivans  sont  multipliés  par  les  puissance* 
successives  de  ret  accroissement.  Si  donc  on  suppose  que  Ax  diminue  con- 
tinuellement par  voie  de  division  , de  manière  à devenir  successivement 

Ax  Ax  Ax  . , ,,  . ,,  . . - 

, , , etc.  , la  variable  x restant  indelerminee,,  la  somme 

10  100  IOOO 

de  tous  les  termes  multipliés  par  Ax  , pourra  devenir  moindre  que  toute 
quantité  donnée  , quelque  petite  qu'elle  soit  $ mais  le  premier  terme 
de  chacun  de  ces  développcmens , ou  le  terme  sans  Ax  , ne  varie  pas  lors 
de  ces  décroissemens  du  Ax  $ donc  il  est  cette  quantité  dont  le  rapport 
approche  de  plus  en  plus  sans  pouvoir  l'atteindre  , et  de  manière  à eu 
différer  d'aussi  peu  qu'ou  voudra  : il  est  donc , d après  l’acception  du  mot , 
la  limite  du  rapport. 
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(Test  dans  la  détermination  de  ces  premiers  termes,  pour  chaque  fonction 
donnée  , que  consiste  la  méthode  qu'on  appelle  calcul  différentiel. 

A y A’y 

On  conçoit  que  ces  notations  ^ . . . . , ne  sont  plus  propres 

à représenter  les  limites  des  dcveloppemens  \ on  est  convenu , pour  noter 
ccs  limites , de  changer  partout  A en  d , ce  qoi  donne  ces  équations 
identiques , / • 

d—li 


dr  d’r  d3r 


àxn 


tt  <*"r 

— U y — J-  — y. 
dr 


Puisque  la  limite  n'est  que  le  premier  terme  du  développement  ordonné 
suivant  les  puissances  du  Ax , on  est  naturellement  conduit  n celte  abré- 
viation de  calcul , dans  la  détermination  des  limites  successives  : 

Former  Us  différences  de  tous  les  ordres  de  la  fonction  donnée  , 
mais  en  se  bornant  pour  chacune  d'elles  au  premier  terme  du  dévelop- 
pement , changer  le  A en  d , puis  diviser  par  dx  , dxa . . . . , et  on  a 
les  limites  demandées . 

On  est  convenu  de  nommer  différentielles  successives  d'une  fonction , 
cette  partie  des  différences  de  tous  les  ordres , propie  à donner  les 
limites  y et  dans  laquelle  on  a changé  U signe  A en  d. 

* Les  limites  se  déduisent  donc  des  différentielUs  , en  divisant  celles- 
ci  par  dx  , dx* .... 

Réciproquement , on  repasse  des  limites  aux  différentielUs  , en  con - 
d y dy  d3y 

sidérant  — » — - — » - » etc . , qui  ne  sont  que  des  notations  de 

dx  dx»  dx*  ’ 7 v 

limites  y comme  de  véritables  quotiens , et  multipliant  Us  deux  membres 

des  équations  identiques  (//)  par  dx , dx» , dx3 .... 

Les  f acteurs  de  dx , dxa , dr3 . . . - , dans  les  différentielles  succes- 
sives y facteurs  qui  sont  les  limites  , se  nomment  coefjiciens  différentiels. 

En  partant  de  la  notion  de  limite , on  parvient  facilement  au  coefficient 
différeutiel  du  premier  ordre  des  fonctions  transcendantes.  D’abord  pour  l'ex- 


ponentielle ax  on  fera  le  développement  de  a&x  jusqu’à  la  première  puissance 

A y 

de  Ax  (chap.  IV) , et  on  aura  — - = Aax  -4-  etc.  4 et  , pour  la  limite  , 


dr 

d7 


= Aax  : on  déduira  de  là*  les  coefficiens  successifs  dont  on  reportera 


\ 
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les  valeurs  dans  la  série  de  Taylor , et  on  déterminera  A , comme  nous 
l'avons  fait  ( chap.  IA'  ).  Pour  sin  x , on  aura 

sin  ( x -H  Ax  ) = siu  x cos  Ax  -4*  sin  Ax  cos  x \ 
or,  cos  Ax  = ( i — sin*  Ax  )*  = i — 3 sin*  Ax  — ~ sin*  Ax  .+■  etc.  : 


sin  (x  -4-  Ax  ) — sin  x 
donc  xz  cos  x 


Ax 


sin  Ax  sin  Ax 

— =•  sin  x sin  Ax 


or  , dans  la  limite , Ax  — o , sm  Ax  = o et 
cl  ( sin  x ) 


Ax 

— -f  sin  x . sio*  Ax 
sin  Ax 


sin  Ax 
Ax 


Ax 
-4-  etc.  t 


Ax 


donc 


dx 


On  a cob  x = sin  ^ — — x^  > x étant  la  demi -circonférence  j 

d ( CO»  x ) = d | sin  Ç— x^  j,  = — sin  x . dx. 


donc 


Comme  on  sait  déduire  ia  différentielle  du  logarithme  de  celle  de  l’exponen- 
tielle , et  les  différentielles  de  toutes  lignes  trigonométriques  et  des  arcs 
donnés  par  ces  lignes  de  celles  du  sinus  et  du  cosinus  , nous  nous  borne- 
rons à ce  peu  de  mots  sur  la  différentiation. 

On  pourrait  appliquer  immédiatement  le  principe  des  limites  à la  re- 
cherche des  équations  différentielles. 

Méprenons  à cet  effet  l’équation  ( pag.  66  ), 

y*  — 2 mxy  -f  x’  — as  = o. 

Ecrivant  x -1-  Ax  pour  x , auquel  cas  y , fonction  de  x , devient^-  -4-  Ar , 
l’équation  variée  subsistera  en  même  tems  que  la  proposée , puisque 
x -t-  Ax  n’est  qu’une  autre  valeur  de  x , et  que  y •+■  Ay  est  la  valeur 
de  y qui  lui  correspond  : si  de  cette  équation  vaiiée  , on  retranche  l’équa- 
tion primitive  , et  qu’on  divise  par  A x , ou  trouve 

Av 

( a / + Ay  — a ira  ) — i mAy  + Ax  — 2 my  ■+■  2 Xj=  o. 

Cette-  équation  étant  vraie  pour  toutes  les  valeurs  de  Ax  , puisque  la  pro- 
posée a lieu  pour  des  valeurs  quelconques  de  Ax , on  peut  supposer  que  x 


V 


Va 
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diminue  continuellement  par  roi*  de  division  ; il  tendra  ver*  zéro  ainsi 
que  Ay  , et  on  aura  ainsi  une  suite  d’équations  de  même  forme , dont 
les  premiers  membres  tendent  de  plus  eu  plus  vers  une  limite  qui  cor- 

Ay-  ' o &y 

îesnond  à — = — ’ et  que  nous  noterons  par  — — : on  aura  donc 

1 Ax  o dx 

pour  l’équation  limite 

(y — mx)  — — my  + * = o=  {y  — mx)y'  — my  + x, 
dx 

qui  est  Inéquation  trouvée  ( png.  66).  Elle  est,  en  quelque  sorte,  la  der- 
nière de  la  suite  des  équation*  que  nous  venons  de  considérer. 

Pour  passer  à L'équation  déiijée  du  second  ordre , on  écrira  , dans 
l’équation  aux  différences  trouvée  plus  haut , x -4-  Ax  pour  x , y 4-  Ay 
pour  y , et  on  représentera  par  Ay'  ce  que  devient  Ay  : le  résultat  de 
ces  substitutions  sera 

Ay* 

■j  a [y  •+■  Ay)  4-  A y — 2 m (x  4-  Ax)  J — 2 mAy'-i-  Ax— 2 m(y-+-  Ay) 

-+•  2(x-t-  Ax)  = ol 

or  on  a 

Ay'  — A y = A»/ , d’où  A y'  = A y -h  A1/ , 


Aay4- Ay 

^3(^*4-  Ay)  *1"  Ay  ■+•  Ay— am(x4*  Ax)}  ■ •—  2 ni {Ay  4-  A*y) 

4-  Ax  — ’2w(^4*  A^y)  4*  2 (x  4-  Ax  ) = o ; 
rettoncliant  la  première  équation  aux  différences  et  divisant  par  Ax,  on 
parvient  à cc  résultat 

(v-amx+4^-4mAx)  ^ + (g)’Axv+a(^0-^-^  +>=0i  < 


et  pour  Ax  zx.  o , à celui-ci  , 

v /'Al 


. y 1 ( V Y 


Ay 

2 m t-i=o, 

dx 


c’est-à-dire , 

(y—  1 = °> 

qui  est  l’équation  (3)  (pag.  67). 
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M.  Carnot,  dan*  ses  Réflexions  sur  la  métaphysique  du  Calcul  infini- 
tésimal, où  il  discute  avec  une  rare  sagacité  le»  principe,  de  ce  calcul , observe 
qu’en  vertu  de  la  loi  de  continuité  , les  quantités  évanouissantes  gardent  en- 
core le  rapport  dont  elle»  se  sont  approchées  par  degré»  avant  de  s’évanouir. 

Quelques  personnes  ont  été  d’avis  de  démontrer  d'abord  les  règle»  de  la 
différentiation  des  fonctions  algébriques  et  transcendantes  , après  quoi  elle* 
donnent  le  théorème  de  Tay  or  qui  sert  à effectuer  les  dételoppemrns  en 
série  des  fonctions  dont  on  a déjà  assigné  les  cuefïicien»  différentiels  suc- 
cessifs ; mai»  cette  marche  esige  qu’on  ait  d'abord  établi  cette  proposi- 
tion : toute  / onction  J une  seule  variable , comporte  une  drfjérentielle 
première  de  la  orme  P dx , le  coefficient  P ne  pouvant  devenir  nul  ou  infini, 
tant  que  la  variable  i reste  indéterminée.  Nous  allons  donc  en  donner  la 
démonstration  trouvée  par  M.  Ampère  , professeur  à l’Ecole  Poh  technique  , 
et  simplifiée  par  M.  Binet  aîné,  répétiteur  à la  même  Ecole.  Nos  lecteurs 
jugeront  peut-être  qu’autant  valait -il  commencer  par  le  théorème  de 
Taylor. 

Considérons  une  fonction  y =s,/x  qui  ne  devienne  pas  infinie  et  qui  soit 
soumise  à la  loi  de  continuité  dans  l’intervalle  de  x = a à x = a -f-  b , 
et  soit  b = ni , n étant  arbitraire,  et  conséquemment  i éunt  déterminé  ; la 
f(x+i) — fx  Y —y 

fonction  ; ou  — ne  contiendra  que  la  variable  x ; de 

plus  cette  fonction  ne  deviendra  pas  infinie  et  sera  continue  dans  le  même 
intervalle  , puisqu’il  en  est  ainsi  des  fonctions  V et  y.  Faisons  x successi- 
vement égal  à 


a 

et  soient 

fl  + i, 

a + ai, 

a + 3 / , . , 

...  A + (il—  l)l, 

a “h  b 9 

a. 

Ax , 

A% , 

As , , . 

• • rAn  — I 

B 

les  valeurs  correspondantes  de  y : celles  de  Y ou  / (r  + ï)  seront  visi- 
blement 

At,.  . . . B 


A,, 
d’où  il  suit  que 


As , As , 
Y- y 


deviendra 


A,-A 


As—~A\  afi— cf , 

— : — > — : — 


A^—As 


B — A n — i 


5o 


> 
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ajoutant  ce»  n fraction»,  on  aura  pour  somme  , après  les  réduction*, 

B — si  _ h . On  remarquera  que  — étant  1a 

i ni  b b 

n»r  parue  de  la  somme  des  n fractions  (M),  ces  dernières  fractions  n« 

r . B — A 

peuvent  être  toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes  que  » 

puisque  dans  le  premier  cas  , un  nombre  n de  ces  fractions , ne  pourrait 

B—  A 


foire  une  somme  aussi  grande  que 


et  (pie  , dans  le  second  , il 


ne  pourrait  faire  une  somme  aussi  petite  ; il  fout  donc  que  , parmi  le# 
fractions  (il I) , les  unes  soient  plus  petites  et  les  autres  plus  grandes  que 

'~J*.  J]  suit  de  là  que  i,  n et  b étant  des  quantités  déterminées  , si 
b 

l’on  fait  varier  x di  puis  a jusqu’à  b pr  des  degrés  très -rapprochés , la 

fonction  - — devra  , en  vertu  de  la  loi  de  continuité  supposée  , et  à laquelle 
i 

la  grandeur  est  assujétie  dans  ses  chaugcmens , prendre  toutes  les  valeurs  depuis 
^ jusqu’à  — : il  y aura  doue  d’après  un  théorème  connu 

Y-y  B— A 

et  démontré  ( Alg.,  i".  sect.  ),  une  valeur  de  x qui  rendra  — — = — — • 

Prenons  une  autre  quantité  c < b et  commensurablc  avec  b , en  sorte  que 

b n „ ... 

— = — , ou  que  b étant , comme  on  I a suppose  . — ni , on  ait  c = nu  : 
c nt 

on  démontrera  de  la  même  manière  qu’il  existe  une  valeur  de  x entre 

c et  c pour  laquelle  — — — = — . C étant  la  valeur  de  y qui 

i c 

répond  à x = a -t-  c.  , 

Pi— y 

Les  valeurs  que  reçoit  la  fonction  — pour  les  valeurs  de  x depuis 

* i 

a : = jusqu'à  x = a -+*  b , seront  d’autant  plus  nombreuses  et  plus 

S H v/rt— l «, 

rapprochées  entre  les  limites  et  , qu  ou  aura  pris  1 ac- 

i i 

croissement  i plus  petit  et  n plus  grand , de  telle  sorte  que  in  soit  toi*» 

< b . 

jours  = b : mais  à cause  de  i = — » on  peut  supposer  aussi  i ao 

n 
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«■oissement  i ayant  d’abord  été  pris  très-petit , ne  varie  plus  pendant  que 

b et  n décroîtront,  en  sorte  que  la  première  valeur  - — ——  reste  la 

' i 

même  ; alors , la  dernière  restera  comprise  entre  les  limites  des  valeurs 
Y— y 

précédentes  de  ; — • On  pourra  donc,  en  conservant  la  première  limite 

A,— A 

; • en  rapprocher  indéfiniment  la  seconde. 

..  . B— A At  — A 

Ainsi , — - — est  composé  d une  quantité  invariable  ; indépen- 

dante d et,  et  d'une  autre  quantité  a qui  diminue  indéfiniment  avec  b , 
en  sorte  qu’on  peut  poser 


B-A 


= p + 


p étant  une  fonction  de  a , et  il  est  facile  de  prouver  qu’il  ne  peut  d’ail- 
leurs exister  uhe  autre  fonction  «y  de  a qui  remplisse  la  même  condition  : 
car  si  on  pouvait  avoir 


, B— A 

b 


<7  + 


on  aurait 

p + « = q 4-  $ , 

d’où  l’on  déduirait  nécessairement  p = ij y « = £ ( pag.  469  et  4yo  ). 

Concluons  de  là  que  si  aucune  valeur  de  x depuis  x jusqu’à  x + i ne 
J’Çx  *4*  £ J fx 

rend  Jx  infinie , le  rapport  sera  composé  d'une  fonc- 

tion « qui  décroîtra  indéfiniment  avec  i qui  remplace  b , et  d’une  fonction 
de  x que  nous  désignerons  par  y , fonction  qui  est  le  coefficient  différentiel 

du  premier  ordre  , et  en  même  tems  la  limite  du  rapport  , ou  du 

Ax 

rapport  de  l’accroissement  de  la  fonction  à celui  de  la  variable. 

On  peut  encore  déduire  de  là  une  démonstration  de  ce  théorème  établi 
( PaS-  43a  ) : si  y = fx  ne  devient  pas  injinie  de  x = a à x = a -t-  b , 
et  si  y'  conserve  le  meme  signe , ce  signe  sera  celui  du  rapport  de  lmr 


\ 
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c roisscment  de  la  Jonction  à t accroissement  de  la  variable.  En  effet  , 
a pouvant  être  rendu  aussi  petit  qu’on  voudra  , chacune  des  valeurs  de 
f(x+  i)  —fx 

; = y 4*  a , pour  toutes  les  valeurs  de  x depuis  x 

jusqu’à  x + i , aura  le  signe  de  y qui  sera  celui  de  leur  somme  , et  par 

D-ul 

conséquent  de  - — • 

b 

Lorsqu'on  sait  déjà  former  les  coefficient  difiéreuliels  de  tous  les  ordres 
ou  les  dérivées  successives  d'une  fonction  quelconque  d'uno  seule  variable  , 
on  peut  passer  à la  démonstration  suivante  de  la  série  de  Taylor , don- 
née par  M.  Ampère:  en  partant  de  l’identité 

f(x+i)=y+r'i- 1-  ai  etc. , 

trouvée  ci-dessus  , remplaçant  x -h  i par  h , et  désignant  par  P ce  que 
devient  y'  -4-  a après  la  substitution  de  A — x po.ir  i qui  reste  dans  « ; 
ce  qui  donne 

fh=y+  P (h  — x ) j 

il  prend  des  deux  membres  les  dérivées  successives  , en  ne  faisant  varier 
que  x ; en  sorte  qu’il  obtient 


O -y  P'  (A-x }-  p 

O ex  y -4 -P"  ( A — x)  — ïP 
o = y'"  + P'“  (h  — x ) -yp 
o xzy"  + P"  (A  — x ) — 4P"  ) 
etc. 

conséquemment 


d'où 


rP  = /'  -4-  P'  (A  — x) 

)p'  = ïy’  +|  P"  (A  — x ) 
I P"  = J f"'  •**  \Pm  (A-x) 
[/>'"=i/'  + iP»(A-x) 
etc  : 


fhxsy  + y’  (A  — x)  4-  àr"(A  — *)*+  — (A— x) 


a. 3-4 


yir  ( h — x )<  etc. 


et , à cause  de  h = x ■+■  i , 


f(x+n=y  + y'i+s"  — + y"  — 


4-  etc. 


ee  qui  est  la  série  connue  et  démontrée  de  piqueurs  manières. 
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Les  applications  du  calcul  différentiel  aux  courbes , reposent  sur  le  principe 
suivant. 

Soient  trois  expressions 

^ + il+Cl’  + flj'  + etc.  , 

. A'  + B'  x ■+■  C r’  + l/i>  + etc. , 

A"+  B“x  4-  C x>  4-  D" xl  4-  etc.  , 

telles  que , p ur  toutes  les  valeurs  de  x , les  valeurs  de  la  seconde  se 
trouvent  toujours  comprises  entre  celles  de  la  première  et  de  la  troi- 
sième ; si  ces  deux  dernières  expressions  ont  le  même  premier  terme  , il 
sera  nécessairement  égal  à celui  de  la  seconde  est-à-dire  , qu'ayant 
A = A",  on  en  pourra  conclure  A = A'. 

En  effet , si  l’on  prend  le  rapport  entre  la  première  scric  et  la  troi- 
//  + H i+fr1+  Cr'  + etc. 

sieme  , on  aura  — , fraction  dont  la  li- 

’ A"+  fi'-x  4-  CV>  4-  D"x'  4-  etc.  ’ 

A * 

mite  est  — — = i , parce  que  A ss  A1'  ; mais  puisque  la  seconde  série  est 
y* 

toujours  comprise  entre  celles-ci  qui  tendent  vers  l’égalité  , lorsque  A — A", 
et  que  T va  en  décroissant  , elle  doit  pouvoir  se  rapprocher  indéfiniment 
de  l’une  et  de  l'autre  ) donc , les  rapports  de  ces  trois  séries  prises  deux 
à deux,  doivent  tendre  sans  cesse  vers  l’unité  : et  comme  la  limite  du  rap- 

A A 

port  entre  les  deux  premières  est  — — - v on  doit  a Voir  — — = 1 , d'où 

A A' 

Ae=  A = A". 

On  fait  encore  usage  du  principe  suivant  que  quelques  auteurs  ont 
pris  pour  base  de  la  géométrie. 

a et  b étant  des  quantités  constantes  , a et  fi  des  grandeurs  variables 
qu'on  peut  tendre  aussi  petites  qu’on  veut,  si  l’équation 

a + « = 4 + J, 

doit  avoir  lieu  quelque  petits  que  soient  c et  6 , cette  équation  se  parta- 
gera dans  les  deux  suivantes  , 

a — b , a = S , 

dont  la  dernière  a lieu  pour  tous  les  états  de  grandeur  de  a et  il.  En 
effet  , si  on  supposait 

a — b + k , 
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k cianl  constant , on  «tirait 


Notes; 


a — 6 = C — a = + A,  d'où  j=  t+  i, 

résultat  ahsurdc  , puisque  « décroissant  indéfiniment  suivant  l'hypothèse  , 
il  n’en  serait  plus  de  même  de  f , ce  qui  serait  contre-  la  même  hy- 
pothèse. 


Quadrature  des  courbes  ; 

Fig.  56.  T.’espACE  PMOM'P'  est  toujours  compris  entre  les  rectangles  PMmP’ 
et  PniM'P'  dont  le  ^premier  a pour  expression  PM.  PP'  ty  et  le 
second 

P'M'.  PP'  = (y  4-  --  i 4-  — 4-  etc.')  i: 

V dx  d x»  a J ’ 

• dy 

c’est  donc  entre  ty  et  yi  4-  — — i>  4-  etc. , que  doit  se  trouver  compris 

QX 

le  développement  de  l’aire  PP ’M OM'  : or,  ces  développemens  ont  le  même 
premier  terme  l'y  j il  faudra  donc  , conformément  au  principe  ( pag.  ^69  ) , 
égaler  à iy  le  premier  terme  du  développement  de  l'aire  PP'M'OM  : 
or , en  désignant  par  E l’espace  APM  fonction  de  AP  = z , si  1 de-, 
vient  x 4-  i , E devient 


dE  d*  E s* 

AP  M' MA  — E 4-  — i 4- 

dx  dx*  a 


etc. 


d’oît 


d E d 'E  i * 

PP  'M'OM  = — - t'4 — 4-  etc.  : 

dx  dx1  a 


PP'mM  =yt, 

dE  d’E  « > 

PP'M'OM  — i 4 4-  etc.  y 

dx  dx*  2 


dy 

P P'M' ni  — ri  4-  — — i*  + etc. , 
dx 


et  conséquemment , 


dE 

i— — = ty,  d’où  dE  =y  dx. 
dx 
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Rectification  des  courtes. 

le  triangle  rectangle  MM'm  donne  pour  la  corde  de  l’arc  MOM'  > ^*6’ 
MM'  = \/Mm?  + ~ÂTm  ; 


Or , en  prenant  Mm  = i , on  a 


dr  u-r  i*  , . . 

Mm  = k = ~ i+-r 1-  etc.  — (p  + Pi)i, 

dr  ' ~ 


dx 


dr  d’r  i d5r  i1 

en  dénotant  — - — • par  p , et  — ^ ~ * 7T  + ctc-  P11, 

dr  dr1  a dr3  i.a.3 

D'après  ces  dénominations  9i 

A/A/'  = v//’ -4-  (p-t-  Pi)>  »’  = i v/ 1 + (P  + -P*)5  ! 
menant  ensuite  la  tangente  A//Y , on  trouvera 

dy 

JVm  = y/n  • tang  JS  Mm  = — - — i = pi  , 
dx 

A/AT  = V y/n/  -4-  jV  ni1  = y/ *'»  + p’i"  = i \/ 1 + P’  » 

A/'2Y  = iVro  — A/'m  = — Pi»  , 

d’oii  ou  conclut 

A/jV  4-  /VA/'  _ i yA  + p:  — Pi » _ y/i'A  //'  — Pi 

MM'  ~ ,y/,  + (p-t-Pi)*  \/i  + (p  + P*  )* 

Lorsque  i = O , ce  rapport  devient 

\/ 1 -t-  p’ 

— = I.  t 

Vi+P' 

On  voit  aussi  qu’il  en  est  de  même  du  rapport  entre  l’arc  A/OA/'e t la 
partie  A/2V  de  la  tangente  comprise  entre  les  deux  ordonnées  PM  et 
P'M'y  puisque  l’expression 

MIS i V i + P’ 

MM'  ~ i y r + (p+Pi)» 
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a pour  limite  l’unité  , en  observant  que  cette  circonstance  n’a  lieu  que  parce 
que  les  axes  coordonnés  sont  à angle  droit. 

L’arc  MOM'  étant  toujours  compris  entre  MM*  et  MIS  -4-  JSM\  son 
développement  le  sera  entre  ceux  des  expressions  / 

* [/ i 4-  (p  -4-  Pi)*  et  i {/  t 4 - p*  — Pi*  : 
or 

i 

« [/ 1 4-  ( p 4-  Pi  y = » | ? 4-  p’  4-  a P pi  4-  P’i’  J 2 , 

i 

:=  £ { t 4-  p1  4-  i (uPp  + P’i)}*  > 

= l ( I -4-  p*  ) 1 4-  Çi*  : 


or , ce  résultat  qui  représente  MM ' , avant  le  même  premier  terme  que 
MN  + iVJV',  il  suit  de  ce  quia  été  démontré  (pag.  4&))>  que  le  déve- 
loppement de  l’arc  MOM' , intermédiaire  entre  MM'  et  MIS  4-  JSM\  aura 

également  t \/ 1 + p*  pour  premier  terme  : or , en  désignant  par  s l’arc 
AM,  on  sait  que  s est  une  fonction  de  x,  qui,  lorsque  x se  change  en 
x4-£,  devient 


AM  4-  MOM'  = s 


ds  . d’s  t* 

dx  cLr1  i.a 


etc.  . 


d’où 


d s d’s  «> 

MOM'—  ——  i+~ 

dx  dx“  i.a 


et  conséquemment, 


ds 

dx 


= V/i+p’,  d’où  ii-=|/i4-(-^)*: 


cette  formule  et  la  précédente  ont  été  trouvées  ( png.  o5y  et  i63  ). 

Cubature  des  volumes  de  révolution. 


Pg  Trocver  l'expression  du  volume  ergendré  par  la  révolution  autouf  de 
l’axe  des  abscisses  de  l’espace  APM , volume  qui  est  fonction  de  x.  Soit 
P"  ce  volume  qui  devient  J'  + AK  lorsque  x se  change  en  x 4- 1 : on 
aura  toujours  A y plus  grand  que  le  volume  du  cj  lindre  engendré  par 

1 
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le  parallélogramme  FP'mM , et  moindre  que  celui  du  cylindre  engendré 
par  la  révolution  du  parallélogramme  PP  Afin  : or  en  désignant  parjr  1» 
circonférence  dont  le  diamètre  .=  I , on  a 

vol.  cyl.  PPmM  = *•  Y'  * ) 

vol.  cyl.  PP M'rri  = v (y  ■+■  Ar)>  i = a-  iy'  + a it  iky  + ir  ik*. 
D’aillcura , 

AP  A' P j« 

vol.  de  MPP'M'  = i H — etc.  , 

dx  dxa  a 


donc , d’après  le  principe , 

AV 


dx 


= jry’ , d’où  AP  = sry  ’dx  : 


formule  trouvée  ( pag.  554  )• 

* 

Mesure  des  surfaces  de  révolution. 

Si  on  suppose  que  la  courbe  AMM'  tourne  autour  de  l’axe  des  abscisses  , ®°‘ 

Tare  AM  engendrera  une  surface  conoidique  que  nous  représenterons  par 
surf.  AM  : et  nous  désignerons  par  A surf.  AM  celle  qui  sera  décrite  par 
la  révolution  de  Tare  MOM\  Or,  on  a 

/ 

surf,  arc  MQM'  > surf,  du  cône  trouqué  qui  a pour  côté  corde  MM  ' , 
et  < surf,  du  cône  tronqué  qui  a pour  côté  tang  ÆfiY, 

-4-  différence  des  cercles  concentriques  dont  les  rayons 
sont  PJY  et  P'M'. 

Traduisant  toutes  ces  surfaces  , on  trouve 


§urf.  du  cône  tronqué  de  la  cordeiJfi)f'=  i 14»  m X27 r (*r) 

y. „>]/,.  (ÿ)' 

surf,  du  cône  tronqué  de  tang  MJV  = yxÇy+\.  i i+ 


surf,  du  cercle  PM'  — nr  {y%  ■+■  iky  -4-  k *) 
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lurf.  cercle  •P’N  = it  <| 


. <ir 

jT’+aij'  — -t-  i*( 
dr 


ai 


/d’y'  j»  N 

iff.  de  ccs  deux  surfaces  = tty  [ ■ — . 4.  etc.  1 4-  etc. 

\.d-r*  i.a  / 


diff. 

/ 

àjr  ' d'y  i» 

en  observant  que  k — — — 1 ■+•  1-  etc. 


dx 


dxa  i.a 


Or,  les  surfaces  qui  interceptent  l’aire  engendrée  par  l’arc  MOM\  ont  le 
même  premier  terme  a iriy  , donc  , d’après  le  principe , 


«urf.  arc  MOM'  = 3 ttijr  1 •+■  Ç_~d~') 

= zxyàx  J/ / 1 •+•  = 3 


> observant  qu’on  a trouvé  plus  haut  arc  MOM'  = ds  = dx  v-<gy- 


conséquemment 


surf,  arc  AMr=.  Sar.O'di , 
comme  on  l’a  trouvé  dans  le  texte  (page  336). 

Nous  croyons  en  avoir  assez  dit  pour  mettre  le  lecteur  à portée  d’ap- 
pliquer le  principe  à la  recherche  des  expressions  des  volumes  et  des  aires  ' 
qui  ne  sont  pas  de  révolution  ; et  d’ailleurs  il  trouvera  dans  le  texte  les 
expressions  des  volumes  et  des  aires  limites. 


FIN. 

1 ■ . 


606434 


Digitized  by  Càooglc 


, NOTICE 

; DES 

PRINCIPAUX  OUVRAGES  DE  FONDS 

ET  AUTRES  EN  GRAND  NOMBRE, 

COMPOSANT  LA  LIBRAIRIE  DE  Ve  COURC1ER, 

Imprimeur-Libraire  pour  les  Mathématiques,  la  Marine , les  Sciences 

et  les  Arts , 

RUE  DU  JARDINET,  N»  19,  QUARTIER  SAINT- AN DRÉ- DES-ARCS. 

( CI-DKVAKT  QUAI  DES  r.BAKDS-AUGUSTINS , H*  5~.  ) 

PARIS. 


Mai  1817. 


AVIS.  Indépendamment  des  Ouvrages  portés  sur  le  présent  Catalogue , on  trouve 
à ma  Librairie  un  assortiment  considérable  de  Livres  anciens  et  nouveaux  sur 
toutes  les  parties  des  Sciences  et  des  Arts  en  général , mais  particulièrement  sur 
les  Mathématiques  élémentaires  et  transcendantes , Y Astronomie , la  Marine , 
L Mécanique , l’Optique,  Y Horlogerie , Y Architecture  civile  et  hydraulique  9 
Y Art  Militaire , la  Physique , la  Chimie , la  Teinture  , la  Minéralogie , 
Y Histoire  naturelle , les  Belles- Lettres , etc.,  etc. 

Ces  Ouvrages  sont  en  partie  détaillés  sur  mon  Catalogue  général,  que  y enverrai 
gratis  aux  personnes  qui  m'en  feront  la  demande. 

( Les  Lettres  non  affranchies  ne  me  parviennent  pas.  ) 

Nota.Tous  les  prix  marqués  sur  le  présent  Catalogue  sont  ceux  deParis  et  broches ; 
ica  personnes  qui  désireront  recevoir  les  Livres  francs  de  port  par  la  poste,  ajou- 
teront un  tiers  en  sus.  ( Les  Ouvrages  reliés  et  cai  tonnés  ne  peuvent  être 
envoyés  par  cette  voie.) 

• ADET.  Leçons  élémentaires  de  Chimie , in-8. , 6 fr. 

ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES  pures  et  appliquées,  rédigées  parM.  Ger- 
gonne,6vol.  in-4. , 108  fr. 

( V oyez  k la  fin  du  Catalogne.  ) 

ANNUAIRE  présenté  au  Roi  par  le  Bureau  des  Longitudes  de  France,  pour  1817, 
in-18.  ( Cet  Ouvrage  parait  tous  les  ans.  ) 1 fr. 

AZEMAR  et  GARNIER.  TRISECTION  DE  L’ANGLE,  suivie  de  Recherches 
analytiques  sur  le  même  sujet,  in-8.,  1809.  2 fr.  5o  c. 

BAGOT.  Tables  analytiques  des  Calculs  tV intérêts , etc.  3 fr. 

BAILLY.  HISTOIRE  DE  L’ASTRONOMIE  ANCIENNE  ET  MODERNE, 
dans  laquelle  on  a conservé  littéralement  le  texte,  en  supprimant  seulement  le$ 
calculs  a us  ira  iis,  les  notes  hypothétiques,  les  digressions  scientifiques  j par  V.  C. , 
2 vol.  in-8.  9 fr. 

( Cet  Ouvrage  sc  donne  trèp  souvent  pour  prix  dans  1rs  Lycées.  ) 

BARRUEL,  cx-Professeur  à l'Ecole  Polytecliuiquc.TABLEA,Vl;X  l)E  PHYSIQUE, 
ou  Intioduction  h cette  science,  à l’usage  des  Elèves  de  l’École  Polytechnique j 
nouvelle  édition,  entièrement  refondue  et  augmentée,  grand  in-4.,  cart.  10  fr. 
lUCRLINGHIERl.  Examen  des  opérations  et  des  travaux  de  César  au  siège 
tl’AIcxia,  etc.,  iu-8. , 1812.  " 3 fr» 
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36  fr. 
ai  fr. 
France. 


( 2 ) 

BERNOULLI,  f Jonnnis  ) Opéra,  4 vol.  in-j. , 

BERNOULLI-  (Jacobi)  Opéra,  a vui.  in-4- 

Ars  cnnjcclandi , in-4. 

BERTHOUD.  Mécanicien  «le  la  Maiine,  Membre  de  l'Institut  de 
ŒUVRES  SUR  L’HORLOGERIE,  savoir: 
f.  L’ART  DE  CONDUIRE  ET  DE  REGLER  LES  PENDULES  ET  LES 

MONTRES,  quatrième  édition,  augmentée  d’une  planche,  et  de  la  manière 
de  tracer  ta  ligue  méridienne  du  terns  mojcii.  Paris,  i8ti,  vol.  in-ia, 
avec  5 pl.  a fr.'  5o  c. 

a».  ESSAI  SUR  L’IIORLOGERIE,  dans  lequel  on  traite  de  cet  art  relativement 
fi  ï’usare  civil , h l’ Astronomie  et  à ia  TVo  igatiou  , avec  38  pi. , a vol.  in-4.  36  fr. 

3». 'HISTOIRE  DE  LA  MESURE  1)L  TENUS  PAR  LES  HORLOGES. 

Paris.  1803,  a vol.  in-4.  , avec  ao  «I.  mavéer.  36  fr. 

4°.  TRAITÉ  DES  HORLOGES  MARINES,  contenant  la  théorie,  la  construc- 
tion , la  main-d’œuvre  île  ces  machines,  et  la  manière  de  les  éprouver,  un 
gros  vol.  in-4..  avec  a"  ni.  ai  IV. 

* " WÎISSEMENS  SUR — - 


5°.  ECLAIR!.. 


L’INVENTION  , la  théorie  , la  construction 


epi  . . , 

nation  clos  longitudes  en  mer  par  la  mesure  du  teins,  servant  ae  suite  h VEssair 
sur  r/1  trlagene,  cl  au  Traite  t les  Horloges  marines , etc.,  i r.  in-i.  6 fr. 

6°.  LES  LONGITUDES  PAR  LA  MESURE  DU  TEMS,  ou  Méthode  pour 
déterminer  les  longitudes  en  mer,  avec  le  secours  de»  horloges  marines,  i v. 
in*.{.  t)  fr. 

7®.  DE  LA  MESURE  DU  TEMS,  ou  Supplément  au  Traite  des  Horloge# 
marines  et  h l’Kss.ii  sut  l'Horlogerie,  contenant  le»  principes  «le  construction  , 
d'exécution  et  d’epreuves  des  imites  horloges  à longitudes,  portatives,  et  l'ap- 
plication  des  memes  pcincipcs  de  construction,  etc.,  aux  montres  de  poche,  ctc.f 
un  vol.  in-4»  avec  1 1 planrh.  un  taille-douce.  18  fr. 

8°.  TRAITE  DES  ViONTRES  A LONGITUDE.S,  contenant  la  description 
et  tous  le»  détails  de  main-d'œuvre  de  ccs  machines,  leurs  dimensions,  la  ma- 
nière de  les  éprouver.,  etc. 

çf.  Suite  du  TRAITE  DES  MONTRES  A LONGITUDES,  contenant  la 
construction  des  Montres  verticales  portatives  et  celle  des  Horloges  horizontales, 
pour  servir  dans  les  plus  longues  traversées,  un  vol.  in  j.  avec  deux  planche# 
en  taille-douce. — Pria • de  ces  deux  tient iers  volumes  réunis  en  un  seul,  24  fr. 

*o°.  Supplément  au  TRAITÉ  DES  MONTRES  A LONGITUDES,  suivi  de 
la  Notice  des  recherches  de  l’Auteur,  depuis  1752  jusqu’en  1807.  C)  fr. 

BER  I RAN  D.  Développement  nouveau  de  la  partie  élémentaire  des  Mathema- 


778,  2 vol.  in-4- 


33  fr. 


tiques.  Genève,  . . , , ... 

BEXON.  APPLICATION  DE  LA  THEORIE  DE  LA  LEGISLATION 
PENALE  , ou  Code  de  la  fSArcté  publique  et  particulière  , fondé  sur  les  règle* 
<le  la  morale  universelle,  sur  le  droit  des  gens,  ou  primitif  des  sociétés,  et 
sur  leur  droit  particulier  dans  l’état  actuel  de  la  civilisation,  rédigé  en  Projet 
pour  les  Etats  de  Sa  Majesté  le  Roi  de  Bavière,  dédié  à Sa  Majesté,  et  im- 


prime avec  son  autorisation, 

fcEZOU'1 


un  vol.  in-fo).  , 1807. 


T.4  COURS  COMPLET  DE  MATHEMATIQUES  à l’usage 
c,  de  l’Artillerie  et  des  Elèves  de  l’Ecole  Polytechnique,  en 

r.lî.î mu  1? 1 r. A.. 


36  fr. 
de  I* 

Marine,  de  l’Artillerie  et  des  Elèves  de  l’Ecole  Polytechnique,  en  6 vol^ 
iu-8. , édition  revue  et  augmentée  par  MM.  Reynnud,  Examinateur  des  Can- 
didats de  l’École  Polytechnique;  Garnier , ex-professeur  à l’Ecole  Polytechnique, 
ctllossel,  Membre  de  l’Institut.  29  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément,  savoir  : 

—ARITHMETIQUE,  AVEC  DES  NOTES  fort  étendues,  et  des  Tables  d« 
Logatithmps,  etc. , par PiETWAüd, huitième  édition,  1816,  1 vol.  in-8.  3 fr. 

—GEOMETRIE,  AVEC  DES  NOTES  Ion  étendues,  par  Rf.ynaud,  1812.  5 fr. 

— ALGÈBRE  DE  BEZOUT  et  application  de  cette  science  à l’Arithmétique 

et  h lu  Géométrie.  Nouvelle  édition,  avec  des  Notes  fort  étendues,  par  Reynaud, 
in-8.  ,1812.  Sfr. 

- — MECANIQUE  , nouvelle  édition,  revue  et  considérablement  augmentée,  par 
JM.  Garnier , 2 vol.  in-8.  10  fr. 

— ■ TRAITÉ  DE  NAVIGATION,  nouvelle  édition,  revue  et  augmentée  d# 
Notes,  et  d’une  Section  supplémentaire  ou  l'on  donne  la  manière  de  faire  Icf 
Calculs  des  Observations,  avec  des  nouvelles  labiés  qui  les  facilitent;  par  M.  do 
Rosse! , Membre  de  l’Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes,  ancien  Capitaine 
de  Vaisseau,  etc.  Novembre  1814,  un  vol.  in-8.  , avec  10  planches.  6 fr. 
Cette  édition  du  Cours  de  Mathématiques  de  Jjezout  est  la  plus  correcte  et  la 

plus  complète  de  toutes  celles  qui  ont  paru  jusqu’h  ce  jour. 


IilCQU 


Vu  Calcul  des  Probabilités , iu-8, 


a fr.  5o  ç. 
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Boileau.  Art  poétique, 
BORDA.  TABLES  Tl 


C!i.  Bord;»,  remues, 
l'Imprimerie  de 


C3> 

WOT  , Membre  (le  l'Institut,  etc.  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE D’ASTRONO 
MIE  PHYSIQUE,  destine  à renseignement  daus  Je*  Lycées,  etc.,  3 voL 
in-8.,  t8io.  , " a5  fr. 

— — ESSAI  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  appliquée  aux  Courbes  et  aux 
Surfaces  du  second  ordre,  in-8. , 5e  édition  , i8i3.  5 lr.  5o  c. 

• P11Y S1QL E MLCANIQLE  de  Fischer,  traduite  de  l'allemand,  in-8., 

édition (>  Irl 

—-TABLES  B AR O M ÉTRIQUÉS  portatives,  donnant  la  différence  de  niveau 
par  une  simple  soustraction  , in-i?. *  1 i fr.  fin  cT- 

—— -E.Ÿf/iiàtu  lliistoirc  generale  des  Sciences  pend.iiri  la  i évolution,  in-8.,  i fr.  5o  c. 
BLAVIER.  Nouveau  lïtrn'jne,  ou  Comptes  l'an»  en  in  tes  , sous  et  francs,  suivi 
d'un  Barrême  pour  les  Mesures,  iu-8.  * ] " 7 fr.' 

BOILEAU  et  Al  DI  BOIT-  BAKRÉME  GENER  AI< , ou  Comptes  faits  de  tout 

ce  qui  concerne  1rs  nouveaux  p»c!s,  mesures  et  monnaies  de  la  France;  suivi 
d un  Vocabulaire  des  diiicieiis  pools  , iiiesnies  et  monnaies,  faut  français  qu’é- 
trangers, compares  avec  ceux  de  Paris,  uu  vol.  de  q8o  pages,  m-8.,  'broché  , 

6 ira 

traduit  en  yers  latins  par  Paul,  in-8.  5 fc. 

R1GONOMETRIQUES  DÉCIMALES,  calculées  par 

augmetm ei  publiée»  par  J.  B:  ir_Dclaoibfé.  Paris , dt 
la  République,  an  IX  , in-}.  la  fr* 

BOSSU  T.  iiistmre  generale  tics  Mathématiques , depuis  leur  origine  jusqu  à 
L>nnc<i  »«»»8  , a vol,  in  b- , iSio.  îa  TE 

— — Saggiu  tulla  Stnria  generale  délié  Matcniaticbe,  prima  cdizionc  italiana,  coq 
nflcssioru  cd  agginate  di  (*regorin  Eout-ua.  Mil  .no,  4 vol.  111-8.,  l*r.  i5  fr. 
bolcharlat;  p*  (desseur  de  Mat héuia tiques  transcendantes  aux  Jv.oles  mi- 
Jiiain y , Docteur ■ ês-Scicnces,  etc.  THÉORIE  DES  COURBES  ET  DES  SUR- 
FACES DU  SECOND  ORDRE,  précédée  des  piineipcs  fondamentaux  de  la 
Géométrie  analytique,  seconde  edit.  , augmentée,  in-8..  b fr« 

KEÉMEAS  DH  CA1.CLL  DIKFKKEMTEL  ET  DE  CALCUL  ENTÉ- 

GRAL,.  in  8.,  i8«4.  , 4 fr.  5o  c. 

- — ÉLEMENS  DE  MECANIQUE,  k-8.,  181  5.  CT?. 

BOUCHER.  Institution  au  Droit  rua  n urne , etc.,  Ouvrage  utile  aux  marins,  ne* 
gocians,  etc.,  etc.,  1 vol.  in-4.  18  fr. 

BO U < Tl ESEICHE.  Notions  élémentaires  de  Géographie;  Ouvrage  qui  a etc 
juge  propre  â l'iiistruetiou  publique,  quatrième  édition , considérablement  ni  g- 
mcntie,  in- ta,  18m).  a fr.  5o  c. 

BOlILLON-LAGRANGE.  Manuel  d'un  Cours  île  Chimie , ou  Principes 
théoriques  et  pratiques  de  celte  science,  avec  7 tableaux , a3  planches,  et  la  série 
des  expériences  faites  à l’Ecole  Polytechnique , 3 val.  in-8. , 5ti  édition,  ao  ir* 

» Manuel  du  Pharmacien  . iu-8. , seconde  édition.  6 fr.  5n  ». 

BOURDON.  THÈSE  DE  MÉCANiOLÉ  qui  a clé  soutenue  le  g Mars  1S1 1 
«levant  la  faculté  des  Sciences  de  iXnis,  suivie  du  l’i  1 ■gramme  île  la  Thèse 
d'Astronomic  qui  a été  soutenue  le  a5  Mar#  1811,  devant  la  même  Facilite, 
in-4.  ^ 2 Ir.  5l>  c* 

BREISLACK.  Introduction  h la  Géologie , traduite  de  l’italien  par  Bernard  f 

1 vol  in-8.,  181a.  7 fr. 

BR1SSON.  Pesanteur  spécifique  des  Corps.  Ouvrage  utile  à l'Histoire  naturelle, 
aux  Arts  cl  au  Commerce,  1 vol.  in*4-  avec  planches,  i5  fr. 

*— Dictionnaire  raisonné  de  Physique , (i  vol.  in-3.,  et  atlas  in-}.  3f>  fr. 

BU  DAN*  Nouvelle  Méthode  pour  la  résolution  des  Equation#  numériques  d’un 
degré  Quelconque,  d'après  laquelle  tout  le  cal. Mil  exige  pouf  cette  résolution  »« 
réduit  a Remploi  des  deux  premières  règles  de  Pûiilbineiiquc  , in  }-  1807.  5 ir* 
BULL1ARD  Histoire  des  Piaules  veneueuses  ci  suspectes  de  la  France,  un  vol- 
in -8.  , nouvelle  édition.  4 lr«  5o  c. 

BLQUOY.  Exposition  d’un  nouveau  principe  de  Dynamique , in  } » <8i5. 

' . a lr.  c. 

BURCKHARDT,  Membre  de  l’Institut  et  du  Bureau  dos  Longitudes  de  France. 
TABLE  DES  DIVISEURS  POL  R TOUS  LES  NOMBRES  DU  i‘«\  a*, 

et  3e  Mil. LION,  avec  les  Nombres  premiers  qui  s’y  trouvent,  1 vol.  grantl 
in~4A  papier  vélin,  1817.  3fi  fr. 

Nota  Chaque  million  se  vend  séparément,  savoir  : le  i*r  million  i5  fr. , cr  les  a» 
et  3e  million,  chacun  ta  fr. 

TABLÉS  DE  LA  LUNE,  Ouvrage  faisant  partie  des  Tables  astronomiques 

puhléi-s  parle  Bureau  des  Longitudes in-}. , iota.  8 lr. 

ÇÀGNOLI.  TRAITÉ  DE  TRIGuNOMETHIE,  irad  de  l’ilalieo  par  M.  Choiriprc, 
4ICUÛCWC  ediiiou , mue  et  coiuiduitUuudU  au^tuvuK*»  lu'4';  >*>uô.  lr. 


CANARD.  Traité  élémentaire  du  Calcul  des  inéquations , in-8. , ï,8o8.  G fr. 

CARNOT,  Membre  ck*  l'Institut  et  de  lu  Legion-d'Honneur.  GÉOMÉTRIE  DE 
POSITION,  in-4- , papier  vélin,  i8o3.  18  fr. 

Idem  , grand  papier  vélin.  36  fr. 

— — Mémoire  sur  la  relation  qui  existe  entre  les  distances  respectives  de  cinq 
points  quelconques  pris  dans  1 espace,  suivi  d'un  Essai  sur  la  théoiic  des  Trans- 
versales , in*4  • » 1 806.  5 fr. 

DE  LA  DEFENSE  DES  PLACES  FORTES,  Ouvrage  compose  par  ordre 

du  Couverncineut,  pour  l'instruction  des  Elèves  du  Corps  du  Géuie,  2e  édition  , 
1811,  in-8.  _ 6 fr. 

— Le  même  Ouvrage,  troisième  édition  , considérablement  augmentée,  un  vol. 

in-4-  avec  11  planches  lies  bien  ciavécs , 1812.  , , 24  fr. 

DE  LA  CORRELATION  DES  FIGURES  DE  GEOMETRIE.  Paris, 

an  q,.  in-8.,  grand  papier.  3 fr. 

— - REFLEXIONS  SLR  LA  MÉTAPHYSIQUE  DU  CALCUL  INFINI- 
TESIMAL, seconde  édit.,  i8i3.  3 fr.  5o  c. 

Exposé  de  sa  conduite  politique , depuis  le  1er  juillet  1S14,  in-8.,  i8i5. 1 fr.  25c. 

CARTE  BOTANIQUE  de  la  Méthode  naturelle  tic  Jussieu,  in-8. , et  4 table jux, 
format  atlantique.  6 fr. 

CH  A MRÜN  -DE-MONTAUX.  Traité  de  la  Fièvre  maligne  simple , et  des  Fièvres 
compliquées  de  malignité,  A vol.  in-12.  10  fr. 

CHANTREAU.  Histoire  de  France  abrégée  et  chronologique,  depuis  la  première 
expédition  des  Gaulois  jusqu'en  septembre  1808, etc. , 1S08,  2 vol.  in-j.  16  fr. 

— — J 'ablettes  chronologiques  et  documentaires  pour  servir  h l'étude  de  l'Histoire 
civile  cl  militaiic  delà  France,  depuis  l'arrivée  de  Jules-César  dans  les  Gaules 
jusqu ’h  nos  jours,  etc.,  in-8.  4 fr. 

CHLADN1,  Docteur  en  Philosophie  et  en  Droit,  Membre  de  la  Société  royale 
d'Harlem  , de  la  Société  «les  Scrutateurs  de  la  Nature  de  Berlin  , Correspond 

. dant  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg,  etc.  TRAITE  D'ACOUSTIQUE , 
avee  8 pl.,  in-8.  , 1809.  7 fr.  5o  c. 

CHOMPRE.  Méthode  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple  d'enseigner  h lire,  in-S., 

1813.  , 1 fr.  26  c. 

CHORON,  Correspondant  de  lTnslitm.  METHODE  ELEMENTAIRE  DECOM- 
POSITION, où  les  préceptes  sont  soutenus  d’un  grand  nombre  d'exemples  très 
clairs  et  fort  étendus,  et  M'aide  de  laquelle  on  peut  apprendre  soi-méme  à composer 
toute  espèce  de  Musique;  traduite  de  l'allemand  de  Al  Inédits  berger  (J.  Gcorg.)  , 
Organiste  de  la  Cour  de  Vienne  , etc.  , et  enrichie  d'une  Introduction  et  d’un 
grand  nombre  de  Notes,  par  A.  Cboion,  2 vol.  in-8.,  dont  un  de  Musique, 

1814.  :2  fr. 

{CHRISTIAN.  DES  IMPOSITIONS  et  de  leur  influence  sur  l'Industrie  agricole 

manufacturière  et  commerciale,  et  sur  la  prospérité  publique,  it;-8. , 1814* 

, , 2 fr.  5o  c* 

CLAIRAL'T.  ELEMENS  D'ALGF.RRE,  sixième  édition,  avec  des  Notes  et  des 
Additions  liés  étendues  , par  M.  Garnier  , précédé  d’un  Traité  d'Aritlunétiquc 
parThévcueau  , et  une  Insuuctiou  sur  les  nouveaux  poids  et  mesures  , 2 vol.  in-8., 
1801.  . q fr. 

•—  THEORIE  DE  LA  FIGURE  DE  LA  TERRE , tirée  des  principes  de  l'Hy- 
• di  os  la  tique  , in-8.,  deuxième  édi  lion  , 1S08.  10  fr. 

COND1LL AC.  Langue  dès  Calculs,  in-S.  5 fr. 

— Le  meme  ouvrage,  2 vol.  in-12.  4 fr* 

— — Grammaire  française , 1 vol.  in-12.  2 fr. 

i des  décisions 
i5  fr. 

Ouvrage  posthume, 

deuxième  édition  , in-12.  1 fr.  5o  c. 

CONNAISSANCE  DES  TEMS  ù l'usage  des  Astronomes  et  des  Navigateurs  , 
publiée  parle  Bureau  des  Longitudes  de  France,  pour  l'année  1817,  avec  Addi- 
tions, broclic.  6 fr. 

-■  ■ Id. , pour  l’année  1817,  sans  Additions.  4 fr* 

- — Jd. , pour  l'année  1818,  avec  Additions.  o fr. 

1 id.y  pour  F année  1818,  sans  Additions.  4 fr* 

--  - Jd. , pour  l'année  1819,  avec  Additions.  u fr. 

- ■■■  Id. , pour  Paume  1819,  sans  Additions.  4 fr* 

On  peut  se  procurer  la  Collection  complète  ou  des  années  séparées  de  ect 

Ouvrage , depuis  1760  jusqu?  à ce  jour . 

ÇORDIER^  ( Edmond) , Instituteur.  L’Abeille  française,  2 vol.  in-8.  C fr. 


CONDORCET.  Essai  sur  l'application  de  l'Analyse  aux  probabilités  t 
rendues  ù la  pluralité  des  voix,  1 vol.  in-4. 

— — - Moyen  d'apprendre  à compter  sûrement  et  avec  facilité  ; Ouvrât 
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CORDIER.  Memorial  de  Théodore*  in-8.  i fr.  7$  <ïv 

— — Préparation  a l'étude  de  la  Mythologie , in  -S. , t8ro.  3 fr.. 

COUSIN.  TRAITÉ  ELEMENTAIRE  «1er  Analyse  mathcmaiiqnc  on  d’Algèbre , 
in*8.  . . 4 fr.  5o  c. 

TRAITE  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  et  intégral,  7 roi.  in-j. , G ni.  21  fr. 

D’ABREU.  PRINCIPES  MATHEMATIQUES  de  feu  Joseph-Anastasc  d.i  Cunha , 
Professeur  h P Université  de  Coimbrc  (comprenant  ceux  île  l'Arithmétique , de 
Ja  Géométrie , de  l'Algèbre,  de  son  application  h la  Géométrie,  et  du  ('«aïeul 
différentiel  et  intégral  ),  traites  d'une  manière  entièrement  nouvelle  , traduit  litté- 
ralement du  portugais,  in-8. , 181G.  5 fr. 

D’ALKMBERT.  ( Collection  complète  de  scs  ouvrages  sur  les  Mathématiques.  ) 

D’ARÇON.  De  la  force  militaire  considérée  dans  ses  rapports  conservateurs,  un 
vol.  in-8.  3 fr. 

DA  U BE.  Essai  d'idéologie , in-8.  ■ \ fr. 

D’AUBUISSON.  Mémoire  sur  les  Basaltes  de  la  Saxe*  accompagne  d’obser- 
vations sur  l’origine  dos  Rasaltcs  en  général , lu  à la  Classe  des  Sciences  physiques 
et  ma  thématiques  de  l'Institut  national,  an  XI , in  8.  3 fri 

DAULNOY.  Calcul  des  Int  ércts  de  toutes  les  sommes  h tous  les  taux,  et  pour 
tous  les  jours  de  l'année , etc.  ^ 1 fr.  80  c. 

DÉFENSE  D’ANCONE  et  des  Dcprrtemens  romains,  le  Tronto,  le  Musone  et  la 
Met  mro,  par  le  général  Monnicr,  aux  années  7 et  8,  a vol.  in-8.  10  fr. 

DELAIS  I RE  , ancien  Professeur  h l'École  Militaire  de  Paris.  Encyclopédie  de 
V Ingénieur , ou  Dictionnaire  des  Ponts  et  Chaussées,  3 vol.  in-8.,  avec  un  vol. 


le  pl 


wf  ri «ci 

>1.  , in 


ï 


4»  fri, 


DEL  AMBRE,  Secrétai  rc  perpétuel  de  l’Institut , Membre  de  la  Légion-d' Honneur, 
Trésorier  de  l'Université  royale  de  France,  etc.  TRAITÉ  COMPLET  D’AS- 
TRONOMIE THÉORIQUE  ET  PRATIQUE,  3 vol.  i 11-4. , avec  99  pbneh./ 

1814.  Go  fr. 

Nota.  Cet  ouvrage  est  sans  contredit  le  meilleur  Traité  d'Astrortomic  et  le 
plus  complet  qui  ait  encore  paru  ; il  remplace  celui  de, La  lande  qui  est  épuisé. 

Abrégé  du  même  Ouvrage,  on  LEÇONS  ELEMENTAIRES  D'ASTRO- 
NOMIE THÉORIQUE  ET  PRATIQUE  données  an  College  de  France  , 
un  vol.  in-8.,  avec  ?4  planch.,  i8i3.  10  fr. 

MÉTHODES  ANALYTIQUES  pour  I2  détermination  d’un  arc  du  Méridien. 

Paris,  an  7,  in*l  6 fr. 

TABLES  ASTRONOMIQUES  publiées  par  le  Bureau  des  Longitudes  de 

de  France.  Première  partie.  Tables  au  Soleil  par  M.  Delarnbre  ; Tables  de  la 


. Première  partie,  Ta! 

Lune  par  M.  Biirg,  in-£.  » t8o6.  18  fr. 

TABLES  ASTRONOMIQUES  publiées  par  le  Bureau  des  Longitudes  de 

France:  nouvelles  Tables  de  Jupiter  et  de  Saturne  calculées  d'après  la  théorie 
de  M.  Laplacc,  et  suivant  la  division  décimale  de  l’angle  droit , par  M.  Bouvard, 
in-i.  C)  fr. 

TABLES  ASTRONOMIQUES  du  Bureau  des  Longitudes;  Tables  cclip- 

tiqnes  des  Satellites  de  Jupiter,  d’après  la  théorie  de  M.  Laplacc  et  la  tonalité 
des  observations  faites  depuis  16G2  jusqu'à  l'an  1802,  par  M.  Delarnbre,  in-4. , 
1817.  9 fr. 

TABLES  DE  LA  LUNE  (voyez  BURCKHARDT.  ) 

Basets  du  Système  métrique , 3 vol.  in-i.  ( Voyez  BORDA.)  GG  fr.  . 

DELAMKTHF.RÏE , Professeur  nu  College  de  France,  Rédacteur  du  Journal  de 
Physique,  etc.  CONSIDERATIONS  SUR  LES  ETRES  ORGANISÉS,  3 vol. 

in-8.  ^ . 12  fr. 

— DE  LA  PERFECTIBILITE  et  de  la  dégénérescence  «des  Etres  organisés , 
formant  le  tome  3e  des  Considérations  sur  les  Êtres  organisés,  1 vol.  in-8.  G fr. 

DE  LA  NATURE  DES  ETRES  EXISTAIS , t vol.  in-8.  6 fr. 

— LEÇONS  DE  MINERALOGIE  données  au  Collège  de  France  , 3 vol.  in-8., 

1813.  * , 14  fr. 

LEÇONS  DE  GEOLOGIE  données  au  College  de  France,  3 vol.  in-8., 

î8tG.  * , 18  fr. 

DELAU.  DECOUVERTE  DE  L’UNITÉ  et  généralité  de  principe,  d'idée  «*t 
d’exposilicn  delà  Science  des  Nombres,  son  application  positive  et  régulière  à 
l'Algèbre , à la  Géométrie,  et  surtout  à la  pratique,  aux  dévcloppcmcns  et  à 
l’extension  dn  précieux  système  décimal,  etc.  3 fr. 

DELUC.  TRAITÉ  ELEMENTAIRE  DE  GÉOLOGIE,  in-8..,  1809.  5 fr. 

D ES.T  U TT-TR  AC  Y , Pair  de  France,  Membre  de  l’Institut.  ÉLÉMENS  D’I- 
DEOLOGIE, 4 roi.  in-8.  32  fr. 

— — IDÉOLOGIE  proprement  dite,  in-8. , 2«  édition-  5 lr- 
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JïESTUTT -TRACY.  GRAMMAIRE,  in-8.  S (t. 

LOGIQUE,  in-8.  , 6 fr. 

TRAITE  DE  LA  VOLONTE  ET  DE  SES  EFFETS,  et  5«  Partie», 

in-8.,  iSi5.  6 fr, 

— - — PRINCIPES  LOGIQUES,  ou  Recueil  tic  faits  relatifs  h l'intelligence  humaine, 
in-8.  , 1817-  ...  3 fr, 

DF.  VELE  Y.  ÉLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE,  arec  figures  , seconde  édition  , in-8., 
1816,  6 fr, 

«—  Physique  d'Emile , in-8.  4 fr. 

J't  mitres  eu  verge  s ait  même  Auteur. 

DIEl  DO^JNÉ^flUEBAULT , Proviseur  du  Lycée  de  Versailles.  GRAMMAIRE 
PHILOSOPHIQUE,  on  la  Métaphysique , la  Logique  en  uu  seul  corps  de  doc- 
trine, a vol.  in-8.  7 fr. 

1 Traité  du  Strie  1 vol.  in  S.  . o fr. 

DION!S.«DL -SEJOUR.  TRAITE  DES  MOUVEMENS  APPARENS  DES 
CORPS  CÉLESTES,  a vol.  in-4-  4^  fr. 

— Essai  sur  les  Phénomènes  , etc. , in-8,  6 fr. 

DR  U ET,  Mémoire  sur  differentes  question»  relatives  h la  Physique  generale,  in-8., 

181 1.  1 fr.  a5  c. 

DUBOURGUET.  Traité  de  Navigation  , Ouvrage  approuve'  par  Flrtstitnt  de 
France,  et  mis  à la  |K>rte:c  île  tons  le»  Navigateurs,  , in-j. , avec  figures  e| 
tableaux,  „ du  fr. 

— Traités  élémentaires  de  Crlcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral , indi  pen- 

dan»  de  toutes  notions  de  quantités  infinitésimales  et  de  limites  ; Ouvrage  mis  à 
ia  portée  des  Cmuniençans , et  où  se  trouvent  plusieurs  nouvelle»  théories  et  mé- 
thodes tort  simplifiées  d’intégraliou»,  avec  des  applications  utile»  aux  progrès  des 
Scienco»  exactes  t a vol.  in-8.  16  fr* 

DUCHATELET.  Principes  mathématiques  de  la  Philosophie  naturelle,  3 vol. 

in-4.  ^ ^ 2}  fr. 

DUCREST.  l ues  nouvelles  sur  les  Coui ans  d'eau , la  Navigation  intérieure  et 
la  Marine  , in-8. , i8o3.  4 H* 

DUFREÜNE.  Bar  rente,  ou  Comptes  faits,  pour  les  achats  et  ventes  d’eau-de-vie, 

DUPIN,  Cap.itaine  du  Génie  maritime,  etc.  DÉVELOPPEMENT  DE  GÉO- 
MÉTRIE , avec  des  applications  h la  stabilité  des  vaisscanx,  aux  déblais  et  rem- 
blai» , au  défiieipen t , a l'optique,  etc.  , pour  faire  suite  il  la  Gcomrtric  descrip- 
tive et  h la  Gépmclvif  analytique  de  M.  Monge,  in-i- , avec  plaocb.,  1 8 « 3.  i5  fr. 
ESSAIS  SUR  DEMOSTHÈNES  et  sur  son  éloquence,  contenant  une  tra- 
duction de»  Harangues  pour  Olynthe,  avec  le  texte  en  regard;  des  considérations 
8tir  le»  beau  tes  des  pensées  et  du  style  de  l’Orateur  athénien,  iu-8. , i8i4«  4 fr* 

— - ■ Du  rétablissement  de  V Academie  de  Marine , io-S. , i8i5.  1 fr.  5o  c. 

Tableau  île  T Architecture  navale  militaire , analyse,  etc.,  in~4*»  i8r5. 

, 1 ir.  5o  c. 

DUPUIS.  MEMOIRE  EXPLICATIF  DU  ZODIAQUE  chronologique  et  my- 
thologique, Ouvrage  contenant  le  tableau  comparatif  des  maisons  île  la  Lune 
cher.  les  différens  peuples  de  l'Orient,  et  celui  de»  plus  anciennes  observations  qui 
s'y  lient,  d'après  les  Egyptiens,  les  Chinois,  les  Perses,  les  Arabes,  les  Chal- 
décxis  et  les  Calendriers  grecs  , in-4. ,,  180G.  6 fr, 

DUPUIS.  ANALYSE  RAISONNEE  DE  L’ORIGINE  DF.  TOUS  LES 
CULTES,  ou  Religion  universelle  ; sur  l'ouvrage  publié  en  l’an  III,  vol.  in-8.  3 fr. 
DURAND.  Statique  élémentaire,  00  Essai  sur  l’état  géographique,  physique  et 
politique  de  la  SW^cj  Ouvrage  consacre  à l'instruction  de  la  jeunesse,  \ voL 
111-8.  ^ . ia  fr. 

DUTENS.  Analyse  raisonnée  des  principes  fondamentaux  de  l'Economie  politique, 
in-8.  o fr. 

DUVILLARD.  RECHERCHES  SUR  LES  RENTES,  les  Emprunts,  etc.,  in-4.  , 

G fr. 

ANALYSE  ET  TABLEAU  de  l'influence  de  la  petite  vérole  sur  la  mortalité 

ù chaque  âge,  et  de  celle  qu’un  préservatif  tel  que  ia  vaccine  peut  avoir  sur  la 
.population  et  la  longévité  , ioc6,  in-4.-  10  fr* 

P loge  de  l'Ivresse , nouv.  édit.,  fig. , in-12.  1 fr.  5o  c. 

Pi  loge  de  jjjfalfaire . par  Laliarpe.  in-8.  x fr.  5o  c. 

EULER.  É LÉ  MENS  D’ALuÈRRE,  nonv.  édit.,  1807,  a vol.  in-8.  ia  fr. 

Cette  édit,  est  la  meilleure  et  la  plus  complète  qui  ait  encore  paru.  La  première 
artie  contient  l'Analyse  déterminée,  revue  et  augmentée  de  Notes  par  M.  Garnier, 
j»  deuxième  partie  contient  l'Analyse  indéterminée,  revue  et  augmentée  de  Notes 
par  M.  Lagrange,  Sénateur,  Membre  de  lTnsti lut,  etc. 
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ËLLER.  LETTRES  A l'IST.  PRIKOESRE D’ALLEMAGNE,  snr  di-«*  st.j.-rs  ,î. 

Physique  et  de  Philosophie,  nouv.  edit.,  conforme  à l’edi  tioti  originale  de  Saint— 
Pclersbonrg  , revue  et  augmentée  de  TEIoge  d’Euler  par  Condorcet,  et  de  diverses 
K o tes  par  M.  Labey , Docteur  ès-Scicnct»  h l’Université,  cx-liistituieur  h l'Ecole 
Polytechnique,  etc.,  a forts  vol.  in-8.  de  11S0  pag. , imprimes  en  caractère  neuf 
dit  Cieéro  gros-œil,  et  sur  pap.  carre  lin,  avec  le  portrait  de  l’Auteur,  1812, 
broches. 

— - Et  papier  vélin,  dont  on  a tire  quelques  exemplaires. 

•— — Introductio  in  Analysin  infinitorura  , 2 vol.  in-j. 

El  tous  les  autres  Ouvrages  de  cet  tuteur.  • 

FISCHER.  PHYSIQUE  MÉCANIQUE,  traduite  de  l'allemand,  avec  des  Notes 
de  M.  Biot,  in  8.,  second**  édit.,  i8t3.  G fr. 

FLEURIEU,  Membre  du  l’Institut  national  des  Sciences  et  des  Arts,  et  du  Bureau  des 
Longitudes,  etc.  VOYAGE  AUTOUR  DU  MONDE,  pendant  lis  années  1790, 
1791  t/ÎP»  par  ETIENNE  MARCHAND,  précédé  d une  Introduction  lusto- 
tique;  auquel  on  a joint  des  Recherches  sur  les  Tenus  australes  de  Drake,  et 
un  Examen  critique  du  Voyage  de  Roegewcen , a\ce  Cartes  et  Figures;  pur 
P.  C.  Claret  Flf.UMEC,  Membre  de  l’Institut  national  des  Sciences  et  des  Arts, 
et  du  Bureau  des  Longitudes,  etc.,  4 vol.  in-^. , 1809.  4°  fr. 

— — Le  meme  Ouvrage,  5 vol.  in-8.,  avec  Allas  in-  f-  a5  fr. 

— Application  du  Système  métrique  et  décimal  g l’Hydrographie  et  aux  Calculs 

de  Navigation , in-4.  5 fr. 

FLORE  NATURELLE  ET  ECONOMIQUE  DES  PLANTES  QUI  CROIS- 
SENT AUX  EN  VIRONS  DE  PARIS  , au  nombre  de  plus  de  400  genres  et  de 


1 400  espèces , contenant  Pénu  niera  don  de  ces  Plantes,  rangées  suivant  le  système  v 
de  Jussieu,  et  par  ordre  alphabétique,  leurs  noms  triviaux , leurs  synonymies  fran- 
çaises, leurs  descriptions,  les  endroits  ou  se  trouvent  les  plus  rares,  leutspro- 

Itriétés  pour  les  a limons,  les  médica  mens , Part  vétérinaire,  les  arts  et  métiers  et 
’ornement  des  jardins  : 2e  édit. , augmentée  de  la  Flore  naturelle  et  de  i]  planches 
soigneusement  gravées;  par  mie  Société  de  Naturalistes,  2 vol.  iu-8.  de  plus  Jn 
qSo  pages.  10  fr. 

FOURCROY.  TABLEAUX  SYNOPTIQUE  DE  CHIMIE  , in-fol. , cart.  9 fr. 

— - Analyse  chimique  de  l’Eau  sulfureuse  d’Enghien,  pour  servir  à l’histoire  des 
eaux  sulfureuses  en  général , in-8.  5 fr-, 

FRANÇAIS,  Piolesseur  à Metz.  JMé'noire  sur  le  mouvement  de  rotation  d’un 
corps  solide  autour  de  son  centre  de  masse,  in-j.,  181 3.  2 fr  5o  c. 

F R AN CHINE  2ritmoires  sur  l’inugration  des  Equations  différentielles , in*4* 

1 fr.  5o  c. 

FRANCCEUR,  Professeur  de  îa  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  Examinateur  des 
Candidats  de  IT'eolc  Polytechnique,  etc. 

1°.  COURS  COMPLET  DE  MATHÉMATIQUES  PURES,  dédié  h S.  M. 

Alexandre  Ier,  Empereur  de  toutes  les  Russie*;  Ouvrage  destiné  aux  Elèves  des 
Ecoles  Normale  et  Polytechnique,  et  aux  Candidats  qui  se  préparent  h y éira 
admis,  2 vol. .in-8.,  avec  planches.  i5  fr. 

s*.  TRAITÉ  ELEMENTAIRE  DE  MECANIQUE,  h l’usage  des  Lycées,  etc., 
4e,cdit.,  in-8.  7 fr. 

3*.  ÉLÉMENS  DE  STATIQUE,  in-8..  . â fr. 

4».  URAhOGRA.’HIE,  ou  THAÏ!  L ÉLÉMENTAIRE  D’ASTR  OIS  OMIT.,  !» 

l’usage  des  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques , accompagne  de  Pla- 
nisphères, 1 vol.  in-8.  7 fr. 

FULTON.  (Robert)  Recherches  sur  les  moyens  de  perfectionner  les  Canaux  de 
navigation,  et  sur  les  nombreux  avantages  des  petits  Canaux,  etc.,  avec  le  Sup- 
plément. 7 fr.  5o  c. 

F L RGENSEN.  ÇUrhain)  HoiTger.  Principes  généraux  de  l’exacte  mesure  du 
temps  par  les  Horloges,  etc.  Copenhague , i8o5,  1 vol.  111-4.,  avec  atlas  de 
it)  planches.  , 3n  fr. 

GARjMER,  ex-Professeur  à l’Ecole  Polytechnique  , Docteur  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  l’ Université,  Professeur  «je  M. ■thématiques  h l’Ecole  royale  militaire, 
COURS  CQMPLET  DE  MAI  HEMATIQUES,  comprenant: 

1®.  TRAITE  D’ ARITHMETIQUE  A l'usage  des  Élèves  de  tout  Age,  deuxième 
cdjtion , in-8.,  18 18.  , 2 fr.  5o  c, 

n®.  ÉLÉMENS  D’ALGÈBRE  k l’usage  des  Aspirans  h l’École  Polytechnique, 
troisième  éditiop  , in-8.,  181 1,  revue,  corrigée  et  augmentée.  5 fr. 

3°.  Suite  de  ces  Élémcns , partie.  ANALYSE  ALGEBRIQUE,  nouvelle  edit. , 
considérablement  augmentée  , in-8. , 181 4-  G fr. 

4°.  GEOMETRIE  ANALYTIQUE,  ou  Applieaiion  de  l’Algèbre  h la  Géométrie, 
seconde  édition , seruc  et  augmentée,  un  vol.  in-8.  avec  1 4 pL  9 i8i3.  5 fr.  5g  f> 
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GARNIER.  5".  LES  RECIPROQUES  DE  LA  GEOMETRIE,  snms  d’nn  Re- 

cticïl  de  Problèmes  et  de  .Théorèmes  , et  de  la  construction  des  Tables  trigonomé- 
trimics , in-8.,  ac  édition  , considérablement-  augmentée,  1810.  5,  fr. 

C°.  ELÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE,  contenant  les  deux  Tricon omélries,  les  Éle- 
mens  de  la  Polygonométrie  et  du  levé  des  Plans,  et  l'Introduction  h la  Géomé- 
trie descriptive,  ni)  vol.  in-8.,  avec  pi.,  181  a.  5 fr. 

70.  LEÇONS  DE  STATIQUE  à l'usage  des  Aspirans  à l’École  Polytechnique, 
un  vol.  in-8.,  avec  tapi.,  1811.  , 5 If. 

8°.  LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL,  3e  édition,  un  vol.  in-8. , avec 
4 pl. , l8ll.  . 7 fr. 

j)°.  LEÇONS  DE  CALCUL  INTÉGRAL,  un  vol.  in-S. , avec  pl. , 181a.  7 fr. 

ïo*.  Discussion  des  Racines  des  Equations  déterminées  du  premier  degré  à 
plusieurs  inconnues,  et  élimination  cuire  deux  équations  de  degrés  quelconques  à 
deux  inconnues,  deuxième  édition.  1 fr.  80  c. 

GAUSS.  RECHERCHES  ARITHMÉTIQUES,  traduites  par  M.  Poulet- Dclislc  , 
Elève  de  l’Ecole  Polytechnique , et  Professeur  de  Mathématiques  à Orléans,  1 vol. 

18  fr. 

génienr  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  Directeur  du  Canal  do 
les  eaux  de  Paris.  RECHERCHES  EXPERIMENTALES  SUR 
L’EAU  ET  LE  VENT  considérés  comme  forces  motrices,  applicables  aux 
moulins  et  autres  machines  à mouvement  circulaire,  traduit  de  l'anglais  de 
Smeaton,  in*4- , avec  planches , 1810.  9 fr. 

— Traité  analytique  de  la  résistance  des  Solides , et  des  Solides  d’cgale  résis- 
tance, in-4.  i3  fr. 

GIRAUDEAU.  La  Ttanque  rendue  facile  aux  principales  nations  de  l'Europe, 
suivie  d’un  nouveau  Traité  de  l’achat  et  de  la  vente  des  matières  d’or  et  d’argent  , 
avec  l’Art  de  tenir  les  Livres  en  parties  doubles,  1793,  in-4*  ï5  fr. 

IjC  Flambeau  des  Comptoirs , contenant  toutes  les  écritures  et  opérations  de 

Commerce  de  terre,  de  mer  et  de  Banque,  nouvelle  édition,  corrigée  et  augm. , 

Gl'lîV  ) iVcH  A N TR  ANS . ESSAI  SUR  LA  GÉOGRAPHIE  PHYSIQUE , le 

climat  et  l’histoire  naturelle  du  département  du  Doubs,  a vol.  in-8.  10  fr. 

GOUDIN  ( CEuv  res  de  M.  B.  ),  contenant  un  Traité  sur  les  propriétés  communes  à 
toutes  les  Courbes,  uri  Mémoire  sur  les  éclipses  de  Soleil,  nouvelle  édition, 
in-4.  7 fr.  5o  c. 

GRASSETSAINT-SAUVEUR.  L’ANTIQUE  ROME,  ou  Description  histo- 
rique et  pittoresque  de  tout  ce  qui  concerne  le  peuple  romain , dans  scs  costumes 
civils  , militaires  et  religieux,  dans  ses  mœurs  publiques  et  privées,  depuis  Ro- 
multis  jusqu’.3!  Auguste;  Ouvrage  orné  de  5o  portraits,  1 vol.  in-4.  12  fr. 

MUSEUM  DE  LA  JEUNESSE  , ou  Tableau  historique  des  Sciences  et  des 

Arts;  Ouvrage  orné  de  gravures  coloriées,  représentant  ce  qu’il  v a de  plus  in- 
téressant sur  l’Astronomie,  la  Géologie,  la  Météorologie,  la  Géographie , les 
trois  règnes  de  la  Nattàre,  les  Mathématiques,  la  Mécanique,  la  Physique,  etc.  , 
un  gros  vol.  in-4-,  renfermant  livraisons , 181a.  80  fr. 

GUYOT.  Récréations  de  Mathématiques , nouvelle  édition,  3 vol.  in-8.,  avec 
100  figures.  18  fr. 

HACHETTE , cx-Professenr  à l’Ecole  Polytechnique.  PROGRAMME  D’UN 
COURS  DE  PHYSIQUE , ou  Précis  des  Leçons  sur  les  principaux  phénomènes 
de  la  nature,  et  sur  quelques  applications  des  Mathématiques  à la  Physique,  in-8., 
1809.  5 fr  5o  c. 

— — Traité  des  Surfaces  du  second  degré , in-8.  , iSi3.  4 5°  c* 

— ■ Traité  élémentaire  des  Machines , 1 vol.  in-q*,  avec  28  pl.,  ï8it.  ao  fr. 

* Correspondance  sur  V Ecole  Polytechnique , premier  volume,  contenant  10 

Numéros,  in-8.  13  fr. 

■ ■ Idem , tome  II,  comprenant  cinq  Numéros,  avec  pl.  la  fr. 

ldcm%  tome  III,  comprenant  trois  Numéros , avec  pl.  lafr. 

On  vend  séparément  chaque  Numéro  et  chaque  Volume. 

HASSENFRATZ.  Cours  de  Physique  céleste , seconde  édition,  avec  39  plane. , 
1 vol.  in-8.  7 fr.  5oc. 

ÜATCHETT,  Membre  de  la  Société  royale  de  Londres.  .EXPÉRIENCES  NOU- 
VELLES ET  OBSERVATIONS  SUR  LES  DIFFERENS  ALLIAGES  DE 

L’OR,  leur  pesanteur  spécifique,  etc. , traduites  de  l’anglais  par  Le  rat,  Controleur 
du  monnoyage  à Paris,  avec  des  Notes  par  Guyton-Morveau,  etc.,  in-4.  9^r* 

HAUY,  Membre  de  l’Institut  et  de  la  Lcgion-d’flonncur.  Traité  élémentaire  de 
Physique,  a vol.  in-8.,  pap.  vélin  ( le  papier  ordinaire  est  épuisé).  33  fr. 

— -TABLEAU  COMPARATIF  DES  RESULTATS  DE  LA  CRISTALLO- 
GRAPHIE et  de  l’Analyse  chimique,  relativement  à la  classification  des  Miné- 
raux , vol.  in-8.  5 fr,  5o  c. 
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HAUY.  Traité  de  Minéralogie,  4 »ol.  in*4-  et  atlas.  ®xfr  - 

Essai  d’une  théorie  sur  la  structure  des  Cristaux,  in-8.  A fr. 

HISTOIRE  DES  INSECTES  NUISIBLES  ET  UTILES  A L’HOMME,  aux 


Ouvrage  dédié*  à tous  ceux  qui  ont  été  détenus  comme  suspects,  4 ▼<>!•  in^j 
ornes  de  8 figures,  1797*  ic»  fr 

HOMASSEL,  Elève  gagnant  maîtrise,  et  ex-Chcf  îles  Teintures  de  la  Manufacture 
royale  des  Gobclins.  COURS  THEORIQUE  ET  PRATIQUE  SUR  L’ART 
DE  LA  TEINTURE  EN  LAINE,  soie,  fil,  coton,  fabrique  d’indienne  en 
grand  et  petit  teint,  suivi  de  l’Art  du  Teintnrier-Dégraisscur  et  du  Blanchisseur, 
avec  les  expériences  faites  sur  les  végétaux  colorans,  revu  et  augmente  parRouillou- 
La  grange,  Professeur  et  auteur  d’un  Cours  de  Chimie,  1 vol.  in-8.,  nouv.  édit.  5fr. 
( Cet  Ouvrage  est  le  plu3  pratique  et  le  meilleur  qui  ait  encore  paru  sur  la 
Teinture.  ) 

JANTET.  Traite  élémentaire  de  Mécanique , in-S.  G fr. 

JANVIER.  (Antide)  Manuel  Chronométrique , ou  précis  de  cc  qui  concerne  le 
Tems,  scs  divisions  , ses  mesures,  leurs  usages,  in-18. , fig.,  i8i5.  3 fr. 

— Essai  sur  les  Horloges  publiques , etc.,  in-8.  3 fr. 

JOURNAL  DE  L’ECOLE  POLYTECHNIQUE,  par  MM.  Lagrange,  Laplace, 

Monge,  Prony,  Fourcroy,  Bcrthollct,  Vauquelin,  Lacroix,  Hachette,  Poisson, 
Sgauzin,  Guyton-Morveâu , Barrucl,  Legendre,  Haüy,  Malus. 

— La  Collection  jusqu’à  la  fin  de  1816  contient  seize  Cahiers  in*4-  renfermés 

en  quinze,  avec  des  planches  J elle  comprend  les  1er,  2 ef  3e,  4^  5es  (Je^  ^e,  8e, 
io«,  n«,  îae,  i3e,  14e,  i5«,  iG«  et  17e  Cahiers.  96  fr. 

— Chaque  Cahier  sépare  se  vend,  6 fr. 

Excepté  les  14e  et  17e  Cahiers,  qu’on  vend,  g fr. 

Et  le  iGe,  7 fr. 

Nota.  Il  n’existe  pas  de  9c  Cahier  ; on  prend  la  Théorie  des  Fonctions  analy- 
tiques de  Lagrange  pour  former  cc  9*  Cahier  . 

JOURNAL  DE  PHYSIQUE,  DE  CHIMIE,  D’HISTOIRE  NATURELLE  et 
des  Arts  r*83  vol.  in-j-  » avec  pl. , etc.  ( V oy.  **  la  du  Catalogue.  ) 1000  fr. 

RR  AMP,  Professeur  de  Mathématiques.  IC  té  mens  tP  A ri  1 h ni  et  tique  universelle , 
in-8.*,  tSo8.  7 fr. 

Elément  de  Géométrie , in-8.  , 7 fr. 

LAGAILLE.  LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES  DE  MATHEMATIQUES,  aug- 
mentées par  MARIE,  avec  «les  Notes  par  M.  LABEY,  Professeur  cle  Mathéma- 
tiques, et  ex-Examinateur  des  Candidats  pour  l’Ecole  Polytechnique  ; Ouvrage 
adopte  par  l’Université  pour  Penscignemcnt  dans  les  Lycées,  etc.,  in-8.,  fig., 
181  ?.  6 fr.  5o  c. 

LACAILLE.  Leçons  <T Optique,  augmentées  d’un  Traite  de  Peripcctivc,  in-8., 
seconde  édit.  ,1801.  6 fr. 

LACOUDRAYE.  Théorie  des  Vents  et  des  Ondes , in-8.  A fr. 

LACROIX  , Membre  de  l’Institut  et  de  la  Légion-d’Honneur , Professeur  au  College 
royal  de  France,  etc.  COURS  COMPLET  DE  MATHÉMATIQUES  à l’usage 
de  l’Ecole  centrale  des  Quatre  Nations;  Ouvrage  adopté  parle  Gouvernement  poul- 
ies Lycées,  Ecoles  secondaires.  Collèges,  etc. , 9 vol.  in-8.  58  fr.  5o  c. 

Chaque  voljime  se  vend  séparément,  savoir: 

TRAITE  ELEMENTAIRE  D’ARITHMÉTIQUE,  i3‘é<lit.,  i8i3.  a fr. 

ELEMENS  D'ALGÈBRE.  n*  édition,  iSi5.  4 fr. 

ELEMENT  DE  GÉOMÉTRIE,  to«  édit. , i8i  j.  4 f>. 

TRAITE  ELEMENT  AIRE  DE  TRIGONOMETRIE  RECTILIGNE  ET 

SPHERIQUE,  et  d’Applicntion  d’Algèbrc  à la  Géométrie,  6e  edit.,  i8î3.  A (Y. 

COMPLÉMENT  DES  ELÉJVÏENS  D’ALGEBRE.,  3*  édition.  A f r 

— -COMPLEMENT  DES  ELEMENS  DE  GEOMETRIE,  ou  ÉIcmcns  de 

Géométrie  descriptive , 4e  <:dir. , 1815.  3 fr. 

TRAITE  ELEMENTAIRE  DE  CALCUL  DIFFERENTIEL  et  de  Calcul 

intégral,  o*  édit. , 181G.  7 fr.  5o  c. 

ESSAIS  SUR  L'ENSEIGNEMENT  en  général,  et  sur  celui  des  Mathéma- 
tiques en  particulier,  on  Manière  d’étudier  et  d’cuseigncr  les  Mathématiques , 
1 vol.  in-8. , 3e  éfüt. , 1816.  5 fr, 

TRAITÉ  ELEMENTAIRE  DU  CALCUL  DES  PROBABILITES,  in-8., 

181G.  5 fr. 

Cc  Cours  de  Mathématiques,  leplos  complet  qui  existe,  est  généralement  adopte 
dans  l’instruc.tion  publique. 

TRAITE  COMPLET  DU  CALCUjL  DIFFERENTIEL  ET  INTÉGRAL, 


’r'X 
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**  édition,  revue  et  considérablement  augmentée,  tome  I et  ÏÏ  > in-  4-  4o  fa. 

Le  tome  II,  qui  vient  de  paraître  , se  vend  séparément , . ao  fnl 

Nota.  Il  reste  encore  des  exemplaires  du  troisième  volume  de  la  première  édition 
de  cet  Ouvrage,  contenant  un  Traite  des  Différences  et  des  Séries,  et  qui  peut 
compléter  ledit  Ouvrage,  en  attendant  que  la  seconde  édition  de  ce  lioisièmc  volume 
soit  imprimée;  il  se  vend  séparément , . i5  fr. 

LAGRANGE  , Membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes  de  France,  etc. 
■'MÉCANIQUE  ANALYTIQUE,  nouv.  édit.,  revue  et  considérablement  aug- 
mentée, par  l'Auteur,  a vol.  in-4*  « i8iicti8i5.  30  Ir. 

« THEORIE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES,  contenant  ïcs  principe» 

du  Calcul  différentiel,  degrés  de  toute  considération  d’infiniment  petits,  d’eva- 
nouissans  , de  limites  et  de  fluxions,  et  réduite  à l’Analyse  algébriques  des  quan- 
tités finies,  nouv.  édit.,  revue  et  augmentée  par  P Au  leur,  in-4.,  ioi3.  i5  fr. 

— LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  DES  FONCTIONS,  nouv.  édition,  revue, 

corrigée  et  augmentée,  in-8,,  1806.  , 6 fr.  5oc, 

DE  LA  RESOLUTION  DES  EQUATIONS  NUMERIQUES  de  tous  les 

degrés,  avec  des  Notes  sur  plusieurs  points  de  la  théorie  des  Equations  algébriques  , 
in-4. 1 1808,  nouvelle  édition , revue,  corrigée  et  considérablement  augmentée; 
Ouvrage  adopte  par  P Université  pjonr  renseignement  dans  les  Lycées.  12  fr. 

LAGRIVE.  MANUEL  DE  TRIGONOMETRIE  PRATIQUE,  revu  par  les 
Professeurs  du  Cadastre,  MM.  Reynaud , Haros,  Plausol  et  Boxon,  et  augmenté 
des  Tables  des  Logarithmes  à l'usage  des  Ingénieurs  du  Cadastre,  1 v.  in-8.  7 te. 

LA  HARPE.  Mêla  nie , ou  la  Religieuse,  in-18.  1 fr.  5o  c. 

LALANDE.  TABLES  DES  LOGARITHMES  pour  les  nombres  et  les  sinus,  etc. , 
revues  par  M.  REYNAUD,  Examinateur  des  Candidats  de  l’Ecole  Polytechnique, 
précédées  de  la  Trigonométrie  analytique,  par  le  même  , 1 ynl,  in-18.  2 fr.  5o  c. 

— — Abrégé  de  Navigation  historique  , théorique  et  pratique,  avec  des  labiés 
horaires  pour  connaître  le  temps  viai  par  la  hauteur  du  soleil  et  des  étoiles  dans 
tous  les  temps  de  l'année , etc.,  in -T  al  fr. 

HISTOIRE  CELESTE  FRANÇAISE,  in-4. 

BIBLIOGRAPHIE  ASTRONOMIQUE,  in-f.  3o  fr. 

LANGLET-DL  FRESNOY.  Principes  de  l’Histoire,  pour  l'éducation  de  la  jeu- 
nesse, etc.  Amsterdam,  1760,  6 vol.  petit  in-8.  # 3a  fr. 

LANS  et  BETANCOLRT.  Essai  sur  la  composition  des  Machine in-4.^  avec 
iQplunch.,  1808.  j 

LAPLACE,  Pair  de  France,  Grand-Officier  de  la  Légion-d'Honneur,  Membre  cl* 
l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes  de  France,  etc.  TRAITE  DE  MECA- 
NIQUE CÉLESTE , 4 vol.  in-4. , avec  trois  Supplérnens.  . . j' 

— . Ce  quatrième  volume  de  cet  Ouvrage,  qui  contient  de  plus  la  Théorie  de 

l’Action  capillaire  et  un  Supplément  faisant  suite  au  dixième  livre  de  la  Méca- 
nique  céleste,  se  vend  séparément.  ai  ir- 

■ Chaque  Supplément  séparément.  "*  tr.  5o  c. 

EXPOSITION  DU  SYSTÈME  DU  MONDE,  quatrième  édition,  revno 

et  augment. , in-4* , t8i3,  avec  le  portrait  de  1 Auteur.  v i5  fr. 

——  Le  même  Ouvrage , a vol.  in-8. , sans  portrait.  , t* . tr. 

— THEORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITES,  in-4-,  seconde  edi t. , 

i8i4,  avec  un  Supplément  imprimé  en  1816.  . 

- — ESSAI  PHILOSOPHIQUE  SUR  UES  PROBABILITES,  troisième edin , 

LAROCHEFOUCAULT- LIANCOURT.  Voyage  dans  les  Etats-Unis  d’Amé- 
rique, faits  «n  1705,  (fi,  07  > 8 vql.  in-8.  , ao  “• 

LASSALE  HYDROGRAPHIE  DEMONTREE  et  appliquée  h tontes  les  parties 

* de  la  Marine  militaire  ou  mar- 

6 fr. 


du  pilotage,  à l’usage  des  Elèves  ou  Aspiraus 
chaude,  in-8. 


1-8. 


a fr.  5o  c. 
ta  fr. 


LÀSUITE.  Elémens  d' Arithmétique , 

LAVIROTTE.  Découvertes  philosophiques  de  Newton  , in-4-  . “ 

LEFEVRE , Ingénieur-Géomètre  en  chef  du  département  d’Illc-€t-\  illame.  NUU 
VEAU  TRAITE  GÉOMÉTRIQUE  DE  L ARPENTAGE,  h l'usage  des  per- 
sonnes qui  se  destinent  à la  mesure  des  terrains  et  au  levé  des  plans  et  nivellement, 
troisième  édit. , revue  et  augmentée,  2 vol.  in-8. , 181 1 , avec  25  plane.  . _ 12  tr. 
C’est  sans  contredit  le  meilleur  Traité  d’Arpcntage  et  le  plus  complet  qui  ait  en- 

IæfSaNÇOIS.  ESSAIS  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE , seconde  édit. , 

revue  et  augmentée,  1 vol.  in-8.  JifiJ r 

LEGENDRE , Membre  de  l’Institut  et  de  la  Légion-d’Honnenr,  ESSAI  SUR  UA 
THÉORIE  DES  NOMBRES,  deuxième  édit. , revue  et  considérablement  aug- 
mentée , i vol  in-f.,  avec  le  Supplément  imprimé  en  i8t6,  r 

— — Lse  Supplément  sc  vend. séparément.  * “• 
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LEGENDRE.  Dlmwelle  méthode  pour  la  détermination  des  Orbites  des  Comèt<%  » 
avec*  un  Supplément  contenant  divers  pcrfectionncmens  de  ces  méthodes,  et 
leur  application  aux  deux  Comètes  de  1800,  1806,  in-4-  6 fr. 

■ Exercices  de  Calcul  intégral  sur  divers  ordres  de  Transcendantes  et  sur  Je» 
Quadratures,  avec  quatre  Supplémens , in-4*  4^  fr* 

— — Les  quatre  Supplémens,  imprime  s en  i8i5ct  1816,  se  vendent  séparément,  26  fr. 
— Elément  de  Géométrie , in-8.  6 fr. 

LEGENDRE  (Arithméticien).  V Arithmétique  en  sa  perfection , mise  en  pratiqua 
selon  l'usage  des  Financiers,  Banquiers,  etc.,  1 vol.  in-12,  1806.  3 fr* 

Nota.  Cet  Ouvmge  n’est  pas  du  même  an  leur  que  les  précéderai. 

IMRMT7,  Opéra,  6 vol.  in-4»  73  fr* 

Le  Mieiifk.  Les  l'astes,  ou  les  Usages  de  l’année,  Poème  en  iG  chants,  in  8.  4 fr» 

LÉONARD  DE  \ INCI.  Essai  sur  ses'  Uavragcs  Physico-Mathématiques,  avec 
des  fragvncns  tires  de  ses  mannscjits  apportes  d’Italie,  par  J. -B.  Venturi,  Pro- 
f.'ssenr  «le  Physique  à Modène.  in  , 2 fr.  5o  c. 

LEPAUTE,  Horhujer  du  Roi.  TRAITÉ  P 1 1l ORLOGER IE , contcnani  tout  ca 


in- il.  1 fr.  80  c. 

LIRES,  Professeur  de  Physique  au  Lve<e  Charlemagne,  à Paris,  etc.  HISTOIRE 

PHILOSOPHIQUE  DES  PROGRÈS  DE  LÀ  PHYSIQUE,  4 vol.  iu-$., 

ï£i  1 et  iSî.J.  20  fr. 

•——Le  quatrième  volume,  qui  vient  de  paraître,  se  vend  séparément.  5 fr. 

—TRAITÉ  COMPLET  ET  ÉLÉMENTAIRE  DE  PHYSIQUE,  seconde 

édition,  revue,  corrigée  et  coiisidérableuicut  augmentée,  3 'ol.  in-8.  avec  lig. , 
>8i3.  # 18  fr. 

IV  ota.  Tous  les  Journaux  et  les  Sa  vans  en  général  ont  fait  le  plus  grand  éloge  do 
«es  deux  Ouvrages. 

LI  DONNE.  lubies  de  tous  les  Diviseurs  «les  nombres  calculés  depuis  un  jnsqn’l 
cent  deux  mille,  io-8.,  1808.  G fr, 

MAJN&BIRAN.  INFLUENCE  DE  L’HABITUDE  sur  la  faculté  de  penser; 
ouvrage  <jui*u  remporté  le  piix  sur  cette  question  proposée  par  la  Classe  dus  Sciences 
morales  et  politiques  de  l'Institut  national  : Déterminer  quelle  est  l'influence  da 
rhahitude  sur  la  faculté  dépenser,  ou,  en  d’antres  termes,  faire  voir  l'effet  que 
produit , sur  chacune  de  nos  facultés  intellectuelles,  la  frequente  répétition  «les 
mêmes  operations . 1 vol.  in-8.  5 fr. 

MAIRE  et  BOSCO VISCH.  f'oyage  astronomique  et  géographique,  in-4*  12  fr. 
MAMLIUS.  Astronomicon , libri  quinque,  édit.  Pingre,  a vol.  in-8.  2a  fr, 
MARCHAND.  Voyage,  etc.  (Voyez  FLEURIEU }. 

MARECHAL  (le)  de  p oc  he.  qui  apprend  comment  il  fant  traiter  un  Cheval  eu 
voyage,  et  quels  sont  les  accidens  ordinaires  qui  peuvent  lui  arriver  en  route,  etc., 
in-i8,  avfcc  figures.  * a fr*  5o  c* 

MASCHEROJVI.  Géométrie  du  Çompas , in-8.  7 fr. 

• PROBLÈMES  DE  GEOMETRIE  résolus  de  différentes  manières,  traduit 

«le  l’italien  vol.  in-8.  3 fr. 

MAÜDRU.  ELEMENS  RAISONNÉS  DE  LA  LANGUE  RUSSE,  ou  prin- 
cipes généraux  de  la  Grammaire  appliqués  b la  Langue  russe,  a vol.  in-8.  12  fr. 

— Nouveau  Système  de  Lecture , a \ol.  in-8.  et,  atlas.  9 fr. 

— ■ E lé  me  ns  raisonnés  de  Lecture  , à l’usage  «les  Écoles  primaires,  in-8.,  figures. 

"1  1 fr.  5o,  c. 

MAUDUIT.  Introduction  aux  Sections  coniques , pour  servir  de  suite  aux  Ëlé- 
niens  de  Géométrie  dcM.  Rivard,  iu-8.  (et  autres  Ouvrages  du  même  Auteur.)  3 fr. 
MEMOIRE)  sur  la  Trigonométrie  sphérique,  et  son  application  à la  confection  des 
Cartes  marines  et  géographiques,  par  un  Officier  de  l'État  major  de  l’Armée  du 
Rhin.  1 fr. 

MÉMOIRES  de  l’Institut  de  France.  (Collection  complète). 

MILLOT.  'Tableau  de  i Histoire  romaine  ; Ouvrage  posthume,  orné  de  48  fignres 
qui  en  représentent  les  traits  les  plus  intéressans , un  vol.  in-folio,  papier  vélin, 
Heures  avant  la  lettre,  cartonné.  36  fr. 

M1SSIE5SY  , Vice-Amiral.  Installation  des  Vaisseaux,  in-4»,  figures.  21  fr. 
-■  A r limage  des  Vaisseaux , in-4-,  fig-  21  fr, 

MOLLET.  GNOMON1QUE  GRAPHIQUE,  ou  Méthode  élémentaire  de  TRA- 
CER LES  CADRANS  SOLAIRES  sur  toutes  sortes  de  plans  , sans  aucun  calcul, 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  e^du  compas,  in-8.,  i8i5.  avec  planch. , 

1 fr.  80  c. 

*r — Etudes  du  Ciel,  ou  Connaissance  des  Phénomènes  astronomiques  f in-8,  6 fr. 
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MONGE , Sénateur.  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  DE  STATIQUE,  h l’nsap- 

des  Ecoles  delà  Marine,  in-3. , cinquième  édition , revue  par  M.  Hachette,  Ins- 
tituteur de  l'Ecole  Polytechnique , ifciioj  Ouvrage  adopte  par  l’Université,  pour 
renseignement  dans  h » Lycées.  , 3 fr.  a5  c. 

APPLICATION  DE  L’ANALYSE  A LA  GÉOMÉTRIE,  h l’usée  dd’E- 

cote  Polytechnique,  in-/{.,  quatrième  édition,  1809.  16  fr.  5o  c. 

GEOMETRIE  DESCRIPTIVE,  I .rcon.s  données  aux  Ecoles  Normales,  nouv. 

édit. , avec  un  SUPPLÉMENT  pai  M.  Hachette,  in-4. , 181  î , 35  pl.  i5  fr. 
— — Le  Supplciuent  ?i  la  Géométrie  descriptive,  par  M.  Hachette , 1 vol.  in-q-,  avec 
il  planches,  se  vend  séparément,  6 fr. 

- ■ ■ Description  de  C An  de  fabriquer  les  Canons  , in-4*  fig.  24  fr. 

MONRO.  Traité d’Ostéologie , traduit  de  l’anglais,  2 vol.  grand  in-folio,  car- 
tonnés. 4°  fr* 

MONROY.  Architecture  pratique  , in-8.  5 fr. 

MONTEIR(M)A-ROCHA , Commandeur  de  l'Ordre  du  Christ,  Directeur  de 
l’Observatoire  île  l'Université  de  Coimbrc , etci  MÉMOIRES  SUR  L’ASTRO- 
NOMIE PRATÏQL  E,  tr.id.  du  portugais,  par  M.  de  Mello,  in-4-,  1808.  7 fr.  5o  c. 
MONTE CLA.  HISTOIRE  DES  MAÏHÉM  ATHIQUES , dans  laquelle  on  rend 
compte  de  leurs  progrès  depuis  leur  origine  jusqu’à  nos  jours;  où  Ton  expose  le 
tableau  et  le  développement  des  principales  decouvertes  dans  toutes  les  parties  des 
Mathématiques  ; les  contestations  qui  sc  sont  élevées  entre  les  Mathématiciens,  et 
les  principaux  traits  de  la  vie  des  plus  célèbres.  Nouvelle  édition,  considérable- 
ment anementée,  et  prolongée  jusqu’à  l’époque  actuelle , achevée  et  publiée  par 
Jérôme  de  Lalande , 4 vol.  in-^. , avec  fig.  . Go  fr 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  cc  qui  existe  de  plus  complet  jusqu’à  présent  sur  cette  partie. 
MOROGUE.  lactique  navale , ou  Iraité  tics  Evolutions  et  des  Signaux , in-^., 
avec  fig.  i5  lr. 

MOIJSTALON.  Morale  des  Poètes , où  Pensées  extraites  des  plus  célèbres 
poètes  latins  et  français,  etc.,  in-12,  1816.  3 fr.  5o  c. 

Necessaire,  fie)  on  Recueil  complet  de  modèles  de  Lettres,  à l’usage  des  per- 
sonnes des  deux  sexes;  suivi  de  la  Relation  d’un  Voyage  instructif  et  intéressant 
dans  toutes  les  parties  de  l’Europe,  a vol.  in-12.  4 ^r* 

NEVEU.  Cours  théorique  et  pratique  des  Opérations  de  Banque , et  des  nou- 
veaux poids  et  mesures,  in  8.  5 fr. 

NEWTON-  Arithmétique  universelle , traduite  eu  français  par  M.  Beaudeux  , 
avec  des  Notes  explicatives,  a vol.  in-4-,  i4  ph  18  fr. 

Opuscula  mathernatica  . 3 vol.  in-q.  36  fr. 

NIEUPORT.  Mélanges  Mathématiques , a vol.  in-4-  24  fr. 

Nouvelle  théorie  des  Parallèles  , avec  un  Appendice  contenant  la  manière  de 
perfectionner  la  Théorie  des  Parallèles  , de  A.  M.  Legendre,  in-8.  2 fr. 

ŒUVRES  DE  FRERET,  de  l’Académie  des  Inscriptions  et  Belles-Lettres , nou- 
velle édit. , où  l’on  a réuni  tons  scs  Ouvrages,  20  vol.  petit  in-12.  20  fr. 

ŒUVRES  DE  PLUTARQUE,  traduites  par  M.  Amiot,  avec  des  Notes  de 
MM-  Brotticr  et  Yauvillers;  nouvelle  édition,  revue,  corrigée  et  augmentée 
de  la  version  de  divers  fragmens  de  Plutarque,  par  E.  Clavier,  25  vol.  in-8., 
ornes  de  figures  en  taille-douce,  et  de  136  médaillons  d’après  l’antique.  120  fr. 
PARISOT.  TRAITE  DU  CALCUL  CONJECTURAL,  ou  l'Art  de  raisonner 
sur  les  choses  futures  et  inconnues  , in-4-  > 1810.  i5  fr. 

PAJOT-DES-CHARMES.  L’Art  dit  Blanchiment  des  toiles,  fils  et  cotons  de  tous 
genres,  1 vol.  in-8.,  avec  8 planches.  5 fr. 

PERSON.  RECUEIL  DE  MECANIQUE  et  description  des  Machines  relatives 
à l’Agriculture  et  aux  Arts,  etc.,  1 vol.  in-4-  * avec  10  planches.  , io  fr. 
POISSON,  Membre  de  rinstitut,  Professeur  de  Mathématiques  à l’Ecole  Poly- 
technique et  à la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  etMémbre  adjoint  du  Bureau  des 
Longitudes.  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE,  2 vol.  in-8.  de  plus  de  5oo  pages 
chacun  . avec  8 planches,  1811.  la  fr. 

Ce  Traité  de  Mécanique  , le  plu?  complet  qui  existe,  acté  adopté  par  l’Ecole  Poly- 
technique pour  l’instruction  des  Élèves.  11  renferme,  en  outre , les  nolions.de  Sta- 
tique élémentaire  qu’on  exige  des  Candidats  qui  se  destinent  pour  ladite  École  on 
pour  PEcoie  Normale. 

POMMIES.  MANUEL  DE  L’INGENIEUR  DU  CADASTRE,  contenant  les 

connaissances  théoriques  et  pratiques  utiles  aux  Géomètres  en  chefs  et  h leurs  colla- 
borateurs , pour  exécuter  le  levé  général  du  plan  des  communes  du  Royaume, 
conformément  aux  Instructions  du  Ministre  des  Finances,  sur  le  Cadastre  de 
France  j précédé  d’un  Traité  de  Trigonométrie  rectiligne,  par  A.  A.  Reynaud, 
1.  vol.  m-4-,  1808.  12  fr. 

PORTALIS  fils.  Du  devoir  de  V Historien , de  bien  considérer  le  caractère  et  le  génie 
«le  chaque  siècle , en  jugeant  les  grands  hommes  qui  y ont  véco.  2 fif. 
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POU  LET-DELISLE , Professeur  (le  Mathématiques  an  Lvcéc  à Orléans.  APPLI- 
CATION DE  L’ALGEBRE  A LA  GEOMETRIE , in-8.,  1806.  4 fr.  5or. 

— RECHERCHES  ARITHMETIQUES , trad.  du  latin  de  Gauss , in-f  18  fr. 
PUISSANT,  Chef  de  Bataillon  au  Corps  royal  «les  Ingénieurs-Géographes.  TRAITE 

DE  GEODESIE , ou  Exposition  des  Méthodes  astronomiques  et  trigonomélri- 
ques , appliquées  soit  h la  mesure  de  Ja  Terre , soit  à la  confection  du  canevas  des 
Cartes  et  des.  Plans,  1 vol.  in-.i. , avec  8 planches,  1800.  / 18  fr. 

TRAITE  DE  TOPOGRAPHIE,  D’ARPENTAGE  ET  DE  NIVELLE- 
MENT, avec  deux  Supplémens  contenant  la  théorie  de  la  Projection  des  Cartes, 
in-4.  J Ouvrage  adopte  par  l’Université,  pour  Renseignement  dans  les  Lycées, 
Ecoles  secondai res  , e te.  1 8 fr. 

Les  deux  Supplémeos  au  Traité  de  Topographie,  contenant  la  Théorie  de* la 

Projection  des  Cartes , sc  vendent  séparément , G fr. 

RECUEIL  DE  DIVERSES  PROPOSITIONS  DE  GÉOMÉTRIE , résolues 

ou  démontiécs  par  l’Analyse,  pour  servir  de  suite  au  Traite  élémentaire  de  l’Ap- 
plication de  l’Algèbre  h la  Géométrie  de  Lacroix , iu-8.  3 té. 

— IfC  même  ouvrage,  3e,  édition  , considérablement  augmentée,  et  précédé  d’un 

PRECIS  SUR  LE  LEVE  DES  PLANS,  in-8.,  180a.  G fr.  5o  c. 

TRAITE  DE  LA  SPHÈRE  ET  DU  CALENDRIER  de  Rivard,  7*  édition, 

augmentée  des  Notes  de  M.  Puissant,  in-8. , 1816.  4 fr. 

PUJOULX.  Leçons  de  Physique  de  l’Ecole  Polytechnique,  in-8.  5 fr.  5o  c. 

QUARTIER  DE  RÉDUCTION  ( nouveau  ) à l'usage  des  Marins , augmenté 
d’une  Instruction  abrégée  sur  la  manière  de  s’en  servir  j grand  Tableau  in-4. , très 
bien  gravé,  181^.  Prix  de  la  douzaine  en  feuilles,  C fr. 

R AMATUEL-  7 a clique  navale , in-4. , avec  planch.  3o  fr. 

RAMOND,  Membre  de  l'Institut,  etc.  Mémoire  sur  la  formule  barométrique  de 
la  Mécanique  céleste,  et  les  dispositions  de  l’atmosphère  qui  eu  modifient  les  pro- 
priétés , etc. , in-4-  ,1811.  1 3 fr. 

RAY  MOND.  LETTRE  A M.  VILLOTEAU  , touchant  scs  vues  sur  la  possibilité 
et  l'utilité  d’une  théorie  exacte  des  principes  naturels  de  la  Musique,  etc.  4 fr. 

« ESSAI  SUR  LA  DÉTERMINATION  des  bases  physico-mathématiques  de 

l'Art  musical , etc. , in-8-  3 fr. 

REBOUL.  Notes  et  Additions  aux  trois  premières  sections  du  Traité  de  Navigation 
de  Bezout,  in-8.  3 fr. 

Recueil  de  Tables  utiles  à la  Navigation , traduit  de  l’anglais  de  Noric,  par 
Violaine,  in-8,  i8î5.  9fr. 

Religion  (la  ) chrétienne  méditée,  G vol.  in-n.  18  fr. 

RESTAU  T.  Principes  généraux  et  raisonnés  de  la  Grammaire  française , nouvelle 
édition,  1 gros  vol.  in-13.  , 3 fr.  5o  c. 

RKYNAU.D,  Examinateur  des  Candidats  de  l’École  Polytechnique.  COURS  DE 
MATHÉMATIQUES,  comprenant  : 

10.  ARITHMETIQUE  , 6®  édition  , in-8.  3 fr.  5o  c. 

a°.  ALGÈBRE,  ire  section,  3e  édition,  in-8-,  1810.  5 fr. 

3°.  ALGÈBRE,  a?  section,  in-8. , 1810.  5 fr. 

4°.  TRIGONOMETRIE  ANALYTIQUE,  précédée  de  la  Théorie  des  Loga- 
rithmes, et  suivie  des  TABLES  DES  LOGARITHMES  des  Nombres  et  des 
Lignes  trigonomc triques  de  Lalande,  etc. , in-18.  a fr.  5o  c. 

5°.  Arithmétique  h l’usage  des  Ingénieurs  du  Cadastre,  in-8.  5 fr. 

6°.  Manuel  de  l\ Ingénieur  du  Cadastre , par  MM.  Poinmiés  et  Rcynand, 
in-4.  1a  frj 

7®.  Traité  d*  Arpentage  de  Lagrive , avec  les  Notes  de  Reynaud,  in-8.  7 fr. 

Notes  sur  Bezout,  par  RcynaïuL 

8°.  Arithmétique  de  Bezout , avec  les  Notes  , 8e  édition , in-8  , 1816.  3 fr. 

90.  Géométrie  de  Bezout , avec  les  Notes  , ae  édition  , in-8.  , 181  a.  5 fr. 

ioft.  Algèbre  et  application  de  l’Algèbre  à la  Géométrie  de  Bezout,  avec  les  Notes, 
in-8.  ,*"18-11.  , , 5 fr. 

RIVARD.  TRAITE  DE  LA  SPHERE  ET  DU  CALENDRIER,  septième  édi- 
tion ( faite  sur  la  sixième  donnée  par  M.  de  Lalande  ) , revue  et  augmentée  de  Notes 
et  Additions,  par  M.  Puissant,  Officier  supérieur  du  Génie  , 1 vol.  in-8. , avec  3 
planches  bien  gravées,  181G.  4 

RÔSAZ.  É lé  mens  théoriques  et  pratiques  du  Calcul  des  Changes  étran- 
gers , etc. , 1 vol.  grand  in-8. , 180g.  6 fr. 

ROSSEL.  (hf.  ) Calcul  des  Observations  que  Voti  fait  en  mer;  Ouvrage  faisant 
partie  /le  la  Navigation  de  Bezout,  le  tout  formant  un  vol.  in-8. , i8i4*  6 fr. 

ROY.  Klémens  <T Equitation  militaire , nouvelle  édition,  in-ia.  a fr.  5o  c. 

RUELLE.  Opérations  des  Changes  des  principales  p!ucc>  de  l'Europe,  iu-8.  6 fr. 
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RUCHE  PYRAMIDALE  (la  ) , ou  Méthode  de  conduire  les  Abeilles  de  manière  & rit- 
retirer  chaque  année  un  panier  plein  de  cire  ou  de  miel , outre  au  moins  un  es- 
saim, etc. . par  Dnconcdic,  in-8. . 2e  edit. , revue  ci  considérablement  atigrn.  3 fr. 

SACUMBR.  ELKMENS  DE  LA  SCIENCE  DES  ACCOUCHE  MENS  , avec  un 

Traite  sur  les  Maladies  des  Femmes  et  de*  Entaus,  un  fort  vol.  in-8,  avec 
portrait.  , „ 5 fr. 

— LA  LUCINIADE,  poème  en  dix  chants,  sur  l’Art  des  Accoucheniens f 

in-12.  i fr.  5o  c. 

SAINT-MARTIN.  F, CCF.  HOMO , vol.  in-ia.  , fr.  5o  c. 

— LE  NOUVEL  HOMME.**(  Nous  ne  pouvons  nous  lire  que  dans  Dieu  lui- 

méme,  et  nous  comprendre  que  dans  sa  propre  splendeur.  Ecce  Homo,  page  ig)  i 
vol.  in-8.  ^ fr* 

— LE  CROCODILE,  ou  la  guerre  du  Bien  et  dn  Mal,  arrivée  sous  le  règne 

de  Louis  XV  , vol.  in-8.  4 fr. 


SCOPPA,  Employé  extraordinaire  à l’Université*,  Membre  de  l’Acadeuiie  des  Ar- 
cades, de  celle  de/  I ion  Guslo  de  Païenne,  etc.  LES  VRAIS  PRINCIPES  DE 


LA  VERSIFICATION,  développés  par  un  Examen  comparatif entre  lu  Laugue 
italienne  et  la  française. 

On  y examine  et  Von  y compare  l’accent,  qui  est  la  source  de  l’harmonie  des  vers; 
la  nature,  la  versification  et  la  musique  de  ces  deux  langues. — Ou  y fait  voir  l’a- 
nalogie qui  existe  en  tr 'elles.  — On  propose  les  règles  pour  composer  des  vers  ly- 
riques, et  les  moyens  d’accélérer  les  jirogrès  de  la  Musique  eu  France,  etc. 

Trois  gros  vol.  in-8. , avec  56  planches  de  Musique  gravée.  fr* 

— — Le  tome  111 , qui  vient  de  paraître,  contenant  les  56  planches  de  Musique,  se 
vend  séparément,  io  fr. 

Tous  les  journaux  t ainsi  que  l'Institut  de  France , ont  fait  le  plus  grand  elogg 
de  cet ; Ouvrage. 

• F.  lé  ni  en  s de  la  Grammaire  italienne , mis  îi  la  portée  des  Enfans  de  5 h 6 ans  ; 

Ouvrage  en  Dialogues , divisé  en  36  Leçons , etc. , etc. , in-12.  I fr.  8o  c* 

Séances  <lcs  h. cales  Normales,  nouv.  edit.,  i3  v.  iu-8.  et  i v.  de  planches.  fr. 
SER  V OIS.  Essai  sur  un  nouveau  mode  d’exposition  des  Principes  du  Calcul  diffé- 
rentiel, etr. , in-4*,  1814*  2 fr.  5o  c. 

SHAKSPEAR’S  (VVill.)  Plays  with'fhc  corrections  and  illustrations  of  varions 
commenta  tors.  To  wich  a re  added  notes  by  Sam.  Jonlisou  and  C.  Sleevcns  5 
a new  edi  ton  , with  a giossaiial  index,  a3  vol.  in-8. , Basil. , 1800 — 1802.  00  fr* 

SIMPSON.  (Thomas  J Etc  mens  d?  Analyse  pratique , augmentés  d’un  Abiégâ 
d’Arithm étique,  in-8.  " 5 fr. 


peu  leurs  , 1 vol.  in-18.,  avec  planclj.  3 fr. 

SOULET.  Rarréme  des  Arbitrages  et  des  Changes , in-8.  6 fr* 

SPIESS.  ESSAI  DE  RECHERCHES  ELEMENTAIRES  SLR  LES  PRE- 
MIERS PRINCIPES  DE  LA  RAISON  , in-8.,  1809.  4fr. 

STA1N  VILLE,  Répétiteur  à l’École  Polytechnique,  cc.  MÉLANGES  D'ANA- 
LYSE GÉOMÉTRIQUE  ET  ALGÉdRIQLÉ,  i gios  vol.  in-8.,  avec  8 plan- 
ches, 181 5.  7 fr.  Soc. 

STIRLING.  IS A ACI  NEWTON I ENUMERA  770  UNE  ARUM  TER - 
TU  ORDJNIS  ; sequitur  illustratio  ejusdem  tractaiûs,  in-S.  7 fr.  5o  c* 

SUZANNE,  Docteur  ès-Sciotiees,  Professeur  de  Malin  ma  tiques  nu  rîvrjre  Char- . 


Jemacnc,  h Paris.  DE  LA  MANIERE  D’KTi  HIER  LÉS  MATkEMATI- 

OUÉS;  Ouvrage  destiné  h servir  de  guide  aux  jeunes  gens  , h c**nx  surtout  qui 


veulent  approfondir  cette  Science,  ou  qui  aspirent  5 être  admis  I»  J’Ec<  le  Normale 
ou  à l’Ecole  Polytechnique,  3 gros  vol  m-8. , a'«c  ligures.  18  fr.  5u  c. 

Chaque  volume  "se  vend  .séparément , s,ivojr  : 

——Première partie,  PRÉCEPTES  CE  "''ER AUX  et  ARITHMETIQUE,  2e  édi- 
tion, considérablement  augmentée,  in-8.  6 fr. 

— — Seconde  partie , A LQÉBR É » in  8.  6 fr* 

••  Troisième  partie  , GÉOMÉTRIE , in-8.  C fr.  5o  c. 

TABLES  BAROMETRIQUES,  servant  S ramener  h une  température  donnée 
les  hauteurs  du  baromètre  observées  à une  température  quelconque  , broch.  in-8*# 

1812.  » fr- 

TEDENAT , Proviseur  du  Lycée  de  Nisme.s.  LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES 
D’ARITmiÉTipUE  ET  DvVLGFBRK , in-8.  * 4 fr. 

LEÇONS  ELEMENTAIRES  DE  GE*  ) MET  RIE , in-8.  ^ 5 fr. 

LEVONS  ÉLÉMENTAIRES  D’APPLICATIoN  DE  L’ALGÈBRE  A 

LA  GEOMETRIE,  «l  Calcul*  dilïcicuucl  «t  inltural , a vol.  iu-6.  Sir. 
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-THÉVFNAKD  , Vice-Amiral.  Mémoires  relatifs  a la  Marine  y 4 ▼.  gr.  in-8.  3o  fr* 

TUEVENKAU.  COURS  D'ARITHMÉTIQUE  à l'mage  des  Ecoles  centrales  cl 
i du  Commerce , in-8.  , 3 fr. 

THIOUT  aîné , maître  Horloger  à Paris.  TRAITÉ  D'HORLOGERIE  THEO 4 
RIQUE  ET  PRATIQUE , approuvé  par  l'Académie  royale  des  Sciences,  2 vol* 
1 in  , avec  91  planches,  1 7A 1 . 3G  fr. 

TRINCANO.  Elément  île  Mortification , 2 vol.  in-8.  i5  fr. 

Arithmétique  , in*8.  5 fr. 

I Trisection  ( la  ) et  la  multisection  de  l’Arc  pour  la  règle  et  le  compas  seulement , 
par  P. , in-8.  1 fr. 

VÂLMON  1 DE  BOMARK.  Dictionnaire  raisonné  universel  d' Histoire  nu  tu* 
relie , i5  vol.  in-8.,  nouvelle  édition.  60  fr. 

VAUCHER.  Histoire  des  Confie  ru  es  d’eau  douce , in-^. , avec  fig.  12  fr. 

VEGA.  Tabula logarithmieo-trigonomctri cœ,  2\oi.  in-8.  33  fr. 

Thésaurus  et  Lngarilhmorum  completus , in -fol.  Go  fr. 

VIEL.  Des  fondement  des  Bdtimens  publics  et  particuliers , in-.î.  2 fr.  5o  c, 

VIOLAINE.  RECUEIL  DE  TABLES  UTILES  A LA  NAVIGATION,  tra* 

du it  de  l'anglais  de  Jonli  William  Norje,  Professeur  d'Hydrograpliie  à Londres  5 
précédé  d'un  Abrégé  de  Navigation  pratique,  contenant  ce  qui  est  nécessaire  et  in- 
dispensable à toutes  les  classes  de  Marins  ; enrichi  de  plus,  d’un  Vocabulaire  de» 
ternies  les  plus  usités  dans  la  Marine \ le  tout  extrait  des  meilleurs  Auteurs  français, 
anglais,  espagnols,  etc.  ; recueilli,  rnis  en  ordre,  et  augmenté  de  remarques  et  ob- 
servations nouvelles,  par  P. -A.  Violàwe  , ex-Comruissaire  de  Marine , Professeur 
de  Mathématiques  et  de  Navigation , etc.  ; 1 vol.  in-8.,  très  bien  imprime,  beau 
papier,  i8i5.  9 fr. 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  extrêmement  utile  pour  les  Marins. 

VOIRON.  HISTOIRE  DE  L'ASTRONOMIE  depuis  1781  jusqu’à  1811 
servir  de  suite  à l'Histoire  de  l'Astronomie  de  Bailly  , in-4. , toi  1. 

Nota.  Cet  Ouvrage  est  indispensable  aux  personnes  qui  possèdent  les  5 vol.  dé 
t l'Astronomie  de  Bailly. 

VOLNEY  , Pair  de  France , Membre  de  l'Institut , etc.  VOYAGE  EN  SYRIE  E F 
EN  EGYPTE  pendant  les  année»  1783,  84,  85  ; 4e  ^dit.  » 2 vol.  in-8. , 1807.  12  fr. 

— LES  RUINES,  ou  Méditation  sur  les  Révolutions  des  Empires,  5e  édition, 

revue  et  augmentée  par  l'Auteur,  i vol.  in-8.  .belle  édition  , 1817.  G fr. 

— LEÇONS  D'HISTOIRE  prononcées  à l’École  Normale  en  l'an  III  de  la  Ré- 
! publique  française  ; Ouvrage  élémentaire,  contenant  des  vues  neuves  sur  la  nature 

de  l'Histoire,  etc.  , accompagné  de  Notes,  et  de  trois  plans  relatifs  à l'art  de  cons-* 
truire  les  salles  d'assemblccs  publiques  cl  délibérantes  , 1 vol.  in-8. , nouvelle  édi- 
tion, 1810.  4 fr* 

Tableau  du  climat  du  sol  des  États-Unis  d' Amérique,  2 vol.  in-8.  9 fr. 

— Simplification  des  Langues  orientales , ou  méthode  facile  d'apprendre  les  Lan- 
gues arabe  , persane  et  turque,  in-8.  * 5 fr. 

— — Recherches  nouvel  es  sur  l'Histoire  ancienne , 3 roi.  in-8. , i8i5.  i5  fr. 

Questions  de  Statistique  à l’usage  des  Voyageurs  , in-8. , i8i3.  75  c* 

——La  Loi  naturelle,  on  Catéchisme  du  Citoyen  français,  I vol.  in-18.  I fr.  25c. 

Voyages  du  Professeur  Pallas,  8 vol.  in-8.  et  allas.  * Gofr. 

VU1LLIER.  Arithmétique  découverte  par  un  Enfant  de  dix  ans,  ou  manière  d'en- 
seigner l'Arithmétique  aux  Enfans,  in-8.  4 fr* 

WRONSKI , Officier  supérieur  au  service  de  Russie.  Introduction  à la  Philo- 
sophie des  Mathématiques , et  Technie  de  l'Algoritlmiic,  in-4. , *§*  *•  i5  fr*. 


pou» 
12  fr. 


Parmi  les  Ouvrages  anciens  ou  rares  qui  se  trouvent  en  petit  nombre  à ma 
Librairie  mathématique,  on  distingue  particulièrement  les  s 11  i vans  : les  Ouvrages 
mathématiques  d y Euler  , Dalembert , IVcwton  , Descartes  , Bernoulli  , 
Kepler , Tichn  , Ter  mot , Leibnitz  , Galilée , Papous,  I large  ns  , Viele * 
Boscovich  , Agnesi , Wallis , Wolf,  Sgravesande  , Cramer , Castini , 
Neper , Mersenne , Cavalerius , Ptolémée  , Kircker , Taylor  , Simpson  t 
Saunderson  , Emerson , etc. , etc.;  diverses  éditions  UC  Encline,  de  Diophante  , 
à? Archimède , d' Appollonius.  — Les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  Berlin,  Pétersbours , Turin , 1?»  Mémoire»  de  l'Institut,  le*  XrftO- 
sautions  philosophiques  d»  Londres,  et  c. 
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JOURNAL  DE  PHYSIQUE,  DE  CHIMIE , D’HISTOIRE  NATURELLE 
ET  DES  ARTS,  avec  des  planches  en  taille-douce  ; rédige  par  J.-C.  Delamétherie, 
Professeur  au  College  de  France;  Ouvrage  périodique  qui  paraît  tous  les  mois 
par  cahier  de  dix  feuilles  d'impression  , format  in*4- , ce  qui  forme  deux  volumes 
par  an. 

Prix  de  l'abonnement  pour  Paris,  37  fr.'pour  un  an  , 33  fr.  pour  les  départemens  , 
et  3g  fr.  pour  l'étranger. 

On  peut  se  procurer  des  Collections  complètes,  des  volumes,  et  même  des  Numéros 
sépares  dudit  Journal  de  Physique. 

Il  a paru  jusqu’à  ce  jour  83  volumes  de  cet  important  Ouvrage , qui  renferme 
Ja  plus  grande  partie  des  Mémoires  curieux  et  intéressans  qui  ont  été  publiés  depuis 
vingt-cinq  ans,  sur  la  Physique,  la  Chimie,  l'Histoire  naturelle  et  les  Arts,  etc. 
— Le  prix  de  chaque  volume  , contenant  six  mois , est  de  14  fr. 

ANNALES  DE  MATHÉMATIQUES  PURES  ET  APPLIQUÉES,  rédigées 
par  M.-J.-D.  Gergonne,  Professeur  au  Lycée  de  Nismes,  etc.  ; Ouvrage  pério- 
dique, qui  paraît  tous  les  mois , par  Cahier  de  4 à 5 feuilles  d'impression,  in-4°* 
II  a paru  jusqu'à  ce  jour  six  volumes  de  cet  Ouvrage,  qui  renferme  beaucoup  de 
Mémoires  curieux  sur  les  Sciences  Physiques  et  Mathématiques. 

Prix  des  six  volumes,  108  fr. 

Chaque  volume  séparé,  18  fr. 

Le  prix  de  l’abonnement  annuel  est  de  ai  fr,  pour  toute  l’étendue  de  la  France  , 
et  de  24  fr-  Pour  l’étranger  j le  tout  franc  de  port. 


Ouvrages  sous  presse  chez  le  même  Libraire,  pour  paraître  fin  de 
Juillet  1817. 

HISTOIRE  DE  L’ASTRONOMIE  ANCIENNE,  par  M.  Delambrc,  Membre 
de  l’Institut , Professeur  au  College  de  France,  etc.,  a roi.  in-4.  avec  planches. 
VOYAGE  ASTRONOMIQUE  fait  en  Espagne  par  ordre  du  Bureau  des  Lon- 
gitudes de  France,  rédige  par  MM.  Biot  et  Arago,  Membres  de  l’Institut. 
( Ouvrage  formant  le  tome  IV  de  la  Base  du  Système  métrique  de  M.  Delambrc.  ) 
I vol.  in  4- 


Nota,  On  se  charge  à l’adresse  ci-dessous  de  toutes  les  Impres- 
sions , de  quelle  nature  qu’elles  soient. 


De  l’Imprimerie  de  Mm*  Ve  COURC.IER,  rue  dit  Jardinet,  n“  13. 
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